Quelques rappels sur les condensats

* Description en termes de champ moyen

* Longueurs caractéristiques

* Différents régimes

* Nuage thermique

« Comment sonder le condensat

 Modes de vibration du condensat sphérique

* Problemes physiques



Condensation de Bose-Einstein
pour un gaz parfait

N bosons confinés dans un piege harmonigue
(Fréquences de vibration o,,,®,,,®,. )

Temperature critique T,
k,T.=0.94 ha, N (1.1)

—3
Wy = Wy, AWy, Ay, (1.2)

Pour T < T, un nombre macroscopique de bosons
se condense dans |'état fondamental du piege

N>1 —> kI.>hao,

La condensation n'est pas un effet thermique trivial



Bosons en interaction

Hamiltonien H

N *2 ~ 1 o

H=Y|Lyy &) |+ =23 v -7 (1.3)
1| 2m 275 J#i
V(-7 =g 6G-7) (1.4)
4 2
g = 7 a (1.5)
m
a . Longueur de diffusion g5(‘17; —77].‘) . pseudopotentiel

Etat fondamental de H

Approximation par un état produit ou tous les bosons
sont dans le méme état ¢

‘w> = ‘go(l)>‘go(2)> ....... ‘go(N)> (1.6)

Quel est le meilleur état ¢?



Equation de Gross-PitaevskKii

Meilleur ¢ : celui qui minimise (y |H |y )/{y|y)

{—j—mA +, <f>}o(f) +(N=DglpP)| p(F)=p o) (17)

(plp)=1 1 : potentiel chimique N-1=N

Chaque boson se déplace dans le potentiel de piégeage
V... et dans le champ moyen crée par les N-1 autres

ext

Equation de Gross-Pitaevskii
dépendant du temps

2
ihﬁgo(f,z): —h—A+Vext(?,t) gp(f,z)+Ng\¢(f,z)\2 o(7,1)
ot 2m
(1.8)



Linéarisation de I’équation de Gross-PitaevskKii

ext(l’ f) V(I/')+5V(7" t) HO:—h—2A+V(]/)
2m

@,(7) :solution de I'équation de G-P pour V_ (7,t) =V, (7)
@(r,t) = @(r,t) exp(—iut/h)

P(F,1) = @, () + 09(7 1) (1.9)
P oQ oQ oV ¢,
i h— =L, .|+ * (1.10)
ot | 5o 59 ~5V g,
( 2 \
H, — u+2Ng|p,| N go;
L, = 2 (1.11)
N2
. Nyle) ~(H, - u+2Nglo,| )

Equations de Bogolubov-de Gennes



Autre forme équivalente
de I’équation de Gross-PitaevskKii

o(T,t) =/ p(7,t) exp[iS(F,t)]

Jp :module de ¢ S : phase

1 — Equation de continuité

2o o2 j; 0

Interprétation de (% /m)V.S(7,t) comme
un champ de vitesses v(?,t)

i(7,t) = —VS(7,1)

Champ irrotationnel - Vxi =0
sauf en des singularités (vortex)

(1.12)

(1.13)

(1.14)



Autre forme équivalente
de I’équation de Gross-Pitaevskii (suite)

2 — Equation du mouvement du champ de vitesses

0 o1 7’
n—3 = Af——(vs) ~V_—gp (1.15)
ot 2m Jp 2m -
0. | 1 ik |
— 5=V AJp-—(VS) -V - 1.16
m@tv 2m [p VP Qm( ) et g,O_ (1-16)

Analogie avec des équations hydrodynamiques.
Ici, le comportement hydrodynamique n’est pas di
aux collisions, mais au champ moyen.

h2
2m \/_

AJp : « Terme de pression quantique »



Longueurs caracteristiques

onqueur de diffusion a

Portée des interactions

Longueur de relaxation & ("Healing length")

Distance & pour laquelle 'énergie cinétique de

confinement #°/2m &2 est de I'ordre de I'énergie
d'interaction g p, (p, : densité spatiale)

£ = h B 1
\/2m g0, \/872'61,00
Extension spatiale c,de I'état fondamental du piege

h
c,= |— (1.18)
ma,

(1.17)




Limite de Thomas-Fermi

L’énergie cinétique de confinement dans I'état fondamental du
piege est petite devant I'énergie d’'interaction

h < N £_47zh2aN

2mo, Sh% gag m o,
alN (1.19)
—>1
Oy

On peut alors négliger le terme d’énergie cinetique dans
I’équation de G-P.

Cette équation devient une équation algébrique.



Forme du condensat
a la limite de Thomas-Fermi

Forme de paraboloide inversé pour p(7)
. . 1 1
p(7)=Mo(f =1 =m0 +0i,y* + 012

Dépendances en N

2/5

¢ du potentiel chimique u: o N
¢ durayon du condensat R: Ro N'7°

La condition a N /o, > 1 définissant la limite de T-F

n'est pas incompatible avec

a ,00~a3ﬁ<<1

(70
définissant un milieu dilué.

(1.20)
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Equations hydrodynamiques
a la limite de Thomas-Fermi

On peut négliger le terme de pression quantique
dans I'équation d'évolution de v

Op
+V- 0 1.21
| ot (p) = 1212
QerV —m +Vt+gp]:6 (1.21b)
Ot 2 -

La seconde equation a la forme de I'équation d’Euler
de I'nydrodynamique
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Le nuage thermique

Ordre de grandeur des dimensions

292 2
mwyRy ~k,T — R, ~

Pour T ~T,

2 o
Rth_

k,T

2
mwy

k,T hw,

C ~
o 2

2
mw mw,

1/3 2 77173 2
N7~ o/ N> o0,

(1.22)

Le rayon du condensat vaut o, en lI'absence d'interactions

et varieen N

> 3 1a limite de T-F.
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Effet du champ moyen
sur le nuage thermique

En I'absence d'interaction et pour 7 >~ 7

L'énergie cinetique et I'énergie potentielle sont égales et
de l'ordre de k,T,

- - 1/3 2 p2
E,~k,I, ~hw,N"~ ~mw, R}

L’énergie d’interaction due au champ moyen vaut

1/6
w gN N alN (1.23)




Effet du champ moyen
Récapitulation

Parametre caractérisant I'’effet du champ moyen

- sur le condensat

a N

Xeond — (1.24)
o
- sur le nuage thermique
1/6

X = any (1.25)

o

On peut avoir simultanément

Xcond > 1 Xth < 1 (1 26)

L 'effet du champ moyen peut étre important pour le condensat tout
en restant negligeable pour le nuage thermique.
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Collisions entre atomes dans le
nuage thermique

- Section efficace de collision

2
o . =&ma

coll

- Libre parcours moyen

p~_ L

0P
- Temps entre collisions

14 1

~ Y
Tcoll - —

% O-coll p 0 %

- Nombre de collisions par période d’oscillation

1 R N1/3 2
_ Gt PV (a j

Wy Teon @ 4 O,

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)
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Régime sans collision
et regime hydrodynamique

Régime sans collision (balistique)

> 1 R, < ( (1.30)

col

Régime hydrodynamique

<1 R, >/ (1.31)

col

Dans le regime hydrodynamique, un équilibre thermodynamique local
peut étre atteint en chaque point du nuage.

16



Comment sonder le condensat

1. Diffusion d’un particule sonde

Photon, atome, neutron (pour He liquide)

Transfert au condensat
- d'une énergie hw
- d'une impulsion A g

Observation des variations du nombre de particules
diffusées quand on fait varier w(a direction de ¢ fixée)

On détermine ainsi le spectre des excitations elémentaires
du condensat

Facteur de structure dynamique S(é’,w)
Facteur de structure statique S(g)

17



Exemple : Diffusion de Bragg

Absorption de £,,w, et émission stimulée de %,,®,

AE
ho,
ho,
Y : v >
0 hq P

18



Excitations élementaires d’un condensat homogene
Théorie de Bogolubov

= Jho! (ha® +2.u1)
) 4
@,
hk’/2m + u
-/ e 2 o
0

_k
\ w=ck c=\/p/m

19



Divers réegimes
de diffusion
suivant la valeur de q

R, : rayon du
condensat

&y : Longueur de
relaxation

(5E )int = ’Ll

(5E)Doppler =9 h2 /mRO

Particule libre

(OE) < (OE)

Doppler

Particule libre

(6E). > (SE)

Doppler

Phonons

Modes propres de |

vibration

>

> <4

0
ho, > U

0
ho, < u

20



Diverses approximations

qg>q,=R,/¢  Approximation d'impulsion

S(¢,w) donne acces a la distribution des
vitesses dans le condensat

I/R, < qg<Kq, Approximation de densité locale
Superposition de spectres correspondant a
des condensats homogenes. En chaque
point 7, on a un condensat homogéne de
densité p(7).

Elargissement inhomogene du a une
densité inhomogene spatialement.

q=dq, La largeur Doppler et la largeur due aux
Interactions s'ajoutent quadratiguement.

21



Comment sonder le condensat (suite)

2. Etude des modes propres de vibration

- Excitation de ces modes propres de vibration par
modification du potentiel de piégeage

- Mesure precise des frequences de vibration par imagerie du
condensat
e apres expansion balistique (absorption)
* In situ (dispersion)

Démarche analogue a celle des méthodes d’étude
spectroscopiques utilisees en physique atomique.

22



Détection non destructive des oscillations
d’un condensat de sodium

Equipe de W. Ketterle a MIT

1 cliché toutes les 5 millisecondes

23



Que peut-on apprendre a partir de I’étude
des modes propres de vibration

Position des résonances

- Comment change-t-elle avec I'importance des
interactions

Transition du réegime y ., <1 auregime y_ ,>1

- Comparaison avec les modes propres de vibration du
nuage thermique
Signature de la condensation

Largeur des résonances

Mécanismes d’amortissement
Manifestations de la superfluidité

24



Methodes de calcul
des frequences propres de vibration

e Résolution numérique des équation de
Bogolubov - de Gennes
Equations valables aussi bien pour

Xeong K1 que pour y, > 1

¢ Utilisation des équations hydrodynamiques
pour p et v (ala limite y__, > 1)

o Introduction de facteurs de dilatation 5, (¢) pour un
condensat dans un piege harmonique a la limite y__, > 1
Equations différentielles non linéaires pour les b, (¢)

e Régles de somme
Transition entre les régimes x4 <1 et x .4 > 1

25



Rappels sur les modes propres de vibration
d’un condensat sphérique (a la limite y.,,4>>1)

Linéarisation des équations hydrodynamiques
p=p,+0p v ="1,+06v §=8,+6S (1.32)

I 1 R
po(r):—[,u—gmwg r2J v, =0 §,=—ut/h (1.33)
g
Valeurs a I'équilibre
5p, 60 =(h/m)VES, 6S : Ecarts a I'équilibre
Au 1% ordre en 6p, 6v, 65, les équations hydrodynamiques
(1.15) (sans terme de pression quantique) et (1.21) deviennent

06p/Dt+V.(p,67) =0 (1.34 a)
hooS/0t+gdp=0 (1.34 b)
mc‘?éﬁ/c’?ﬂrg@ép:o (1.34 ¢c)
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Solution des équations hydrodynamiques linéarisées
S. Stringari, Phys. Rev. Lett. 77, 2360 (1996) — Voir aussi cours 1998-99

En éliminant U entre (1.34 a) et (1.34 ¢), on obtient une
equation aux dérivées partielles pour 0p dont on peut
chercher les solutions normalisables. On trouve ainsi une
série de modes propres de vibration

p=p,+ (Spnrﬁm e e, (1.39)
0Py im=H, /() r' Y (0,0) "Mode" n_,¢,m (1.36)
P, ,(r) : polynome pair en r de degré 2n,
n. : nombre de noeuds de la dépendance radiale

Y,"(0,0): Harmonique sphérique

1/2

w(n,,0)=w,|2n’+2nL+3n +¢ (1.37)

27



Ondes de surface : n =0

Par définition, les ondes de surface correspondent aux
modes n, =0, ¢, m.

Pas de nceud dans la dépendance radiale

| 5posm =11 (0,0) (1.38 a)
w(0,0) = wyN ! (1.38 b)

La dénomination « ondes de surface » est justifiées
par les proprietés suivantes (démontrées plus loin):

 La densité de chaque elément du condensat
est conservee au cours du mouvement de vibration.
» Ces ondes sont analogues aux ondes de gravité

28



Forme des équations hydrodynamiques linéarisées

L’équation (1.34 b) donne, compte tenu de (1.35)

et de (1.38 a) :
g 5 o000 _ g WLy m w00

= im0y P T hw(0,0) (1.39)
On en deduit :

— h/ — . g v ¢ n _iw(og)t

v m : mw(0,£) ( "l )e 40

Comme 'Y est un polynédme harmonique, Ar'Y,” =0. Donc

V.60 = -i ?O 0 (A/Yéﬂe_i“(o’g)t =0 (1.41)
m w(0,

Le champ de vitesses d’'une onde de surface est donc non
seulement irrotationnel, mais aussi de divergence nulle.
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Forme des eéquations hydrodynamiques linéarisées (suite)

L’équation (1.34 c) est le gradient de (1.34 b) et n'apporte
rien de nouveau. L'équation (1.34 a) donne:

9 - . o0 = L
E(Spr(Vpo).(Sv—pr (V.év)_aéer(VpO).(Sv =0 (142
D’aprés (1.33), Vp, = —mw? 7/ g, et 'équation (1.42)
s’ecrit :
9 oM 2765 =0 (1.43)
Ot g
En utilisant ».V =r(0/0r), (1.35), (1.38 a) et (1.40), on obtient :
2
—iw(O,é)%—iL ,,ﬁygme—iw(ol)f — 0 (1.44)
w(O0,

qui redonne w(0,/) = wO\/Z.Nous verifions ainsi directement que
Sp=r'yrme et (1.45)
est bien une solution des equations linearisees

30



Conservation de la densité

Dans (1.42) on peut remplacer 6p par p = p, + 0p puisque
dp,/ 0t = 0. Par ailleurs, on peut remplacer (%po).ﬁ par

(Vp).57, en négligeant des termes du 2 ordre en (V8p).5v
on obtient ainsi :

0 L2 d

—p+(v.V])p=—p=0 1.46
S +H(TV)p=—p (1.46)
La dériveée totale de p est donc nulle. Quand on se déplace
avec un element du fluide au cours de la vibration, la

densité du fluide ne change pas.

Le mouvement de vibration se fait donc a densité constante.
La compressibilité du condensat n’intervient pas.
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Analogie avec des ondes de gravité

Les ondes de gravité a la surface de I'eau (sans contribution
de la tension superficielle), obeissent a la loi de dispersion:

w =kg (1.47)
ou g est I'accéleration de la gravite.

(Voir Landau et Lifchitz, Mécanique des fluides, § 12 )

Appliquons cette formule a la surface du condensat
sphérique de rayon R, ou la force extérieure, produite
par le potentiel de piégeage vaut:

F=muw, R

L’équivalent de I'accélération de la gravité esticile
coefficient de m.
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Analogie avec des ondes de gravité (suite)

Si 'on remplace dans (1.47) g par w; R, on obtient la
relation de dispersion :

w' =kw, R (1.48)
Introduisons alors I'impulsion
p=hk
et le moment cinétique
Rxp=1/_h

La relation (1.48) peut étre réecrite sous la forme
w' = Lw, (1.49)

qui coincide avec I'équation établie plus haut pour les
ondes de surface d’'un condensat sphérique.
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Comparaison avec un gaz parfait de bosons

Niveaux d’énergie d’'un oscillateur isotrope a 3 dimensions

n=2n+/¢
2
: w=02n. 4+ {)w,
0 14
0 1 2 >

C.Cohen-Tannoudji, B.Diu, F.Lalo€, Mécanique quantique, Complément B, 24



dans les cours des années antérieures

Problemes abordés

1997-98
1998-99

1999-2000

2000-2001

Notes de cours disponibles sur le site : www.ens.fr/cct

Condensation de Bose-Einstein d'un gaz parfait

Description des interactions en termes de
champ moyen

Equation de Gross-Pitaevskii
Théorie de Bogolubov

Proprietes de coherence
Effets physiques liés a la phase de I'onde de
matiere associée au condensat

Réponse d'un condensat a divers types
d’'excitation
Facteurs de structure dynamique et statique.
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Théme choisi pour le cours 2001-2002

Propriétés de rotation des condensats

« Comment se comporte un condensat quand on fait
tourner le piege qui le contient?

 Moment d’inertie d’'un condensat. Superfluidité.

* Modes « ciseaux ».

« Différences de comportement avec le nuage thermique
aussi bien dans le régime sans collision que dans le
regime hydrodynamique.

 Tourbillons quantiques. Quantification de la
circulation de la vitesse.

« Comment détecter les tourbillons sur les modes
propres de vibration du condensat
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Modes propres de vibration d’'un condensat
Etude par les regles de somme

 Structure des premiers modes de vibration

 Excitation par modification du potentiel de pieégeage

* Densite spectrale S(»)

* Moments M, de S(o)

* Expression des M, sous forme de commutateurs

 Calcul des moments d'ordres les plus bas

* Application a I'étude des frequences des modes
propres de vibration les plus bas

* Discussion physique
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Mode n =1, £=0

Mode de compression ou de respiration
Appelé aussi « monopole »

w,, = w(1,0)= a)ox/g
(2.1)

Pl,o(r):A’”z_B

1 nceud radial

Le champ de vitesses pour un tel mode n’est pas
de divergence nulle

SScPBy(r) TocVSS V.U o AP (r) o« 64
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Mode n. =0, (=1

(Vibration du centre de masse)

@, =0(0,1) = w,

(2.2)
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Modes de surface n. =0, /=2

Appelés aussi modes « quadrupolaires »

w, =w(0,2) = a)oﬁ

Mode n.=0,{=2,m=0

Mode quadrupolaire
respectant la symeétrie Pl
de revolution autour de Oz

(2.3)
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Mode en x> —y*> (n. =0,¢ =2, m=+2)

Déformation quadrupolaire dans le plan xOy.
Pas de changement sur Oz

41



Mode n.=0,0=2, m=2

Re r* Y (0,0)e " =r cos(2p —wt) (2.4)
Déformation elliptique Y
tournant a la vitesse W W,
angulaire o/2 dans le P — ﬁ
plan xOy
Au bout d'une demi-période X
de rotation, on retrouve la
méme ellipse w=n2 w,

Le mode en x> — y” est une superposition
linéaire desmodes n=0, £/ =2, m=+2
42



Mode en xz (n, =0,¢ =2, m=+1)

Déformation elliptique
d’axes inclinés de 45°
par rapport a Ox et Oz.
Pas de changement
sur Oy.

X v
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Piege non sphérique
a symetrie de révolution autour de Oz

Vo (F) == Wl(a)ﬂ” + ) 2’ (2.5)

@, >0, condensat en forme de cigare
®, < o, condensat en forme de crepe

m reste un bon nombre quantique, mais non /

S p=7"Y"(0,p) reste cependant une solution
pour /=2, m=22 etm==l

Ondes de surface

m = %2 a)za)L\/z (2.6)

m =+l a):\/a)i+a)f (2.7)



Modes m=0

Combinaisons linéaires de r’Y, et r°Y,
Modes monopole-quadrupole de divergence non nulle
3

0’ =2w +50)22

v
o
1 v
+§\/9a)j ~ 16w w; +16w]
(2.8 a) t
v
0’ =2w +§C()22
2 v
o
f

1
—5\/90);t ~16w’w; +16w!

(2.8 b)
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Potentiel de piegeage

Vext(f):%m(a)irf+a)fzz) rl=x"+y’ .

@, > o_ Condensat en forme de cigare
o, < o, Condensat en forme de crépe
o, =w, Condensat sphérique

En modifiant les courants dans les bobines créant le champ
de piegeage, on peut ajouter une perturbation

SV (F,t)=eRer'Y"(0,p)e™  (=0,1,2 (2.10)

susceptible d’exciter les modes propres de vibration les
plus bas du condensat.
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Excitation du mode de compression
n_=1, /=0, m =0 pour un condensat sphérique

SV (7,t)=¢& Re r'e’ (2.11)

La perturbation qu'il faut ajouter a A s'écrit

Fe™ + h.c. avec ) N
F = gz ff (2.12)
1=1

Cas d’une perturbation statique (0=0)

’effet est de changer la fréquence propre du piege
1 1

“marrt > —mar +er (2.13)
2 ! 2 !
2
a)g — (a)o — 50)) (2.14)
g
mawo o =& oW = (2.15)
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Excitation du mode z° — ¢’
Condensat avec symetrie de réevolution autour de 0z

On augmente la raideur du piege le long de Ox et on la
diminue le long de Oy

;ma)i (2" +y*) > ;m[(wL +5a))2 T’ +(C()J_ —5@)2 yﬂ

1 2 2 2 2 2
:§ma)L(:E +y )+ma)L50)(w -y )
(2.16)
La perturbatlon qu'il faut ajouter a H s'écrit Fe '”' + h.c.
avec F' = gZ(az -y )
£ =M 00 (2.17)
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Excitationdumode n_ =0,/ =2, m =2

Condensat avec symetrie de révolution autour de 0z

On rend le potentiel transverse anisotrope en augmentant
o, et en diminuant O, , et on fait tourner un tel potentiel
autour de Oz

La perturbation qu'il faut ajouter a H s'écrit Fe " + h.c.
avec :

2

N N

= _ A ° A _ A2 21,(01

F—gz (a:i+zyi) —gE T e (2.18)
1=1 )

La déformation du potentiel transverse, proportionnelle a
ET. COS (2(0 —-w t), tourne a la fréquence w /2.
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Densité spectrale S (o)

Quand on fait varier @, on obtient une résonance toutes les
fois que 7@ coincide avec £, — E, = ho_,ou E est
I'énergie du condensat (état fondamental "7”0> de I§I) et B/
'énergie d'un état excité |y, ).

La densité spectrale S (@) est donc une somme

i)l
2

v, ) (2.19)

A

de fonctions 5(a) - cono) avec des poids ‘<wn F

S(w) = Z&(a)—a)no)Kwn

F

Aucune approximation n'est faite
sur ‘WO>?‘Wn>7EO7En
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Moments de S (o)
Moments M, d’ordre &

Mk = J-:S(a))a)k dw

- Z(a)no)k ‘<Wn F Wo>‘2
hlk (E, - E,) [(w,|F WO>‘2 (2.20)

Définitions analogues a celles introduites dans le cours
2000-2001.

Dans I'étude de la diffusion d’'une particule sonde,
c'est la transformée de Fourier p (k) de la densité
spatiale p(7) = 25(7" — ff;) qui figurait a la place de F'.
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Autres expressions équivalentes
des moments M,

Les moments M, peuvent étre réecrits sous forme
de valeurs moyennes d’opérateurs dans |1, )

Moment VM,
M, = |/ 8@ do =X (. |Fly,)f
=(y, |F"Fly,) (2.21)
Moment M,
M- [F[AE]) e
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Démonstration de I'identité (2.22)

P [, F])=[F* P - P

—FHF + FHFY - F FH — HFE" (2.23)
L’utilisation de la relation de fermeture

2w (v, |=1

et de I'équation aux valeurs propres
Hly,)=E,|v,)

<‘//0|F+HF|W0> =

donne

ﬁ|‘//0>|2

A A AL AL 2
(wo| FHE lw,) = Y E,|(w, | F " |, )]

(v, F+FH|W0>:EOZ<Wn Elw,)[

(wo|HEF" |yy) = E Z\ v, | o) (2.24)
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Utilisation des symeétries

H est invariant par réflexion d’espace I1 (réflexion par
rapport a un plan vertical).

Les états |y, > peuvent étre choisis avec une parite
bien définie
My,)==ly,)

De méme les opérateurs F =r"Y" (0,¢) se
transforment simplement par I1

On a donc HFI =+
Wl Flyo) =y, [TTTLETUT ) = £y, [ F* )
et par suite
(v, | Elwo)] = F* v (2.25)




Démonstration de (2.22) (suite)

En utilisant (2.23), (2.24) et (2.25), on obtient
(wol [F*.[H.F ] ]lvs) =
=23 (E,—E)|w, |Flw,)| =2nM, (2.26)

Ce qui demontre (2.22)

Expression de M,

Des calculs analogues permettent de montrer que

1

M, =——
2R

ol [F .8 [A[HF]]|lw,) @27
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Expression de M,

M_, = Zh (En — L, )_1 ‘<Wn F WO>‘2
n#0
:hzﬁwfﬁwwz (2.28)
n#0 En EO

Susceptibilité statique y,

Supposons F = F* et ajoutons & H la perturbation
statique A F

N

Cette perturbation modifie |y, ) et la valeur moyenne de F
dans I'état ainsi perturbé varie de 5(F). Au 1 ordre en

SF =2y, (2.29)
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Calcul de la susceptibilite statique

Etat perturbé au premier ordre en A

L (w. |Fw,)
‘l//o>_‘§”0>+l nzi(; Wn> E-E
5<F>:<‘ﬁo F W0>_<Wo FWO>
(v, |E]wo)|
_22“; EO En
<Wn FW0>‘2

Lien entre M, et .

De (2.28) et (2.32) on deduit

M—l — _EZst

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)
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Calcul de M, pour le mode de
compression dans un piege sphérique

L'opérateur qui excite le mode de compression est
E 72 (2.34)

N A 2
2 p; 1 .\ 1 4 4
H:Z(%+5ma)§rz_2]+522g§(rj—rj) (2.35)

Le seul terme de H avec lequel F' ne commute pas est le
terme d'énergie cinétique
o A2 A2
[H,F = {p" ,@2}22 éjx",)”cf}er—)erx—)z
- i i m

PR =] pl xR+ 2] pLR]=2in[2p. + P X] (230

H.F|=-=—=>|%p,+ 5D, +2p,—3ih] (2.37)
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Suite du calcul de M,

[#0[.F]]=-2S 2[& 431+ 2 Kbyt b+ 2P, ] 239

#.%p, |=2in%

o oa A s s o AR
(P[0, F]]= 2 (%2 + 57 +22)= " ;rf (2.39)
On en déduit
1 A oA A
M, ZEWO [F+’[H’F]]“”O>
2h Y
:;@”o 2722 W0>
41 Al 4n
:m2w2 Wo Z ma) W0>:mza)2 <Epot> (2.40)
0 0

Relation exacte 59



Calcul de M; pour le mode de
compression dans un piege sphérique

Mémes types de calculs. Nous ne detaillerons ici que le
calcul des nouveaux commutateurs rencontrés, faisant
intervenir §(7 —7,)

50,0 (7F=F)|=[£p0.6(% -%,)]|6(5 - ,)6(2,-2))

A J
[xipxi’g(xi _xj)_ =X,P,0 (%, _x')_g(x' _xj)xipxi

(
. .| 0 .4
:—zhx{—5(xi—xj)} (2.41)

Groupons les termes i et

[xl.pxi +X,p., 5(xl. —xj)} —ii{xl.a—kxj a}é(xi —xj) (2.42)

OX, Ox ;

1
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Suite du calcul des commutateurs
faisant intervenir 5(7 -7 )

X X,
0 0 0
[xiﬁ_xl.erj g]}&(xi —xj)z(xl. —xj)a—Xié‘(xl. —xj)
o,
:(xl.—xj)a(Xi_xj)5(xi—xj)=—5(xi—xj) (2.43)
Compte tenu de l'identité entre distributions
(2.44)
x0'(x)=-5(x)

On obtient ainsi finalement

Sp.+X P 0(F-F)|=ins(F-F) (@49



Résultats du calcul de M,

M, = ([, [ [T
= =3 | 4(E,.)+4(E,, ) +9(E,) ]
Théoreme du viriel

(voir cours 1998-99, page V-6)
2<Ecin>_2<Epot>+3<Eint> — O

En combinant (2.46) et 2.47), on obtient

M; = j;l |:5<Ep0t> - <Ecin >}

La encore, il s’agit d’'une relation exacte.

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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Etude du moment M; dans 2 cas limites

1 — Gaz parfait de bosons (sans interactions)

<Ecin> = <Ep0t> (2.49)
L’équation (2.48) devient :

M, = Lo (E,\) (2.50)

2
m
1 — Limite de Thomas-Fermi (interactions fortes)

(Eg,) < <E > (2.51)

pot

On peut negliger le terme d’énergie cinetique
dans I'équation (2.48) qui devient :

M, = 207 <Ep0t> (2.52)

2
m
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Calcul de M_ pour le mode de compression
dans un condensat sphérique

D’aprés (2.33), M_, =—-hy, /2 . |l faut donc calculer
la susceptibilite statique y, apparaissant dans la réponse

N

linéaire de F' = ZN

1=

§<F> - ZN15<’%‘2> =& Xy (2.53)

iI=

7’ & la perturbation V = & F

1 l

La perturbation associée a la compression @, - @, + 0 ®,
revient a ajouter a H{ la perturbation ¢ ' ou, d’aprés (2.15)
E=m w, 00,

o 2.0) N () (2.54)

2m @, 0 W, 2m w, 0,

On en déduit :

M_ =
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Calcul de 6(#)/dw,

Partons de I'équation de G-P indéependante du temps
et introduisons les grandeurs sans dimensions

E=r/JhImao, V.=Jh/ma, V,
F&)=(hima,) p(r)  j1=pulheo, (2.56)

1 . 2~ e
L’équation de G-P devient : 5(—Agy + fz)gp +/1‘¢‘2 O=[0p
avec :

1= gN a)é/z m3/2 h—5/2 (2.56)

Comme <f2> _ (h/mw0)<52> (2.57)

on en deduit

a<f2>:_ 7 <§"2>+ 7 a<§2>:_<’;2>+ h @<§2> (2.58)
0w, mw§ ma, 0w, w, mao, 0w, |



Calcul de 0(£”)/0a,

Comme I'’équation de G-P ne dépend que de il en
est de méme de <§2> — fooﬁz ‘95(5)‘2 d¢. Donc
0

@ _ 8<§2> oA (2.59)
0w, ON OJuw,

Pour la suite de la discussion, il est intéressant de relier
6<£2>/aw0 3 a<£2>/aN

Vo

IE)_0(E) o

_ (2.60)
ON o\N ON
De (2.56), (2.59), (2.60), on déduit :
) ) )
6<§ >:8<f > ONJw, N 8<€ > (2.61)

dw, ON OXON 2w, ON
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Expression de ) _, en fonction de 9(7*)/0N

Reportons (2.61) dans (2.58). |l vient :

)P e
0w, w, 2ma; ON
Par ailleurs, on déduit de (2.57) que :
a<’¢2>: h @<‘§2> (2.63)

ON mw, ON
de sorte que

o(7) :_L[<,¢z>_ﬁ £<,¢2>} (2.64)

0w, @, 2 ON

Finalement, I'équation (2.54) donne :
M = 2Nh : {<,¢2>_ﬁ ﬂ<,¢2>} (2.65)

m @, 2 ON
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Etude du moment M_, dans 2 cas limites

1 — Gaz parfait de bosons (sans interactions)

<ﬁ2> ne dépend pas de N.
Donc, 8<f2>/8N: 0, et par suite

TR GBI

1 — Limite de Thomas-Fermi (interactions fortes)

La dépendance en N de <f2> est N*°

o) _2 (7)

de sorte que =— et par suite :
ON 5 N
Nh 4 ,,\. 4 ©h
M . = —{7* )= E (2.67)
1 2ma; 5< > 5 m2w§< pt>
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Application au calcul de la fréequence
du mode monopolaire le plus bas

Dans un condensat sphérique, 'opérateur Fe @ ¢ h.c.
ou F = Z]: 72.2 excite les modes 1.,/ =0,m =0 ou
n.= 1,2,3.1._.Soient Dy, Dy, W3- les fréquences de ces
modes, de poids proportionnels a ‘FIO JF 5| s F30‘
ou F,=(w, F‘lﬂo>. D’apres les définitions de M, M,

3 2 3 2 3 2
M, Fi +a)zo‘on‘ +a)3o‘F30‘ T ..

M, @, |Fio 2 T Wy ‘FZO‘z + 05 ‘Fm‘z e (2.68)

2 F 2 +(6020 qon )3 ‘on‘z +(5030 qon )3 ‘Fm‘z +..

=
: ‘Eo‘z +(a)zo /a)lo)‘on‘z +(a)30 /a)lo)‘Fso‘z T

w,, = w,, est la frequence du mode monopolaire le plus
bas. Par ailleurs, o, > ®,, pour n =2,3,...
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Borne supérieure pour la frequence o),
du mode monopolaire le plus bas

Comme (w,,/®,) >, /®, pour n=2,3,..
on déduit de (2.68) que :

M, 5 5
— > W, = (2.69)
M, 0"
La méme demarche permet de montrer que
> W, =@ 2.70)
M 1 10 M (

Les rapports de 2 moments différant de 2 unités
constituent donc des bornes supérieures pour m,,?
Cette borne supérieure peut coincider avec w;, si

2 2 ‘ . ‘g
|[F,[ >|F,|[ pour n=2,3,.. c-a-d si la transition ayant
la fréquence la plus basse « épuise » la régle de somme.
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Cas ou la transition de fréquence la plus basse
épuise la regle de somme

L'equation (2.68) et I'equation analogue pour M,/M_, donnent

M,/M, = M /M = o, (2.71)
Test de I'égalité M./ M, = .,
% _ a)g 5<Ep0t>_<Ecin> (272)
M, (Ep)
- Pour un gaz parfait de bosons, <Ecin>:<Epot> et on

retrouve le résultat exact (w,, =2, ):
M,IM, =4w; (2.73)
- Ala limite de Thomas-Fermi, <Ecin><<<E > on

retrouve le résultat exact (a)M =a)0\/§ ):
M,/M, =50; (2.74)
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Test de I'égalité M, /M _, = .,

Pour un gaz parfait de bosons, nous avons d’apres
(2.40) et (2.66) M
1

M—l
alors qu’a la limite de Thomas-Fermi les eéquations
(2.40) et (2.67) donnent :

Ml

M—1
valeurs qui coincident avec les réesultats exacts
correspondant a ces 2 limites
Le fait que M4/M, et M,/M_, soient egaux dans les
2 cas limites et coincident avec les valeurs exactes

de w,, donne confiance dans le fait que la regle de
somme est epuisée par la transition de fréquence

la plus basse.

(2.75)

2
= 4w,

(2.76)

2
= 5w,
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Etude de M,/M, dans le réegime intermédiaire

L’equation (2.72) donnant M,/M, est exacte.

On peut, a partir de la résolution numerique de I'équation
de G-P indépendante du temps, calculer <Ep0t> et (E,,)
pour chaque valeur du parametre . ,=Na/o,
caractérisant la force des interactions

Le resultat ainsi obtenu pour M,/ M, peut alors étre compareé
au résultat du calcul numeérique de w,, a partir des equations
de Bogolubov- de Gennes, qui sont valables pour toutes les
valeurs de y. _,. Des calculs analogues peuvent étre faits
pour la frequence @, du mode quadrupolaire (voir plus loin).

Les resultats, présentés sur la figure 1 montrent un excellent

accord entre les 2 methodes de calcul, quel que soit ¥,
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- frequency

Test de la méthode des moments

Courbes en traits pleins

Valeurs de w,, et w, calculees
par la méthode des moments

Ronds et carrés

e | B Résolution numérique des

équations de Bogolubov-
de Gennes

—1 .. 0

aN/o, :

Figure 1 extraite de F. Dalfovo, S. Giorgini, L. Pitaevskii, S. Stringari

Rev. Mod. Phys. 71, 463 (1999)
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2

Mode quadrupolaire en x* — y

La methode des moments peut étre aussi utilisée pour
calculer la fréquence du mode quadrupolaire en x2-y?,
aussi bien pour un piege sphérique que pour un piege
ayant une symetrie de révolution autour de Oz.

Les calculs sont tres analogues aux calculs detaillés plus
haut pour le mode monopolaire dans un piege spherique
et conduisent aux valeurs suivantes pour M, et M,

4h .

M, = m’w’ <Ep0t >L =
3z

My == ((Eq), +(Epr),) (2.78)

m
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Expression de ®q

Si I'on suppose que la transition de fréquence la plus basse
épuise la regle de somme, on obtient :

PP GRS )
M, <EP°t >¢

La fréquence donnée par cette expression coincide avec

la valeur connue par ailleurs dans les 2 cas limites des
interactions faibles et fortes :

<Ecin >L — <Epot >L — CUQ = 2/L7J(,<JL (280)
<Ecin>L < <Epot>L — Wy :th\/E (2.81)

Elle est egalement en tres bon accord avec la valeur
numérique de W, dans les regimes intermediaires (Fig.1)

(2.79)
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Condensat dans un piege tournant
Densite spatiale et champ de vitesses

Condensat contenu dans un piege décrit par

Voo ()= 2m(ef X+ v + 6 27)

On tourne le potentiel de piégeage V
a la vitesse angulaire Q

autour de Oz

ext

 Quel est le regime stationnaire dans le référentiel
tournant si un tel régime existe?

 Nouvelle forme spatiale du condensat?

e Allure du champ de vitesses?

e Influence des interactions ?

7



Les parametres physiques importants
décrivant la rotation

1. Anisotrope du piege

2
X2 z (3.1)

Il sera d’autant plus facile d’entrainer le condensat que €
sera plus grand.

2. Vitesse anqulaire de rotation Q

Comment varient les phénomenes en fonction de € et Q?

/8



Plan

Rappels de mécanique classique sur les
rotations

Condensat de bosons sans interactions

- Fonction d’'onde de I'état fondamental
- Densité spatiale et champ de vitesses

Condensat a la limite de Thomas-Fermi

- Equation de Gross-Pitaevskii dans le
referentiel tournant

- Interprétation des équations hydrodynamiques
- Recherche d’'une solution stationnaire dans le
referentiel tournant
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Rappels de mécanique classique

Reférentiel du labo x 0 y et tournant x‘ O V'

v 4y
Q= Qg (3.2)

(X'0_[cosQt  sinQt XL
Hy'H_H—sin Qt cos QH ENE (3.3)
' =17
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Lagrangiens L et L'

Dans le référentiel du labo

Vitesse de la particule V

L= %mvz ~v_(r)

Dans le référentiel tournant
Vitesse V'

vV =V +Q xr

L' —;m(v’ +Qxr) -V, (1)

= v +my 0xr) + m(Qxr ) -

(3.4)

(3.5)

Veu () @9
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Moments conjugués p et p’

Dans le référentiel du labo

p = 5_[: =mv (3.7)
oV
Dans le référentiel tournant
p’:é_[’:mv’+m(f)xr’):p (3.8)

oV’
« P’ ne coincide pas avec la quantité de mouvement mv’
dans le référentiel tournant

« P=pP coincide avec MV

» en mécanique quantique, l'opérateur (%/mi)C. associé a
P’/ m représente la vitesse dans le systéeme du labo et non
dans le réferentiel tournant.
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Hamiltoniens H et H'

H = pm [’__+ ext(r)
H'=p I -L
1 1
“mv'? - r
=Lmv Lm(@xr) wv,, ()

1, 1 .
= —m(er’)gz—Em(er’)

=Py, (1) - (0xr)

D'EQQXT'):QEQT’Xﬁ):QéZ {r=xp)=QL,

P
H':Zm V.. (F)-QL,

(3.9)

Veu (F)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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Moments cinétigues Let L'

(3.13)

—
[

(3.14)

J
[
~ =
X
o o
[
-
X
o
|
I

Egalité entre vecteurs

Pour passer des composantes X,y aux composantes sur
x"y', il faut utiliser les formules de transformation (3.3)

L' n'est pas le moment de la quantité de mouvement dans
le référentiel tournant.
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d
m_
dt

d
dt

Equations du mouvement
dans le référentiel tournant

Elr." = aH', :E —(Q XI"')

5 op. m

- H' . ~
%p’ = _aar, = _Dr’vext (I’")—I— (p’x Q )

(V'+Qxr)=-0.V, (F} mF +Qx rxQ

r' v ext

r' Vext

mlv =0,V (F) 2n@% v+ %D*,,m 2 p?

-2mQ xv' : Force de Coriolis

;Er, n2 °r’’ :Force centrifuge

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Condensat de bosons sans interactions

Hamiltonien dans le référentiel tournant

N N ~ .
H = ; (1) (3.19)
12

=2+ (W R +af 97 +6f27) -0 B, T B,)

2m 2 (3.20)

Tous les bosons sont condensés dans I'état fondamental
de 'lhamiltonien a 1 particule h

Il faut donc calculer la fonction d’onde de cet état.
2 calculs seront presentes:

* Calcul perturbatif a la limite Q < w,, @,
e Calcul exact pour Q quelconque
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Rappels sur I'oscillateur harmonique

~ 52 1 A

h, = ;—m tom o, X’ (3.21)

20

] ir (3.22) 0, =h/ma, (3.23)

Dr’j — a" -4

= (a" -a)

oo (x)=(m 00)‘% e ™x'/208 (3.24.2)

¢, (x)=(m 00)_% ZLe‘XZ""Z“g (3.24.b)
UO

<x2>:0§/2:h/2ma)0 (3.25)

C.Cohen-Tannoudji, B.Diu, F.Lalo&, Mécanique Quantique- chap.V

87



Etat fondamental perturbé (alalimite Q << cox,y)

oal €|
B >\%>ﬂzm><E E°> o2

n=0

Reexpnmonsé en fonction dea a a a . Seul le terme en

+
a, a, " donne un résultat non nul quand | aglt sur ‘g00>

1Al

o) = (XD, — 9" B)|0)

_'EU ~ Toy | 5+4+ _
2 Poy  Tox | by ES -
:iﬁr \/7 n,=1n,=1n, =0)
2 \F
3,) =10,0,0)+ L z o) e
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Fonction d'onde ¢, (') associé a|@,)

En utilisant (3.24.a) et (3.24.b) dans (3.28), on obtient
X/ y/ Q wy _ wx

ToxO0y A/ WyWw, Wy + W,

(3.29)

3 <X,, y/’ Z’) =, (X/, y/’ Z,) 14+

A | ’ordre 1 inclus en Q, cette expression peut étre reécrite
sous la forme

So (XY 7 )=, (X, Y 2") exp imax’y’] (3.30)
ou h
W, —w,
o =— (2 (3.31)
Wy + W,

L’effet de la rotation est donc de faire apparaitre une
phase(m/n)ax"y’ sur la fonction d’onde non perturbée

©q (X', y’,z’) sans changer son module
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Interprétation du gradient de la phase

Comme P/m =p’/m est la vitesse dans le référentiel
du labo [voir la discussion suivant (3.8)],

I(6) =53 (r -u)E + L o(r )

(3.32)

est le courant au point [ dans le référentiel du labo.
Sa valeur moyenne dans I'état ¢, (I, t) vaut

(3 (5) =5 {8 (0700 (00 565 (5050 (5.1)
(3.33)
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Interprétation du gradient de la phase (suite)
De (3.30) on déduit aisement
O f =1 T~ e L - >
6, (O9.y (00 J5 2i00(7's) @39

de sorte que

FE))=p(ROOIS(LY) s

Le gradient de |la phase de la fonction d’'onde décrivant le
condensat dans le référentiel tournant est donc relié au

champ de vitesse V (F;,t) dans le référentiel du labo et non
dans le référentiel tournant

R s (v tF v(n,t) (3.36
m
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Champ de vitesses

h / =/,
o(x',y/, z)_—V[haxy] aV'x'y (3.37)
j/x’:ay,
H
V, =axX (3.38)
%VZ’ZO

Le champ de vitesses (3.38) est le champ de vitesses
dans le réferentiel du labo, décrit par ses composantes sur
les axes Ox'y'z' du référentiel tournant
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Allure du champ de vitesses
du condensat tournant

Figure IlI-1

Vv=alXxy
x:_ §/':Gy,

Vv, =ax

v, =0
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Allure du champ de vitesses
d’'un corps solide tournant

Ayl
V=Q¢E xT1
_ L =-Qy
l ' %/y’:QX’

Figure IlI-2
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Allure du champ de vitesses
du condensat tournant (suite)

-Le champ de vitesses du condensat tournant
n'est pas celui d’'un corps solide en rotation.

- La figure 1lI-1 donne le champ des vitesses dans le
laboratoire a un instant donne t.
Pour avoir le champ de vitesses a un autre instant t’,
Il faut tourner la figure llI-1 d’un angle Q(t’-t).

- Pour avoir le champ de vitesses dans le reférentiel
tournant, il faut, d'apres (3.5), retrancher au champ
de vitesses de la figure 1lI-1 le champ :

—Q xT"
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Calcul exact de I'état fondamental
pour Q quelconque

L'hamiltonien h =h, - Q7' est une fonction quadratique de
X', ¥,p,, 0, ouencorede a,4a,,4,,4a, qui peuttoujours
étre diagonalisee.

Cherchons une fonction d’onde de I'état fondamental ayant la
forme d’une gaussienne avec une fonction quadratique de X'y’
en exposant

(] m .m []
X' V.Z)=exp——(@. X*+@ V> + 2% +i— ax \
, (X.y'.7) pEII_Zh( X @, y Q) > y%
(3.39)

Peut-on a partir de I'equation aux valeurs propres déterminer
w,w,,qQ, a?
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Calcul de h ¢, (x',y,7)

Le calcul de ﬁgﬁo (x',y',Z') ne présente pas de difficultés et
donne

he, (X, y’,z’):}@n(a)x2 -6 —2Qa+a’ )X°
+m( a§+ZQa+az)y +m(a)z2 &f)
Him(ao, +a®, -Qa, +Qa)x'y] % (X.y.2)
+§(cz)x +@, + @) B(x,y,7) (3.40)

#,(x',y',Z) est donc une fonction propre de hde valeur
propre h(@, + &, + @)/2 si les coefficients de X%, y'*,7 %, Xy
du crochet de (3.40) sont nuls.
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Expression de w,, &, &, a

P = +d -2Qa
2 =of + +2Qa
~2:af
Z (I)—(I)y (3.41)
a=—-Q —~——
OL)X+(,<{,

4 équations permettant de déterminer @, @,, &, A

La phase de la fonction d’onde a la méme dépendance
en X'y* que pour des vitesses de rotation faibles.
Le champ de vitesses a donc la méme structure

Le condensat a toujours les axes du piege comme axes
de symeétrie. Par contre, I'anisotropie du condensat
change quand la vitesse de rotation augmente

98



Condensat a la limite de Thomas-Fermi

Equation de Gross-Pitaevskii dans le référentiel tournant

00 5(e) =<1 B0 (6) 7 (410 () =0 (+ 0 (+)

n_ L,
_iQBX

Le dernier terme, proportionnel a Q, est le terme nouveau
provenant du terme -Q L', de I'hamiltonien a une particule

0 0 [
—\ r’,t (3.42)
ay’ an,H(p( )

Notons que V., (F') en un point fixe I ne dépend plus du
temps puisque le piege est fixe dans le référentiel tournant.
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Equations hydrodynamiques
alalimite de Thomas-Fermi

En reportant

o(rt)=4p(r.t)e" (3.43)

dans (3.42) et 'equation complexe conjuguée, on obtient des
équations hydrodynamiques pour p et S.

A la limite de Thomas-Fermi, il est legitime de négliger un
terme dit de pression quantique proportionnel a(A\/E)/\/E.

Par rapport aux équations (1.13), (1.15) et (1-21) du cours |,
apparaissent des nouveaux termes, proportionnels a Q,et
provenant du dernier terme de (3.42)
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Nouvelle equation de continuité

0 1) 4 [ ] [El_*, > il
P+ E0p(r ) g s(r.Hax ¢

Interprétation de cette égquation

—

(3.44)

Compte tenu de (3.5) et (3.36), On peut écrire

%E’S(r”,t)—@x =V (rt) @4

ou V' (F,t) est le champ de vitesses dans le référentiel
tournant.
L’équation de continuité (3.44) peut donc également s’écrire

aatp(r',t)+ ﬁD[p(T',t)V(f’t)]: 0 (3.46)

qui a bien la forme d’une équation de conservation dans
le réferentiel tournant.
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Nouvelle equation d’Euler

Nouvelle équation d’évolution de la phase
(sans terme de pression quantique)

2
=t (O'S)= Vo gor n{I'H)EX 1) a4

ot 2m
Nouvelle équation du champ de vitesse V= %E'S
6 11 - []
=0=-mv= V. - mvEQ x r' )5 (3.48)
at 52 ext 9,0*' @ )E

Les dernier termes en Q de (3.47) et (3.48) sont les termes
nouveaux
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Interprétation de I’équation d’Euler

Etablissons, a partir de (3.48) I'équation donnant la
dérivée totale dV'/dt du champ de vitesses V' dans le
référentiel tournant

do=9v4 (v o v (3.49)

0 0 . 0

—V'(F,t)=— Frt)-Qxrg=—v (1, t 3.50

(r)=2a(ry-oxrE=2vry  es
car I' doit étre considéré constant dans 6\7’(F’,t)/0t

On déduit donc de (3.48), (3.50) et de (3.5)

d #Dm

m o \7 Q 2(\7’+Q>< r’) V.~ gpr m(V +Qx t)(2x i")E

—

m(v 07)V (351
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Interprétation de I’équation d’Euler (suite)

L’équation (3.51) peut étre reécrite sous la forme

mditv:-m%ﬁvz— (v )
-0V + gp- 1o ZrEZE (3.52)
Par allleurs 2 E
%E(v@)u (v W =6k w) v (3.53)
Ok v =X v3x'QK £)-0@=- @ (354

Le champ de vitesses V est irrotationnel (gradient) mais
non le champ de vitesse V'

d - 1 [] ~
m—v = -0V + “m P 2mx v (3.55)
dt ﬁ/ext gp— 2 ] B-

Equation de la dynamique dans le référentiel tournant avec

la force centrifuge et la force de Coriolis
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Récapitulation

Quand on réecrit les équations hydrodynamiques
dans le référentiel tournant avec le champ de vitesses
V' dans ce référentiel, elles ont bien la structure
habituelle

1 - Equation de conservation

2 - Equation de la dynamique avec toutes les
forces apparaissant dans le réferentiel tournant
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Solution stationnaire de I’équation de G-P
dans le réferentiel tournant

Dans le référentiel tournant, le potentiel de piégeage
ne dépend pas du temps. L'équation (3.42) admet donc
des solutions stationnaires.

Il en est de méme des equations hydrodynamiques
(3.44) et (347) la limite de Thomas-Fermi.

Ces solutions stationnaires obéissent aux éguations :

Opgax rE (I'p)E@x M B 'Hex & 0@s6a)
h’ .

%(ﬁ's)i Vi go- n{I's)dx Y K (3.56.)

ou K est une constante indépendante de x', y’, z'.
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Existence d’une solution quadratique en x’\y’,Z’

Montrons gu’il existe une solution quadratique en x',y’,z’
pour la densité p et la phase S apparaissant dans les

équations (3 56)
p(x',y, z)— %u 2(&))( +a§y +0§2° +2 yky)% (3.57.a)
S(x’,y’,z’)—(m/2h) (AX*+BYy*+C%% +2a%y ) +D (357.h)

La forme choisie pour p rappelle une forme de Thomas-
Fermi avec un nouveau potentiel chimique (i .

v =(n/m)0'S a des composantes linéaires en x',y’,z’.

Il N’y a pas de termes linéaires en x',y’,z’ a cause de
I'invariance par réflexion par rapport a O, et pas de termes
en X'z, y'’z’ a cause de l'invariance par reflexion par

rapport au plan xOy. 107



Demonstration de I'existence d’'une telle solution

Dans les équations (3.56), V,,, est une fonction quadratique
de x,y, 7" :

V_.(X,Y,Z) :%m(wfxz +afy? + of? 2)

Si p et S sont donnés par les équations (3.57), tous les
autres termes des equations (3.56) sont de fonctions
guadratiques de x’,y’,z’ sans termes lineaires.

En reportant (3.57) dans (3.56) et en annulant les
coefficients des termes en x’2, y'2, 2’2, X'y’ et les termes
constants, on obtient 10 équations permettant de
determiner les 10 coefficients apparaissant dans (3.57).
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Forme de |la solution

- Champ de vitesses

, CAX' +ay'[
— =1 I [
Vv=—[0O% X+ B
m % | )/ E (3.58)
Z
OV =A+B+C (3.59)
- L’annulation du terme constant de (3.56.a) donne :
A+B+C =0 (3.60)
et donc : B
v =0 (3.61)

Le champ de vitesses correspondant a la solution
quadratique cherchée est donc, non seulement

irrotationnel, mais aussi de divergence nulle.
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Forme de la solution (suite)

- L’annulation du coefficient du terme en z’2 de (3.56.a) donne :

C=0 (3.62)
et par suite, compte tenu de (3.60)
A=-B (3.63)

D’apres (3.58), la vitesse est donc nulle le long de Oz

- L’annulation du coefficient du terme en X'y’ de (3.56.a)
donne, compte tenu de (3.63)

o - G
q=-0_-"- 0’5 (3.64)

w; + af
- Les coefficients des termes en x> et y’? de (3.56.a) et celui
du terme en X'y’ de (3.57.b) s’annulent si

A:B:y:O (3.65)
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Forme de la solution (suite)

- L’annulation du coefficient du terme en z’2 de (3.56.b) donne :

(3.66)

- L’annulation des coefficients des terme en x’? et y'2 de
(3.56.b) donne :

- L’annulation du terme constant de (3.56.b) donne :

Le report de (3.56.b) dans le second membre de (3.47)

X =w+a -2aQ
O, =+ +2aQ

y

K = [

montre alors que S varie en exp(—ift/#)

(3.67)
(3.68)

(3.68)

- Le terme constant D de (3.57.b) est une phase globale

arbitraire.
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Récapitulation

Il existe une solution de I'égquation de G-P a la limite de
Thomas-Fermi qui s’ecrit, dans le réferentiel tournant :

. - - []

X',y z") = WX+ Yy + Wz’ 3.69
p(x',y',2") = %u 2( ify? + )% (3.69)
\7(x',y',z'):EB’S(X',y',z'): al'x'y' (3.70)

m

Rappelons que V est le champ de vitesses dans le
reférentiel du labo. L’équation (3.70) donne les
composantes de ce champ de vitesses dans le
referentiel tournant.

07, Gf, &J sont donnés par (3.67), (3.68), (3.66).
a est donné en fonction de Q, a) a)z par (3.64).
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Non-unicité de la solution

La solution quadratique ainsi trouvée n’est pas la seule
solution de I'équation de G-P.

Pour le voir, il suffit de noter que le champ de vitesses
(3.70) ne peut décrire une situation ou un tourbillon

(« vortex ») existerait a I'intérieur du condensat,
situation observée expérimentalement.

Il existe donc d’autres solutions de I'équation de G-P
gui n’ont pas la forme quadratigue simple choisie ici
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Forme de la densité spatiale

Aussi bien en présence gu’en absence d’interactions,

la nouvelle densité spatiale p ne contient pas de termes
en x'y* et a donc toujours les axes du piege comme axes
de symeétrie [voir le module de la fonction d’onde
équations (3.39) et I'éguation (3.69)]

La densite spatiale a une forme Gaussienne en I'absence
d’interactions et celle d’un parabolide inversé a la limite
de Thomas-Fermi

Pour des vitesses de rotation suffisamment elevees,
@; et & different de w} et «f , respectivement.
Les forces liees a la rotation modifient 'asymetrie du
condensat.
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Existe-t-il un solution quadratique
guelle que soit la vitesse de rotation?

La densite spatiale doit étre normalisable et positive

Les valeurs obtenues pour &; et @; quand on résout

les équations couplees (3.64), (3.67) et (3.68) doivent
étre positives (le paraboloide doit étre inverse et s’annuler
en dehors du domaine ou la densité spatiale est positive).

Les mémes contraintes existent en I'absence d’interactions

Les valeurs obtenues pour @; et @, quand on résout les
équations couplées (3.41) doivent elles aussi étre positives.
Par contre, quand cette condition est satisfaite, la
Gaussienne est toujours positive
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Champ de vitesses

Il est toujours donné par le gradient de la fonction x'y*
et a donc la méme structure spatiale gu’en I'absence
d’interactions (voir la figure I11-1)

Alors que les équations donnant & et (I)j en fonction de
w;, «f, Q et a ontla méme structure en I'absence et en
présence d’interactions [voir equations (3.41) et (3.67),
(3.68)], il n'en est pas de méme pour I'équation reliant o
a @,, @, Q [voir equations (3.41) et (3.64)]

Référence

1 — A. Recati, F. Zambelli, S. Stringari, Phys. Rev. Lett.
86, 377 (2001)
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Condensat dans un piege tournant
Moment cinétique et moment d’inertie

Connaissant la fonction d’'onde qui décrit le condensat
dans le référentiel tournant (voir cours lll), il est possible
de calculer le moment cinétique du condensat tournant,
aussi bien en I'absence qu’en présence d’interactions.

Un tel moment cinétique est proportionnel a la vitesse
angulaire de rotation, le coefficient de proportionnalité
n’étant autre, a la limite des faibles vitesses de rotation,
que le moment d’inertie du condensat.

Nous allons montrer que le moment d’inertie d’'un
condensat est beaucoup plus faible que celui d’'un systeme
classique ou celui d'un nuage thermique de bosons non
condenseés, ce qui constitue une manifestation spectaculaire

de la superfluidité du condensat. -



Plan

. Moment cinétique du condensat

. Limite des faibles vitesses de rotation.

Moment d’inertie

. Difféerences avec d’autres systemes physiques
- Gaz parfait classique
- Gaz parfait de bosons partiellement condensé

. Evolution des phénomeénes quand la vitesse
de rotation augmente
- Etude de quelques valeurs particulieres des parametres

de la rotation

- Excitation des ondes de surface
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Moment cinétique du condensat

<£Z>:de3r' ®, *(;:r)|:x,?a(’i’ —y'?ai,

} @, (7)) (4.1)

En effet, (h/i)ﬁ’ est 'opérateur associe a I'impulsion
p' dans le référentiel tournant, qui coincide avec la
quantité de mouvement p = mv dans le référentiel du
labo [ voir I'équation (3.8)].

<£Z> =Nm[dr' [x'J,(7) -y T (7] (4.2)
ou J est le courant
J(#) = p() 3(F) = a p(F)V(xy") (4.3)

de composantes

{ap(#)y', ap(F)x', 0} (4.4
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Moment cinétique du condensat (suite)

En reportant (4.4) dans (4.2), on obtient :
<iz> = Nmajd3r' ®, *(17")[)62 —y’z} @, (r") = Nm05<x'2 - y'2>

Bosons sans interactions (4.5)

Utilisons I'expression (3.41) de « et le fait que

(x*Yoc (@,)", (y*) o (@,) Ivoir (3.25)]. Il vient :

o\ ] o\l
<L>> = —Nrn<x'2 —y'2> <x 2>1 _<y 2>1 Q
<x'2 -|—<y'2> (4.6)
” 2 <x,2 _y’2> 2 2 2 Q, _é)y 2

:Nm<x + y > <x'2 +y'2> @) =Nm<x + y >(a~)x+03y] @)
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Bosons en interaction a la limite de Thomas-Fermi

Il faut maintenant utiliser I'expression (3.64) de « et

le fait que, pour une densité spatiale ayant la forme d'un
.- . , 2 ~ \—2 %) ~ \ 2

paraboloide inversé, <x >oc (@,) ", <y >oc (a)y) .

Il vient ainsi:

R e 3
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Définition generale du moment d’inertie

- Systeme physique dans un piege tournant a la
frequence angulaire Q

- Dans le référentiel tournant, il faut ajouter a
'hamiltonien la perturbation —Q L

- A cause de cette perturbation, il apparait un moment
cinétiqgue moyen <ﬁz> qui, a l'ordre 1 en Q, vaut
(L,)=00

® est par définition le moment d'inertie
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Calcul du moment d’inertie

Les expressions (4.6) et (4.7) du moment cinétique
contiennent de¢ja la fréquence de rotation Q.

A l'ordre le plus bas en €, il suffit de remplacer dans
(4.6) et (4.7) o, et @, par leurs valeurs d'ordre le plus
bas en (), qui dapres (3.41), (3.64), (3.67) et (3.68), ne
sont autres que o, et w,

Il est intéressant également d’exprimer le moment
d’inertie ainsi obtenu en fonction du moment d’inertie

qui serait celui de la méme densité spatiale tournant
de maniere rigide

O, = Nm<x’2 - y’2> (4.8)
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Expressions du moment d’inertie

Bosons sans interactions

2
W, —0,

0=0, (4.9)

w, +,

Bosons en interaction a la limite de Thomas-Fermi

0} -’
O=0,—F— (4.10)
0.+,

Dans les 2 cas étudies, le moment d’inertie obtenu est
beaucoup plus faible que la valeur rigide.

Il est intéressant de comparer ce résultat a celui attendu
pour d’autres systemes non condensés, comme des gaz
classiques ou des nuages thermiques

124



Moment d’inertie d’un gaz classique

Dans le référentiel tournant, I’hamiltonien est indépendant

du temps et le gaz atteint un état d’equilibre
thermodynamique décrit par la densité classique (dans

I'espace des phases)

——exp{ ,BZ (i)-QL!, } (4.11)

1 m , ’ ’
h, = 2m(px +py +p. ) 2(a)§x2+a)§y2—|—a)2222)
(4.12)

L. =xp,—y'p.
B = 1 Z = fonction de partition (4.13)
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A l'ordre 1 inclus en Q

f=f0{1+ﬂQZLZ’Z] Z=12, (4.14)
t,,Z,: wvaleursde f et Z pour Q=0
Valeur moyenne de L_(a l'ordre 1 inclus en Q)

(1= pof-fara 6T |

i

=PAN(LE)=paN{(x' P =) ) g
< >0: valeur moyenne dans l'état f,,

Comme :
<p; p;,V>o =0 <P;>2 :<P;> =mk,T =m B~ (4.16)

(L) = QZN:m <x;2 + y;2>0 =Q0, (4.17)

Le moment d’inertie a la valeur d'un corps rigide
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Moment d’inertie d’un gaz
parfait de bosons

Motivations de cette étude

Le calcul perturbatif du moment cinétique est
relativement facile.

Si le gaz est partiellement condenség, on peut évaluer
les contributions respectives du condensat et du nuage
thermique et mettre ainsi directement en evidence

les difféerences de comportement.
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N

Calcul perturbatif de (L. )

Au lieu de calculer la structure du champ de vitesses dans
'état fondamental perturbé, puis d'en déduire <LZ’> , puis O,

nous allons ici directement calculer le moment cinetique
moyen des N bosons & partir de leur état perturbé |, )

<LAZ’> :<¢o L. ¢o> (4.18)
Do) =100)—£2 2| @, (4.19)
0)=ln)-0 0 %

A 2
Do | L2\ @) = 262 4.20
<¢O z ¢O> ; En EO ( )
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Généralisation

Au lieu de supposer initialement le systeme dans |'état
fondamental |@,) de I'hamiltonien H, des N bosons, on
peut le supposer dans un meélange statistique des états

propres \¢m> de ﬁo avec des poids 7, . L'expression
genéralisant (4.20) est alors

<LAZ’>:2QZ Zﬂm ‘<§0n L, D)

n = m m En_Em

‘ 2

(4.21)

Les valeurs des n,, dépendent de I'équilibre thermodynamique
considéré (canonique, grand canonique)
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Transformation de I'expression de (1)

Supposons qu’on trouve un opérateur A4 tel que

(0.1 dlp,) = (@, |L!| @) o2
Un tel opérateur A permet alors d'écrire :
(Lo _, :
2 = L A
E_p (0, |L| o )0, 4]0,)
~(0,|4p,)0,|L]0,) (4.23)

La sommation sur » fait alors apparaitre la relation de

fermeture et conduit a :
Ao, <[L’ A}> (4.24)

(L) =X m. (o,
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Calcul de 4

L'équation (4.22) de définition de A est équivalente a
<gp ‘HA AH‘(D > (o, |L!

c-a-d, comme \gpm> et

?,,) (4.25)

¢n> sont quelconques

(H,,A4|=L! (4.26)

Pour trouver la solution de (4.26), il suffit de remarquer que ﬁo
et ﬁ; étant des fonctions quadratiques de fc,j/,[?x,[?y, A doit
étre aussi une fonction quadratique qui mélange x et y

N

A= Z(ax P, +bpmpyl +cxpyl +dyl’[9)’a) (4.27)

i=1
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Expression de 4

Reportons (4.27) dans (4.28). Le calcul des commutateurs
avec les divers termes de ﬁo ne présente pas de difficultés.

L'identification du résultat obtenu avec ﬁ’ détermine a,b,c,d,
N

I | 2
A—__ I:a)i_l_a) xyz_l_ p)’czp’z:|
h o] - o, le ( ) "1 408

expression qui n‘a de sens que si o, est différent de o,
Calcul de [ﬁ;,ﬁ]

Le calcul du commutateur de 4 écrit en (4.28) avec

L = Z(ﬁ’p;l — P sz) donne

L A]— { (@) + @) )(57 - %7)+ 2(15;?—15;?)} (4.29)

y i=1
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Expression de (1)

Elle est obtenue par report de (4.29) dans (4.24)

Comme l'opérateur densité du systéme est diagonal dans la
base d'énergie (mélange statistique d'états propres de ﬁo),
seuls les éléments diagonaux de )%'z,ﬁ’z,[?f,[?f apparaissent,
de sorte qu’'on peut utiliser les relations :

<1A9;2> -~ mza)i <)AC'2> <f9;2> = mza)i <)7'2> (4.30)

ce qui permet finalement d’écrire

0=l (ot +ol)((57)-

=
o
\/
N—"

+
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Contributions respectives
du condensat et du nuage thermique

En dessous de la température critique T¢, Ny particules
sont condensées dans I'état fondamental |¢, ) de H,.

Les N-Nj autres particules forment le nuage thermique.

O=0,,+0, (4.32)
Oong = wTiVao)z [(wj + a)i)(<j/’2 >0 a <£’2 >o )J i
X Y
2(0}(57),-0l(#7),) @
0, =200 v 2) (57, - (+7), )]+
2(a)§ (57) -l (%" >th) (4.34)

< > . (< >th) :moyenne dans le condensat (nuage thermique)
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Calcul de ®

cond

Rappelons que [voir (3.25)]:

R L i e (.35

On en déduit:

N h a)j+a)2 1 | 2 )
®cond: 5 ( )2;]( - j—l_ 2 2<a)y_a)x)
o -0, o, o ) o -0 |

2
_ Noh 1 a)f+a)i_2:N0h L, 1o -o
2 o+, 00, 2 \o, o |J|o +o
3

\®}

~

> 6)
r2 r2 <x,2 B y,Z >O
®cond = NO m (<x + y >O) <x,2 4+ y,z >0 (437)
On retrouve le resultat déja obtenu en (4.6) ou (4.9)
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Densité spatiale du nuage thermique

Voir cours 1996-97, page V-3, equation (5.14)

. 1
P (1) = Z_3g3/2 [zexp{ V. .(¥)/k, T}} (4.38)
dB

P 2 Th’

I (4.39)
Longueur d'onde de de Broglie thermique
v4 Fugacité (égalea lpour T =T,) (4.40)
g, (x)= Zﬁ T Fonction de Bose (4.41)

2 2 2 2 2 2
ext(r)—— (a)xx +@, y +a)Zz)
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Expression de <x2>

th

(4.42)

Deéveloppons la fonction de Bose g/, .Les integrales sur
x',y',z' se factorisent.

Apres le changement de variables
2 12

‘mo’ x"” ‘mo’ y'"” 'ma? =
2 = x )2 — x Y W — ; (4.43)

kT k,T k,T

on fait apparaitre, au numerateur g,(z), au dénominateur
Js(z), et les intégrales:

foo e du=~r foo o dy = %\/; (4.44)
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Résultat obtenu pour (1) et (37)

<)Acr2> kT g,(2)
th

= 4 .45,
ma)ﬁ 2,(2) ( X
A 12 _ kBT g4(2)

Pour 7>T7., z<l1, g(z2)/g(z)=1

On retrouve le résultat bien connu donné par
I'équipartition de I'énergie:
(#2) =k,T/mo;  ($7) =k,T/mo] (4.46)
Pour 7<7., z=1, g,(2)/g(z)<l

Le nuage se contracte
Effet de la statistique de Bose
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Calcul de ®

Reportons (4.45.a) et (4.45.b) dans (4.34)
Le dernier terme du crochet s’annule et il vient:

Les N-N, particules non condensees tournent
comme un corps rigide
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Récapitulation

Quand on fait tourner un piege contenant un gaz
parfait de bosons partiellement condense,

* Les N-N, bosons non condenseés tournent
comme un corps rigide, méme quand o,
tend vers o,

* Le condensat est beaucoup moins entrainé et
a un moment d’inertie beaucoup plus petit, qui
tend vers 0 quand o, tend vers o,

Manifestation spectaculaire de la superfluidite
du condensat
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Evolution des phénomeénes
quand la vitesse de rotation augmente

Les parametres qui decrivent I'anisotropie du condensat

tournant et son champ de vitesses

caractérisant I'anisotropie du piege.

(4.48)

(4.49)

Etudions les variations de ces divers paramétres quand Q

augmente.
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Equation donnant o

Etudions plus particulierement le cas de bosons
en interaction a la limite de Thomas-Fermi.
Repartons des équations (3.67), (3.68) et(3.64)

du cours llI

@ =w+a’-2a0 (4.50)
~2 2 2
w,=0,+a +2a) (4.51)
~§ _@2
a=-—Q ——— (4.52)
. to,
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Equation donnant a (suite)

Reportons (4.50) et (4.51) dans (4.52). |l vient :

2 2
o, —0, 40l

o =—0
w§+w§+2a2

qui peut encore s’écrire

2a3+a(a)§+a)§—4§22)+9 (a)f—a)f,)zo

Equation du troisieme degré

(4.53)

(4.54)

Les seules racines acceptables sont celles qui donnent

~2 ~2
- 20 o, 20

143



Etude de quelques cas limites

Limite Q< w,,0,

L’équation (4.54) n’a alors qu’une racine égale, a
I'ordre le plus bas en Q a:
2 2
W, —
o = — ); e (4.55)
. +®

2

Y

D’aprés (4.50), (4.51) et (4.52), &, et @, ne different
de o, et @, que par des termes en Q°.

L'anisotropie du condensat change donc tres peu
aux faibles vitesses de rotation
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Limite Q> o 0,

L’équation (4.54) a alors une racine qui, a l'ordre le
plus bas en 1/Q, vaut :

o=+ % (a))f - a)i) (4.56)

Les équations (4.50) et (4.51) donnent alors :

- - 1

a))f =~ a)f/ =~ 5(0)3 + a)i) (4.57)
La rotation tres rapide du piege fait ainsi apparaitre
un potentiel effectif isotrope, faisant intervenir la

moyenne des 2 raideurs sur Ox et Oy.

Noter le changement de signe de o quand on passe
de la valeur (4.55) a la valeur (4.56).
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Cas d’un piege isotrope (o, =w,)

PourQSa)x/\/E

L’équation (4.54) n’a qu’une seule racine

a=0 (4.58)
Pour a)x/\/i <Q < w,

L’équation (4.54) a trois racines :

a = i\/zgzz ~w’ (4.60)

Pour QQ = o,

La racine a =w, conduita @, =0, la racine
a=-0, a o,=0.
Pour QQ > o,

Les racines (4.60) ne sont plus acceptables

car elles conduisent a a?f ou 0'35 negatif. 146



Valeurs possibles de & en fonction de Q)/ @ _
pour W, =w,

a
a)x

>

Q
a)x

Figure IV-1

Bifurcation et brisure spontanée de symetrie quand
Q) atteint la valeur o, /N2

L'interprétation physique sera donneée ultérieurement
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Allure de la courbe donnant o en fonction de QQ/w.
pour o, #w, (0, > ®,)

— A

e
>

Q
a)x

Figure IV-2
B

Courbe formée de 2 branches: 1, 11

-Changement de signe pour € — oo
-PointA Q=w, a=w, solutionde (4.54) w, =0

X

~

-Point B Q=w, oa=-w, solutionde (4.54) &,6 =0

y
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Evolution de I’anisotropie du condensat

D’apres (4.52), a / Q est proportionnel a I'anisotropie
du condensat

~/ ~/

(4.61)

~S ~S

_I_

= N=® o
= N N

Comme la concavité de la branche | de la figure 1V-2 est dirigée
vers le bas, I'anisotropie du piege augmente quand Q croit a
partir de O

Notons que si on diminue Q a partir d'une grande valeur
(branche Il), 'anisotropie du condensat a un signe opposeé
au precedent.
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Interpretation de la bifurcation
apparaissant pourc =20

Le condensat reste isotrope tant que (2 < w_ /\/5 et peut
ensuite devenir tres anisotrope quand (2 atteint et dépasse

cette valeur.

Un tel phenomene correspond a l'excitation résonnante du mode
de surface n. =0, /=2, m =2 qui consiste en une
déformation elliptique tournant a la vitesse @, /\/5 dans le plan
x0y (voirT-42 . lci w, =0, =w,)
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Transfert d’énergie et de moment cinetique du
piege tournant au condensat

Considerons le piege tournant et le condensat comme un
systéeme global isolé

Etat inital

‘Piege de moment d’'inertie | tournant a la vitesse
angulaire Q.
Condensat dans I'état fondamental

Etat final

*Piege tournant a la vitesse €,
Excitation élémentaire créée dans le condensat

Energie: E=hw(¢/) Momentcinétique: L =h/
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Equations de conservation

Energie

| |

Moment cinétique

[Q,=1Q, +h!

De (4.63), on deduit y
Qf — Qi —T

qui, reporté dans (4.62) donne

2
%—hmi = —hew (/)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)
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Limite I > «©

Le piege est un objet macroscopique et il faut faire tendre /
vers linfini.

L’équation (4.66) montre que le transfert résonnant
d'énergie et de moment cinétique du piege tournant au
condensat n'est possible que si

Q > o(!) (4.67)

Pour une onde de surface quadrupolaire

(=2  ol)=o~N2  o)/i=0,/J2
On retrouve bien la condition €2 > o, /\/5

Analogie avec la vitesse critique apparaissant
pour un transfert résonnant d’énergie et de quantité de

mouvement a un superfluide. 153



Analogie avec la resonance d’un
oscillateur non linéaire

Si, sur la courbe de la figure IV-2, on porte en ordonnées le
module de o et non a, on obtient, pour ¢ << 1, une courbe

ayant I'allure suivante

A
04

@

X

/" Figure IV-3

_‘ﬂ’d___._-.-f

M‘” 4
_.,,{.4 P 4 " 7 /
f‘f-,‘«-.-.e_/_c.r _
--—ﬂ-ﬂ“#-/ <\&‘_T"’-‘, o a)
X

qui rappelle celle décrivant la resonance d’'un oscillateur non

linéaire dont la frequence depend de 'amplitude.
154



Autres problemes intéressants

Stabilité dynamique

Les regimes stationnaires decrits par les branches
de la figure V-2 peuvent étre dynamiquement instables,

un faible eécart a I'équilibre pouvant croitre et diverger
(voir réferences 1, 4)

Par exemple, le mouvement du centre de masse du
condensat, indéependant des interactions, n’est stable que si

Q<w, ou Q>w,

Nucléation de tourbillons

L’excitation résonnante du mode de surface (=2, m =2

au voisinage de @, /\/5 semble jouer un réle important (voir

référence 95)
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Oscillations d’un corps solide
autour d’une position d’équilibre

Corps solide de moment
d'inertie | écarté d'un

. petit angle 0 par rapport
X a sa position d’équilibre
le longde 0y

Moment I' des forces de rappel

I'=-C¢& (5.1)
C : Constante de rappel
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Frequence d’oscillation

Une fois lache, le systeme effectue un mouvement
autour de Oz décrit par I'équation de la dynamique

d2<9
dt

=I'=-C6 (5.2)

Oscillations angulaires de fréquence

W =,— (5.3)

Si la constante de rappel C tend vers 0, la fréequence
d'oscillation tend aussi vers 0.
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Peut-on observer des phénomenes
analogues sur un condensat ?

Condensat dans un piege Iégerement anisotrope dans le
plan xOy

®, un peu plus grand que o,

Condensat Iégerement

> position d’équilibre, le moment
des forces de rappel va étre
d’autant plus petit que
I'anisotrope initiale est plus
petite.

Y a
allonge le long de 0y.
Si I'on tourne le condensat
d'un petit angle a partir de sa
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Problemes poseés

Une fois laché a partir d’'une position Iégerement
tournée par rapport a sa position d’équilibre

* Le condensat va-t-il osciller angulairement
en gardant la méme forme?

* A quelle fréquence?

» Cette frequence d’oscillation angulaire va-t-elle
tendre vers 0 quand I'anisotropie du piege tend
vers 07?

Problemes étudiés dans la référence 6
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Plan

. Existence d’un mode de vibration en \,xy cos ot
et calcul de la fréquence de vibration

. Existence d’un « mode ciseaux » pour A,
suffisamment petit ou le condensat oscille
angulairement sans se déformer

. Discussion physique. Manifestations de la
superfluidité du condensat

. Différence de comportement avec celui d’un
nuage thermique

. Etudes expérimentales
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Modes de vibration en xy

Potentiel de piégeage

Vext(7)=%[wfx2 +o)y’ +wlz’ | (5.4)

o; =w;(1+¢) o, =a;(1-¢) (5.5)

Limite de Thomas-Fermi atteinte.

Nous allons montrer que

op=A~A,xy coswt (5.6)

est une solution des équations hydrodynamiques linéarisées,
calculer o, et étudier I'allure du mode de vibration en fonction
de A,
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Equations hydrodynamiques linéarisées

(voir T-26)
p=py+dp po=§[u—Vext(7‘)]
§S=§,+08 S,=—ut/h
U=7,+00 v, =0

rhg&S =—go0 p
ot
<mg517 =-gVSp
ot
2 5p=-9-(p,07)
Ot

(5.7)

(5.8)
(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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Existence d’une solution en x y

Le report de (5.6) dans (5.10) donne

5S:—gﬂ“0xy sin @ ¢ (5.13)
haw
56:EW5S:—g/10 sina)tﬁ(xy) (5.14)
m m @
oV, = —g—loy sin@ ¢
mao
ov, = —g—/lox Sin ¢ (5.15)
mao
ov, =0

Méme structure du champ de vitesses que celles
trouvées dans les cours lll et IV
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Existence d’une solution en x y (suite)

L’'équation (5.12) s’écrit encore
%5,0:—(?00)-517 -p,V-57T (5.16)

Comme A(x y)=0, on déduit de (5.13) et (5.14)
V-615=0 (5.17)
L’'onde x y est une onde de surface.

Le dernier terme de (5.16) est nul, et on obtient, compte tenu
de (5.7) et (5.15)

. 2 2 .
—a)/loxysma)tz—go(a)x+a)y)xysma)t (5.18)
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Frequence propre du mode en xy

L’'équation (5.18) est satisfaite si

0’ = + 0, =20, (5.19)

Nous avons ainsi démontré qu’il existe une onde de
surface en x y de fréquence propre

= w,N?2 (5.20)

Pour la suite de la discussion il sera utile de poser

- mayy,
g

(5.21)

Ay =
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Evolution de la densité spatiale

La densité spatiale (5.7) s’écrit, compte tenu de (5.6) et (5.21)

2
p(7,t) :l{ﬂ_m% [(1+5)x2 +(1-¢)y’ +2;/Oxycosa)t]

g 2
2
mao: ,
— 222} (5.22)

Dans le plan x 0 y, la densité spatiale a une forme elliptique

Cherchons les axes de cette ellipse en prenant de
nouveaux axes Ox et Oy’  déduits Ox et Oy par une
rotation d’angle 6 autour de Oz
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Changement d’axes

{x =x'cos@ —y'sinf
(5.23)

y=x'sin@+ y'cosd

Pour trouver les axes de symétrie du condensat, il suffit de
reporter (5.23) dans I'expression (5.22) de la densité
spatiale et d’annuler le terme en x” y’
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Axes de symetrie du condensat

Coefficient du terme en x" 2de p

{%(lhe)cosz 6?+%(1—5)sin2 6?+7/(t)sin6’cosé’}

2
- maj;

g

(5.24)
Coefficient du terme eny 2de p

2
_ &, |:%(1+€)Sin2 6’+%(1—5)cos2 6?+7/(t)sin6’cosé’}
g

Coefficientdu termeenx’y” de p

[—ZESiHHCOS 0+y(t) (cos2 0 —sin” 9)] (5.26)

(5.25)

2
_ ma,

g
On a posé

y(t)=y,cosmt (5.27)
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Axes de symeétrie du condensat (suite)

L’annulation du coefficient du terme en x” y” donne l'angle
O(t) entre les axes du condensat et les axes Ox et Oy du
piege a l'instant t

tan20(¢t) = 70 _ 7 cosmt (5.28)
& &

Casouy, K¢

0 <1 g =70 cosa)t—m (5.29)
2& 2&

Casoul>y,>¢

Pour les valeurs de t telles que coswt est de I'ordre de 1

O=rx/4 (5.30)
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Casouy <¢

Le report de (5.29) dans (5.24) et (5.25) montre que les
coefficients de x? et y? ne dépendent de y,/e que par des
termes au moins d’ordre 2. On peut donc é&crire:

1 mao; mo:
Flt)=—3 u——2| (1+ +(1-g)y"” |- >
p(7,t) g{,u , [( g)x”+(l-¢g)y ] o2 }

(5.31)
La densité spatiale tourne donc d’un petit angle 0, d’ordre

1 eny,/e, sans changer de forme a cet ordre, 0 etant une
fonction périodique du temps.
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Modes ciseaux

IR

)

L’oscillation pendulaire de faible amplitude du condensat
autour de Ox rappelle celle d’'une aiguille aimantée.
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Comment exciter le mode ciseaux

On tourne les axes du piege d'un petit angle 0,

On attend que le condensat atteigne un état equilibre

On ramene brusquement les axes du piege a leur
position initiale

Le condensat effectue alors une oscillation angulaire

sans changement de forme autour des nouveau axes.
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Modes ciseaux - Récapitulation

Oscillation anqulaire

O(t)=0,coswt
Amplitude: O,=y,/2¢
Frequence: W = 600\/5
Vitesse anqulaire instantanée
Q(t)=do(t)/dt=-Q, sinwt

Q,=-w0,
Anisotropie ¢ du piege

5:(a)§—a)§)/(a)j+a)i)

2 2 2 2 2 2
o, +o, =2w; 0, -0, =20,

(5.32)

(5.33)
(5.34)

(5.35)
(5.36)

(5.37)
(5.38)
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Modes ciseaux — Récapitulation

(suite)
Champ de vitesses
A y y
v, |=—=y,sinwt| x |=-& Q(t)| x (5.39)
0,
v 0 0

On a utilisé (5.15), (5.21), (5.23), (5.24), (5.35), (5.36)

Densité spatiale

- Donnée par (5.31) dans le systeme d’'axes Ox',0y'

- Méme forme que la distribution py(x,y,z) d'un
condensat a lI'equilibre
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Casoul>»y,>¢

- Quand coswt a un module de l'ordre de 1, il est
légitime de negliger les terme en ¢ de (5.24) et (5.25)

Dans le systeme d’axes Ox',0y' tourneé d’'un angle n/4
par rapport au précédent la densité spatiale s’écrit

p(7'.1) :;{ﬂ_m;)(f (1+7(0))x" +(1—y(t))y'2]_mwf Z,z}

2

(5.40)
Déformation quadrupolaire par rapport aux axes Ox',Oy'

- Quand coswt est tres petit, on retrouve I'anisotropie
du condensat a I'equilibre, d’'axes Ox et Oy

Couplage entre les modes quadrupolaires xy et x2-y?
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Allure de l'oscillation pour y, > ¢

N\

Au cours de l'oscillation, le condensat change de forme en
passant par une forme légerement anisotrope d’axes Ox
et Oy. Situation trées difféerente de celle du mode ciseaux.
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Discussion physique

La fréequence du mode ciseaux ne depend pas de
I'anisotropie ¢ du piege et reste la méme quand
e tend vers 0

Comme la densité spatiale et le champ de
vitesses sont connus a tout instant [voir équations
(5.31) et (5.39)], il est possible de calculer toutes
les grandeurs physiques caractéerisant la rotation
du condensat

On peut ainsi étudier la dépendance en € du moment
des forces agissant sur le condensat et du moment
cinetigue de ce condensat
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Moment des forces de rappel

Force de piégeage

F=-VV,(7) (5.41)
(Fx =—ma,(1+&)x

F, =—maw,(1-¢&)y (5.42)

N

_ 2
F.=—-mwo; z

Composante z du moment de ces forces

I, =[drp(F)(xF,~yF,)
:2mwggjd3rp(F)xy (5.43)
=2ma)§gN<xy>= mw25N<xy>
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Calculde <xy>

Utilisons (5.23) pour passer des variables x,y aux
variables x',y". Il vient:

N< > Jd3r'p( )[( 2y )5111226' + x’y’cos2¢9} (5.44)
Pour le mode ciseaux, 0 <1, et p(#') admet les
axes Ox'et Oy’ comme axes de symétrie, de sorte
que (x'y")=0. De plus, p(7) a la méme forme dans
les nouveaux axes que p,(7) dans les anciens.
Donc :

(xy)=(x’ _y2>0 0 (5.45)
ou < >, designe la moyenne dans I'etat du condensat
a I'equilibre
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Moment de forces de rappel (suite)

Le report de (5.45) dans (5.43) donne:

L.()=Nmo's 0(t)(x* —y*) (5.46)

0

Pour un condensat a la limite de Thomas-Fermi,
<x2 >Oet <y2>0 sont proportionnels a o,” et ,’,
respectivement. Il s’ensuit, d'apres (5.38), que T,
est proportionnel a g(a)j —a)ﬁ) donc au carré &’
de I'anisotropie du piege

Le moment des forces de rappel tend donc vers O
comme €2 quand ¢ tend vers 0

181



Moment cinétique

Compte tenu de (5.39)

<LZ>:m'fd3rp(17)(xvy —yvx)

=—m & Q(¢) j &r p(F)(x* =y 540
Le passage aux variables x', y' donne pour lI'intégrale
[ar p(f')[ (x - y’z)c0820—2x’y’sin29]
=N(x" - y2>0 (5.48)
de sorte que finalement
(L)=-NmzQ()(x* - y*) (5.49)
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Moment cinétique (suite)

Le méme facteur de réduction g<x2 —y2>0 apparait dans
la constante C du couple de rappel [voir (5.46)] et dans
le moment cinétique (5.49)

C’est la raison pour laquelle la fréquence du mode
ciseaux reste élevée et indéependante de ¢

Notons d’ailleurs que, compte tenu de (5.32), (5.35)

et (5.36), les équations (5.46) et (5.49) donnent
d

L0 =-(L.0) (5.50)

qui n'est autre que I'équation de la dynamique

183



Moment d’inertie

C’est le coefficient de proportionnalité entre (L_) et Q(7).

De (5.49) on déduit :
_ 2 2
O = Nm5<x y >0
2 2

. —
_ X y 2 2
=—-Nm —; 2<x y>0
Y

W+

X

(=", )
- Nm<x2 +y2>0 <x2 +y2>0 =0,
0
On retrouve le méme facteur de réduction €2 par
rapport a la valeur rigide que dans le cours IV

(5.51)

C’est cette réduction du moment d’inertie due a la
superfluidité qui explique les caractéristiques originales
du mode ciseaux

184



Remarque

Il n’eétait pas évident a priori de retrouver ici le méme
resultat que celui obtenu dans les cours |l et IV

- La rotation du condensat n’est plus ici imposée
par une rotation du piege. Elle est une conséquence

de la dynamique du mode.

- La vitesse de rotation n’est pas constante comme
dans les cours lll et |V. Elle est modulée a la

fréquence propre du mode
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Difféerences de comportement
avec celui d’autres systemes

Gaz parfait de bosons partiellement condenses

Nous allons montrer, avec des arguments simples,

que le mode ciseaux a une fréquence élevée pour

le condensat, alors qu'il a également une composante
de fréquence basse (tendant vers 0 quand ¢ tend vers 0)
pour le nuage thermique

Pour une éetude plus detaillee des modes ciseaux du
nuage thermique, dans les divers régimes de collisions,
voir la référence 6
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Méthode suivie ici

Pour exciter le mode ciseaux en x y, on peut ajouter
au potentiel de piégeage une perturbation en x y

oV =Axycoswt (5.52)

Une telle perturbation est résonnante quand
coincide avec la fréquence de Bohr correspondant
a une paire de niveaux du systeme entre lesquels
cette perturbation a un eélément de matrice non nul.
Ces fréquences de résonance ne sont autres que
les fréquences des modes ciseaux
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Transitions excitées par la perturbation

Les niveaux d'énergie dans le piege sont caractérises
par 3 nombres quantiques:

n.n.n entiers >0

x2 "Tyd "z

La perturbation x y est une combinaison lineaire de:

aa,,a.a,,ad, ,aa,
Induisant des transitions:

An,=An, =+%l1 An,=-An, =%l

Les frequences propres de ces transitions sont:

i(a)x+a)y) i(a)x—a)y)
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Excitation du condensat

0,0,0), et la seule
1,1,0)

Les atomes sont tous dans I'état
transition pouvant étre excitee est vers I'état

Une seule frequence pour le mode ciseaux, o, + @,
qui ne tend pas vers 0 quand ¢ tend vers 0

Excitation du nuage

Les atomes sont dans des états
n.,n,,n,non nuls

nnyn> avec

Des nouvelles transitions n.tln, ¥ l,nZ>
apparaissent avec des frequences basses J_r(a)x — a)y)

qui tendent vers 0 quand ¢ - 0

nx,ny,nz>—>
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Etudes expérimentales

Référence 7

:. (b)

: J:“' i : Ix. A .5 .
3_3_"\. o o / - ”lﬁ % / | ﬁ\
2ol | Al L.If' E |\, Hl\/ |/

SR AN y VERVAR VY

6 % 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 M

Time (ms)
Observation du mode ciseaux sur un condensat de Rb8’
Une seule frequence élevée (265.6 £ 0.8 Hz) apparait, en

bon accord avec la prédiction théorique (265 + 2 Hz)
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Etudes expérimentales (suite)
Réference 7

3 . i
|'Ih-l. g F‘I‘I|
o 1 \ WA x i
g, | k"ﬂr 'ﬁ'ﬁ\ i !I'."‘;Vaﬁe
S J | i * II| |I ||r?
ﬁ H£4 k" l'. .* '.!'I
e v

B+

Tirme (rrs)

Observation du mode ciseaux sur un nuage thermique
de Rb8" . Deux fréquences d’évolution apparaissent, en

bon accord avec les predictions theoriques
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Tourbillon quantique

Condensat de Bose-Einstein ou tous les bosons sont
condensés dans un méme état quantique de moment

cinetique

L =mh m=172,... (6.1)

Ne pas confondre un tourbillon ou tous les bosons

ont un moment cinétique non nul et une excitation
élémentaire de moment cinétique m # d'un condensat

ordinaire ou tous les autres atomes ont un moment
cinetique nul.
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Probléemes qui seront abordeés

Structure du tourbillon

* Fonction d'onde
* Densite spatiale et champ de vitesses

Energie de I’état a un tourbillon

par rapport a I'état sans tourbillon

Stabilité thermodynamique

L’état d'un tourbillon peut-il étre I'état fondamental dans
un recipient tournant. Vitesse de rotation critique

Comment détecter un tourbillon ?
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Plan

1. Tourbillon dans un condensat homogeéene

 Quantification de la circulation de la vitesse
 Dimension du coeur
* Energie par unité de longueur

2. Tourbillon dans un condensat inhomogene

» Gaz parfait dans un piege harmonique
* Gaz de bosons a la limite de Thomas-Fermi

3. Energie du tourbillon dans un récipient tournant

« Cas d'un gaz parfait
 Importance des interactions

195



Tourbillon quantique dans un
condensat homogene

Forme de la fonction d’onde

Axe de rotation : Oz

Coordonnées cylindriques

r,z, @
Comme
h O
L, = i %0 (6.2)
La fonction d’'onde d’un tourbillon m=1 est
nécessairement de la forme
v (r..z,e)=x(r,z)e" (6.3)
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Equation de Gross Pitaevskii

Laplacien en coordonnées cylindriques

1 0 o 10 0o
A= 1 +——+
r.Or, ~Or, r 0p° 0z

(6.4)

Equations de G-P pour y

(1o o o) I (r.2)
DM\ r, 0r ~0r, 0z*) 2Mr! AL

+g;(2(11,z))((11,z):,u)((rﬂz) (6.5)

2
f > Potentiel centrifuge imposant a la
2M 1. fonction d’onde v(r,,z) de s’annuler
enr =0
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Allure de la fonction d’onde

Pas de dépendance en z

pour minimiser I'énergie totale

Dépendance radiale

« A cause du potentiel
x(r) centrifuge, la densité
spatiale s’annule sur
I'axe Oz. Quand on
ool s’éloignAe de cet axe,
elle croit sur une zone
de largeur b, et tend

0) > vers une constante
*"l;-* v, * by : dimension du
Figure VI-1 « coeur » du tourbillon
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Dépendance en ¢

Associee a lI'existence d’'un moment cinétique non nul le
longde 0 z

Phase de la fonction d’onde

La fonction radiale est réelle et le facteur de phase ne
provient que de la dépendance en ¢

S(r.p)=S(p)=¢ (6.6)

Gradient de S en coordonnées cylindriques

(VS) =08/or, =0

ry

o

(WS)Z =05/0z=0 (6.7)
\(WS) =0S/rop=1'r

P
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Champ de vitesses

h -
v =—VS (6.8)
M
D’apres (6.7), seule la composante azimutale de la

vitesse est non nulle et vaut

_h
T Mr,

z Méme symetrie que
celle du champ de

vitesses d'un corps
solide en rotation.

| .

‘ Up Mais le module de la

v,=v, =0,

Z

(6.9)

A

vitesse decroit quand on
s’éloigne de I'axe au lieu

Figure VI-2 "
g de croitre.
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Quantification de la circulation
de la vitesse

D’apres (6.9), la circulation de la vitesse sur un cercle
d’axe Oz et de rayon r, vaut

27wr v, =27h/M =h/M (6.10)

Ce résultat est en fait valable pour la circulation sur un
contour fermé C quelconque entourant Oz. En effet, comme
la vitesse est un gradient et reste finie en tout point hors de
I'axe

<j> @-dzfzﬁcﬁ vs.di ="t s (6.11)
c M Ic M

ou oS est la variation de S le long du contour
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Quantum de circulation

Comme S est une phase et que la fonction d’'onde a une

seule valeur en chaque point, on a

S=27mm m=0,£1,£2,...
de sorte que
h

Cj) T-dl=2rm—=mk
C M
ou
h
K =—
M

est le quantum de circulation.

L’entier m caractérise le moment cinétique

L =mh

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)
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Rotationnel de la vitesse

En tout point hors de I'axe, la vitesse est finie. Comme
c’est un gradient,

Vxi=0 pour 7 #0 (6.16)
Ce résultat n’est plus valable sur I'axe ou la vitesse
diverge. Le rotationnel de la vitesse a donc une singularité
sur 'axe.
De I'équation (6.13), on déduit
?x@me§(2)(I§)éZ (6.17)
Le flux de (6.17) a travers la surface contenue a l'intérieur

de tout contour C entourant 'axe Z redonne bien la
circulation calculée en (6.13)
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Analogie avec le champ magnétique
d’un courant rectiligne

Le champ de vitesses (6.9) a la méme dépendance spatiale
que celle du champ magnétique crée par un courant
rectiligne le long de 0z. Un parallele étroit peut étre etabli
entre les équations gouvernant les 2 champs

0

wof
I

V-

ol
I
<
™,
N
~~
~|
N
QN
<l
X )
Sy
I
I O
A
S,
(\©]
~~
T
N
|

VxB=—L
£,C

(6.18a) (6.18b)

Le fait que le champ de vitesses soit de divergence nulle
se veérifie aisément a partir de (6.9)
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Estimation de la taille du coeur du
tourbillon

Supposons le condensat contenu dans un boite cylindrique
tres longue (d’'axe Oz et de rayon R) et considerons une
tranche de longueur L

_—

I L

«Sans tourbillon, le condensat
est homogene dans ce
volume avec une densité
spatiale p,

Si un tourbillon apparait, un
creux de densité (coeur) de
rayon b apparait, de sorte de
la densité a I'extérieur du
coeur augmente de 6p,
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Argument variationnel pour estimer
la taille » du coeur

L"apparition du tourbillon se traduit par une augmentation
d'énergie & E due a plusieurs effets

 Variation de I'énergie d’'interaction due a la variation de
densite spatiale

 Variation de I'énergie cinétique radiale due a la variation
radiale de la densite

 Variation de I'énergie cinétique azimutale due au champ
de vitesses du tourbillon

Nous allons estimer dF en fonction de b et déterminer pour
quelle valeur de b OF est en minimal.
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Variation de I’énergie d’interaction

1 R
sEw=ef[[[ [ ()-piler e
p(?) . densitée en presence du tourbillon
P, :densité en labsence
comme )
H Vd37”,0(’7) = /Ooj. de3V =PV (6.20)
1 - =
oL, = EgIHVdSI” _,0(7') - IOO]2
~ ;gﬂ'szpg +;g7r(R2 —bz)L[(pO +0p,)° —pé] (6.21)

ouU 0 p, (a I'exterieur du cceur) est estimé par

wb’Lpy=x(R*=b)L S p, (6.22)
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Variation de I’énergie d’interaction (suite)

comme
R>Db

I’équation (6.22) donne

2
O Py = Po bz/R
qui reporté dans (6.21) conduit a

5Eint :gﬂ-szIOS

Energie cinétique radiale

7> i’
=7 p, — L
om0y

OF

cin.rad

~b’L p,

Indépendante de L

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)
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Energie cinétiqgue azimutale

R 1 5
Linaz = Pol- L 2rrdr, EMUL

h R (6.27)
= p, L —Log—
Lo Y, gb
L’annulation de la densité quand », s’approche de 0 a
I'interieur du cceur empéche la divergence de l'integrale

et introduit une borne inférieure physique.

Récapitulation

SE(b) N & [ R}
=oxwh + 77— 1+ Loo— (6.28)
7 g Lo Mpo gb
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Ordre de grandeur de b

Le premier terme de (6.28) croit avec b alors que le
second decroit. Il y a donc une valeur optimale pour 5 pour
laquelle |la variation d’énergie due au tourbillon est
minimale. d

—O0E(b)=0 (6.29)
db
nop
2 0
2gb p, —ﬁ?—o (6.30)
On en déduit
2
b~ h — I = £ (6.31)
2Mgp, \8mp,a

Le rayon du cceur est donc de l'ordre de la longueur de
relaxation ("healing length")

210



Etude quantitative

L’équation (6.5) peut se réécrire

d 1 d 2Mu 1 2Mg
+ + — - =0
dr! rLerZ(n) ( B’ rf]z(n) h’ 7 (1)

(6.32)
Pour r, trés grand, 7’ se réduit a P,, ou p, est la densite
spatiale asymptotique (loin du coeur). Les 2 premiers termes
de (6.32) sont alors négligeables, car y varie tres peu. De
méme, le terme en 1/112 tend vers 0. On obtient ainsi

Axh®

H=gy =gp, = 4P (6.33)

équation qui relie le potentiel chimique a la densite
asymptotique.
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Utilisation de variables sans dimensions

Posons ~ (6.34)
s=1./&, |

E =1/\J8rap, =1/\8rap, = &, (6.35)
&y etant la longueur de relaxation
x(s)= Jgof(s) (6.36)

L’équation (6.32) devient

(dzﬂ djf(s)+(1_12)f(s)_f3(s) 0 (637

ds® s ds S

ou

Equation différentielle non linéaire dont la solution a des
comportements simples pour s petit et s grand
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Comportement pour s <1

f(s) s'annule en s=0. Donc f (s) est petit pour s<1 et le

terme cubique f’(s) est négligeable devant les autres.
Sans ce dernier terme, I'équation (6.37) devient une
équation difféerentielle linéaire dont la solution est la
fonction de Bessel J,(s)

f(s)=J, (s)cs (6.38)

s—0

Comportement pour s >1

f(s) varie tres peu et les 2 premiers termes de (6.37)
peuvent étre négligés ce qui donne

1 1/2 1

o\ S 2s°
213



Calcul numeérique de f(¢(=s)

f(£)
J
a5 4/

0 7 2 3 4 &

Uy

Figure VI-3

Figure extraite de la référence 9 (chapitre lll)
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Energie E / L du tourbillon
par unité de longueur

L'étude précédente montre que la taille du ccoeur est
déterminée par la longueur de relaxation. L'ordre de
grandeur de I'énergie cinetique azimutale est obtenu en
remplagant dans (6.27) b par & .

Connaissant f(s), il est possible de calculer plus
précisement les diverses energies (cinétique radiale,
cinétique azimutale, interaction). Le résultat du calcul
numerique est :

E h’ R
~ =g p,—Logo| 1.46— (6.40)
7 Lo Y, g( Oj

(voir réferences 9,10,11,14)
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Tourbillons m > 1

Les résultats précedents, établis pour un tourbillon
m=1 se généralisent aisément a un tourbillon m > 1

f(s) se comporte a l'origine comme la fonction de Bessel
J..(s) et 'equation (6.38) doit étre remplacee par

f(s)=J, (s)ocs” (6.38)
s—0
De méme, I'équation (6.39) doit étre remplacee par
) 1/2 )
f(s) ~ [1 2 j =]- (6.39)
§—>00 \) 2S

Enfin, 'énergie (6.40) doit étre multipliée par m?, le
facteur numeérique a l'intérieur du Log n’étant plus égal
a 1.46, mais a 0.59 pour m=2, 0.38 pour m=3 (voir réf.14)
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Tourbillon quantique dans un
condensat inhomogeéne

N atomes dans le potentiel de piégeage

I/ext(f):%M(a)Jz_ ol (6.41)

Symeétrie de révolution autour de 0z

h / h
Op = W (6.42a) Oy, = W (6.42Db)
L z

Tous les atomes sont condensés dans un état de moment
cinétique 7

La dépendance en ¢ de la fonction d’'onde est toujours
donnée par I'équation (6.3).

Il faut rajouter le terme V,_, (r,,z) ¥ (7 ,z) dans le membre

de gauche de (6.5). 217



Cas d’un gaz parfait
(Tourbillon m=1)

Les N atomes ne sont pas condensés dans |'etat
fondamental |n_= 0, n, = 0, n, = O>, mais dans la

superposition linéaire

1
—=|n, =1 n, =0, nZ:O>+—

V2 V2

dont la fonction d’'onde s’écrit (voir T.87)

(ﬂ-GOJ_ )_1/2 (72'(702 )_1/4 ﬁ(x + iy)e_’”f/zaoie—zz/%o?
0L

i
n. =0, n, = I, n, = O> (6.43)

(6.44)
comme |
x+iy=re”’ (6.45)

L'état (6.44) a bien un moment cinétique +7. Son énergie, par
rapport a celle du fondamental vaut

E = hC()L (6.46)
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Condensat a la limite de Thomas-Fermi

Si &y <R, le cceur du tourbillon a peu d’influence sur la
frontiere du condensat

Figure Vi-4 (6.47)
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Hierarchie des diverses longueurs

2

S 1 Mo M h%:h% <1 (648)

o., 8map, h 8 h’a p, 2u

1 - Ah’ /|

) I = H=80 Y, Lo M 9502

R _ /A _Ggl
C Mol & & (6:50)
2 2

G—Oziz—g«l (6.51)
L O

Gy Ko, <R, (6.52)
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Etude numérique

0.3

Gaz parfait

\

o
2

wave function
=
|_L

Condensat

sans tourbiIIV |

Condensat/ﬂ

avec tourbillon x (units of a,) Figure VI-5

Figure extraite de la référence 8
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Energie du tourbillon

Etude qualitative

Repartons de I'équation (6.40) et replacons dans cette
équation R par R,

Comme le nombre d’atomes par unité de longueur est de
, 2 \ L .

'ordre de 7 R| p,, I'ordre de grandeur de I'énergie par
atome dans un condensat de rayon R, avec un tourbillon
m=1 est

2
R
E = f ~Log — (6.53)
MRJ_ é:O

Cette énergie est évaluée par rapport a I'énergie du
condensat sans tourbillon.
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Comparaison avec le gaz parfait

Dans un gaz parfait avec 1 tourbillon m=1, chaque atome
a une energie supplementaire

(Ey)ep =ho, (6.54)

La comparaison de (6.53) et (6.54) donne

2
By, _ h 1, RL_ﬂLOg& (6.55)

~ 0g — =
(Eu)ep Mo, Ri 7 & R T4

Quand N croit, le terme en Log a une croissance
logarithmique en Log N alors que le premier terme décroit
en loi de puissance. Pour un condensat a la limite de

Thomas-Fermi, on a donc
Eat < ha)J_ (656)
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Expression analytique approchée
pour I’énergie du tourbillon
(a la limite de Thomas-Fermi)

(réference 12 )

Condensat piégé radialement, mais libre sur Oz

Dimension radiale : R
On suppose R, > &,
Il est commode alors de considérer 2 zones

distinctes, de largeurs difféerentes, et d'évaluer
séparement leurs contributions a I'énergie

e Zone 0<r <d avec {{<Kd<R,
e Zone d <r <R,
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Contribution de la zone 0<r <d

La densité spatiale n'a pas encore commence a
décroitre a cause du piegeage. Il est alors legitime
d'utiliser I'expression (6.40) établie pour un condensat
homogéne, a condition de remplacer R par d

E/L=mp,(7’/M)Log(1.46 d /&) (6.57)

Contribution de la zone d<r <R,

Par rapport au condensat sans tourbillon, I'énergie
nouvelle qui apparait est essentiellement I'énergie
cinétique azimutale

EZ/L:I;L27zrdrMp(r)vz(r)/2 (6.58)

En utilisant (6.9) pour v(r) et p(r)=p,(1-r*/R}),
on obtient
E,/L=mp,(#"/M)[(LogR, /d)-1/2]  (659)
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Résultat final
La somme de (6.57) et (6.59) donne :
E h’ 0.866 R,

—=1x p,— Lo
7 /OOM g £

(6.60)

Condensat également piégé le long de Oz

Longueur du condensat : 2 Z,

Si Z,> &), on peut appliquer le résultat (6.60) pour
les diverses tranches dz comprises entre Z, et -Z,

he oz 0.866 R (z)
E=r— dz p(z)Log (6.61)
M IZO &o(2)

avec

zZ

, ) 1/2 1
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Résultat final pour I’énergie du condensat

47 b 0.671 R,

E=—/——p 7 Lo (6.62)
3 Mpo o LOZ £
Nombre d’atomes
2 2
N=|dr p(r)=p d3r[l— L2 j
jar por=nfar[1-L-
87T 5
=—p. R Z
15 Fo Tt S (6.63)
Energie par atome
2
Eat=£=§ h 2 Logo.éﬂlg 6.64)
N 2 MR 2
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Stabilité thermodynamique
dans un piege tournant

Supposons que le piege contenant le condensat tourne
a la fréquence Q

Dans le reférentiel tournant a 2 ou le piege est statique,
Il faut ajouter a I'hamiltonien le terme —Q L_. Si le condensat

contient un tourbillon de moment cinétique +7, I'énergie
par atome change d’'une quantité —72Q

Alors que lI'énergie de lI'etat a 1 tourbillon est supérieure
a celle de l'état sans tourbillon quand le piege ne tourne
pas, elle peut lui devenir inférieure si

E-nQ<0 < Q>Q. =FE/h (6.65)

crit

L’état a 1 tourbillon peut devenir I'état thermodynamique
stable si la vitesse de rotation est suffisamment élevée
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Vitesse angulaire critique

Gaz parfait

Les equations (6.46) et (6.65) donnent :
Q.. =0 (6.66)

crit

L’état a 1 tourbillon devient I'état thermodynamique
stable si Q) est supérieur a o ,. Mais la force centrifuge
est alors supérieure a la force de piégeage.

E —hQ
Eat = th_r\

Figure VI-6

h()

heo, 229



Vitesse angulaire critique
(suite)

Limite de Thomas-Fermi
D’apres (6.56)

Q. <o, (6.67)

crit

et la difficulté précédente disparait

L’utilisation de (6.64) permet d'obtenir une expression
analytique pour la fréquence critique

E, 5 h 0.671 R,
crit — -~ 2 LOg
o 2 MR 3

at

(6.68)

qui peut étre comparée au résultat d'un calcul
numerique (voir la figure VI-7)
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Variations de la frequence critique avec N

1 I | ) I I
-
0.8 & -
_|_
3: K
G 0.4 = -
—
0.2 - -
0 | | ] | ]
0 2000 4000 6000 8000 10000
N
+ : Résultats d'un calcul numérique Figure VI-7

Courbe en traits pleins : expression (6.64)

Figure extraite de la référence 12
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Tourbillons quantiques
et modes propres de vibration

Peut-on détecter la présence d'un tourbillon quantique
dans un condensat par une modification des fréquences
des modes propres de vibration ?

Importance d’'une méthode spectroscopique pour
détecter et etudier les tourbillons.

Les mesures des frequences des modes propres de
vibration sont en effet assez précises.
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Plan

 Principe de la méthode

» Ordres de grandeur

 Calcul de la modification des fréquences de vibration
par la méthode des regles de somme (pour un
condensat a la limite de Thomas-Fermi)

« Calcul plus précis valable egalement pour les faibles
densités

« Etude d’autres géométries de pieégeage
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Principe de la méthode

Condensat ayant la symétrie de révolution autour de Oz
Frequence radiale o, et axiale o,

Considérons les 2 modes quadrupolaires de surface
m == 2, de fréquences

w, =w,(m=+2) 0. =w,(m=-2) (7.1

Déformations elliptiques tournant dans des sens
opposés avec des vitesses angulaires o, / 2 (voir T-42)

Ces 2 vitesses angulaires sont-elles modifiées par la
présence d’'un tourbillon d'axe Oz ?
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Principe de la méthode (suite)

En ’absence de tourbillon

Le systeme est invariant par renversement du sens du
temps. Il s’ensuit que

a)+ _ a)_ — a)Q (72)

Les 2 déformations elliptiques m = £ 2 tournent avec
des vitesses angulaires £ w, /2

Le mode en x?- )2 est une superposition linéaire des
modes m = £ 2 . La relation (7.2) entraine que ce mode
est un déformation quadrupolaire d’axes fixes et de
frequence o, double de la frequence de rotation des
ellipses.
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Principe de la méthode (suite)

En présence de tourbillon d’axe Oz

Le systeme n’est plus invariant par renversement du
sens du temps. Le champ de vitesses du tourbillon est,
suivant le signe de m, soit parallele, soit antiparallele au
champ de vitesses de I'excitation élémentaire m = + 2

W, —0_= 0w #*( (7.3)

La bissectrice de I'angle formé par les grands axes des
2 ellipses tournant dans des sens opposés a o,/ 2 et
®_/ 2 tourne a la fréquence angulaire

1(@ _a)j _ 9. "0 (7.4)
2\ 2 2 4
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Principe de la méthode (suite)

Mode en x’-y’ en présence d’un tourbillon

Superposition linéaire des modes m =+ 2

La déformation quadrupolaire ne vibre plus avec des
axes fixes, mais avec des axes qui tournent a la vitesse
(0,- ) /4, la frequence de vibration étant (o,+ ®_) /2

Expérimentalement, on introduit une déformation
quadrupolaire sur le condensat. On la coupe
brusquement et on observe I'évolution ultérieure du
condensat.
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Ordre de grandeur de 6 ®

ow v (7.5)

o~

9, C
o : Fréequence du mode quadrupolaire

v : Vitesse due au tourbillon

¢ : Vitesse du son

V= L 4 — f 7.6
2R M MR (7.6)
La circulation de la vitesse est quantifiée
y7;
C=,— 7.7
Y; (7.7)

u : Potentiel chimique
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Ordre de grandeur de 5 o (suite)

A |la limite de Thomas-Fermi

/.
%M w; R* = p 79
1 2u ¢
R = =
| o ,/ Mo, (7.9)
Par ailleurs
=W (7.10)
De (7.5), (7.6), (7.7), (7.10), on déduit alors
b0 = 0,0 = oy = (7.11)
C M Rc M R
L’équation (7.6) montre que le 7/ apparaisant dans (7.11)
est le moment cinétique ¢ _ du tourbillon. Donc
Oow = KZ 5 (7.12)
M R
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Remarque

Les calculs précédents permettent aussi de comprendre
pourquoi les fréequences des modes propres de
vibration (voir cours | et Il) ne dépendent que des
frequences propres du piege et non des interactions
(décrites par la longueur de diffusion a) et du nombre N
de bosons. On peut en effet ecrire la relation de
dispersion

a)~cq~£ (7.13)
p .

ou c’est la vitesse du son, et ¢g le vecteur d’'onde, de
I'ordre de l'inverse du rayon R
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Remarque (suite)

La relation (7.9) montre que ¢ /R ne depend que de o,

compte tenu de la relation (7.8) entre R et p.

On peut aussi utiliser les relations (6.29) et (6.41) du
cours 1998-99 (pages VI-8 et VI-9)

/5
=1 (15ﬂj R=0, (15ﬂj
2 o, o,

avec

:\/h/Mwo

Comme c est proportionnel a u'2, le numérateur et le
déenominateur de (7.13) ont la méme dépendance en
(a N)'5 qui se simplifie dans le rapport
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Opeérateurs excitant les modes m=+2

Sy —iwt

e +h-c

N
k=1

f, =(%£i y)z
Densités spectrales S, (E)

5.(B)=X|(v,

lyy > : état du condensat, d’énergie £, contenant ou
non un tourbillon

-+

\5E E,)

v, > : état excité, d’énergie E,
E .=E,—E,

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)
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Moments des densités spectrales

Définition

Dans ce qui suit nous desirons comparer les poids et
les frequences des modes m = £ 2

Plutot que de consideérer separement les moments
d'ordre p de S.(E) et S_(E) nous introduisons les
quantités

m:=[dE E’[S, (E)+S_(E)]
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Etude de m

Expression en fonction de la valeur moyenne d’un
commutateur

m ,=(y, v, ) (7.20)

[FLE ]

Démonstration de (7.20)

Etude de m

Comme F+ commute avec F' I'équation (7.20) entraine

m =0 (7.21)
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Hypothese de 2 transitions prédominantes

Supposons qu'une seule transition de frequence @,

A

(respectivement @_), épuise les regles de somme sur F

+

(respectivement F )
S(E)=c'0(E-hw,) (7.22a)
S(E)y=c6(E-hw.) (7.22b)

o* : "poids" de la transition o,

o . "poids" de la transition o_

Hypothese d'autant mieux veérifiee que l'excitation est
plus collective, c-a-d que N est plus grand.
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Conséequence de cette hypothéese

Le report des équations (7.22) dans (7.19) donne
m,=0 —0
m =0 ho, +0c ho.

— 2 2 - 32 2
m,=0 h"w. -0 h”

Le résultat (7.21) montre alors que
o =0

Les 2 transitions a o, ont méme poids.
On déduit alors de (7.24), (7.25), (7.26) que

(7.23)
(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)
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Intérét de la méthode des moments

Comme tous les moments, m , et m | peuvent étre mis

sous la forme de valeurs moyennes de commutateurs dans
I'état fondamental du systéme.

Ces commutateurs peuvent étre calculés exactement a
partir des relations de commutations canoniques

Si ’nypothese des 2 transitions prédominantes est
valable, le rapport m ;/m | permet alors d'accéder a
'écart de fréquence entre les 2 modes m = =2
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Etude de m

Expression en fonction de la valeur moyenne d’un
commutateur

mi= (| £ LALE ]l 729
Démonstration de (7.28)

(EJAE|=FAF+EAF -FEA-AEFE
<‘//o ‘[F—a[ﬁaﬁ+ﬂ‘@”0> -
3w B v +[(w, £ v |

_E Z{‘ v, | B |wo)| +|w, F—‘Wr}

=2 (E, - E)| [, |£.vo)
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Etude de m | (suite)

Calcul de la valeur moyenne du commutateur

N T 22
H=;B;4 m(f,)} 3 2280 (7=7)
Vot (7)=5 [0 (57 4 37 + 0227 (7.29)

Les seuls termes de H ne commutant pas avec F. et F’
sont les termes d’énergie cinétique

Résultat du calcul de m |
. S8N# ,,. 8N ,, .,
mi=— <71>0= v (£ +9 >0 (7.30)
( ), : valeur moyenne dans la fonction d'onde ¢, (7)
(normée a 1) deécrivant le condensat
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Etude de m

Expression en fonction de commutateurs

SB[ T o

Le commutateur multiple apparaissant en (7.31) donne
naissance a 3 types de termes

FERF, FHF Termesen E;
AFFEA, HEFH Termes en E;
HFHF HF AF FHFH FHEFH Termes en £ E,

Le regroupement de ces termes permet de faire apparaitre
(E,~E,)", puis m
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Résultats du calcul des commutateurs

16H°N
(%

16h3N<
M?

m, = £p, = 9h,), =

Résultat final pour o, -o.

Le report de (7.30) et (7.32) dans (7.27) donne finalement

2 .
W, -0 = M<ri> <€Z>0 (7.33)

réesultat en accord avec l'ordre de grandeur calculé en (7.12)
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Cas d’un gaz parfait

Motivations de cette étude

Le calcul des frequences des modes de surface m=+2
et —2 pour un condensat de bosons sans interactions
possedant un tourbillon est simple et peut étre fait sans
approximations

Les résultats obtenus permettent de tester ’hypothese
des 2 transitions prédominantes faite plus haut quand
le condensat n'est pas a la limite de Thomas-Fermi et,
eventuellement, de la compléter.
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Quanta circulaires droits et gauches

Seuls, les degrés de liberté transverses sont a considérer.
Les éetats a 1 particule sont donc les états d’'un oscillateur
harmonique isotrope a 2 dimensions qui peuvent étre
classes par les nombres quantiques n, et n, ,nombre de
quanta circulaires droits et gauches (réef. 18 )

a; =(a; +ia’) /N2 ;d;:(d;—id;)/\/z

.

\ddz(dx—zdy)/\/z ﬁg=(dx+idy)/\/§ (7.34)
) T |

Ho=ho, (ad Ga Tl 2j (7.35)
L, =n(aja,-a;a,) (7.36)
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Etat du condensat

0,.1,)=n, 0.1, =1)

Expression des opérateurs x tij

) 7
Op1 =
)
A+
g+ad
=+ A
g+ad

Tous les bosons sont condensés dans |'état le plus bas
de moment cinétique +/ c’est-a-dire dans I'etat

(7.37)

(7.38)

(7.39)
(7.40)
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Excitation des modes m =+ 2
a partir de I’état a un tourbillon

345 04 2,,1y 14524 0,, 3,
\ /
2,,04 14514 0,, 2,
V4
14504 _0:’1_d Figure VII-1
V4
0,,04
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Transition excitée par f,

()%+ij/)‘0g,l> O'OL(CZ +ad) >
=0,,720,,2,) (7.41)

7)[0,.2,) =05, V2 (a5 +4,)|0,.2,)
_UOJ_\/—‘O 3> (7.42)

Une seule transition est excité par f,

Frequence : 0,=2 o, (7.43)

Poids : 60‘3L (7.44)
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Transitions excitées par f

(xny)\og,ld} =0, (a; +ad)\og,1d>
=0y, (|1,.14)+(0,.0,)) (7.45)

£10,,1)=(2+i9)’|0,.1,)
- Ggl (d; +dd)(‘1g’1d>+‘og’od>)
=00, | V2 [2,.1,)+ (1+ 1) [1,,0,)] (7.46)

2 états finals possibles

2 transitions de frequences différentes peuvent étre
excitées par
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Fréquences et poids des 2 transitions
pouvant étre excitées par f

. Etatfinal  |2,,1,)
Fréquence o, =20, (7.47)

, _ 4
Poids O, =200,

. Etatfinal |[1,,0,)
Fréquence @, =0 (7.48)
Poids ... =40,
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Ameélioration de I’hypothese des 2
transitions prédominantes

Quand les interactions sont faibles, il n'est donc plus
légitime de considérer qu’une seule transition épuise la
regle de somme sur S (E)

Une approximation meilleure que (7.22) consiste donc
a poser

S (E)=c'6(E-hw,)
S (E)=0,6(E-hw,)+04.0(E-hoy,,) (749

et a essayer de determiner les parametres
apparaissant dans (7.49) a partir des moments
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Moments d’ordre supérieur

Les 3 moments calculés plus haut ne sont plus suffisants
pour déeterminer les frequences et poids des 3 transitions
intervenant dans I'équation (7.49)

Trois moments supplementaires doivent étre calculés pour
avoir suffisamment d’équations permettant de determiner
les 6 inconnues des équations (7.49). Leur expression,
tirée de la référence 15, est donnée ci-dessous

. l6h'e’ (Egpy)
mi =— ¢N<rf> 1+<Ep0:>

e = 647w 2N<z > (7.50)

(B

| {Ew) 16(E)
261
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Etude numeérique

Principe

A partir de la résolution numérique de I'équation de G-P
indépendante du temps décrivant le condensat a I'équilibre, il
est possible de calculer les valeurs moyennes des énergies
cinetique transverse, potentielle transverse, et d'interaction
apparaissant dans les equations (7.50). Ce calcul est fait
pour diverses valeurs du parametre y_,,q Caractéerisant
I'importance des interactions (voir T-14, Eq.1.24).

Le report de ces résultats dans les équations (7.50) donne
alors les valeurs des 3 nouveaux moments.

6 equations analogues a (7.23), (7.24), (7.25), peuvent alors
étre écrites avec le choix (7.49) des densités spectrales.

A partir de ces equations, les fréquences et les poids des 3
transitions apparaissant dans (7.49) peuvent étre détermineés.
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Résultats

(pour un
condensat
sphérique)

Etude numeérique (suite)

20 -
k\\\{lj
-k'| -
S 1) ]
[“JS,'I D
o — . .....
; Il mdnwn
=
ot
, (a)
(.5 o
=
o
-
&
@
0

100

Figure VII-2

N"‘]f‘]hn

Figure extraite de la référence 15

Xcond
|
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Commentaires sur la figure VII-2

Les résultats concernant w'™" et 0" ne sont pas reportés
sur la figure car le poids de cette transition devient tres
rapidement négligeable quand x4 croit.

Des que y..nq atteint des valeurs de I'ordre de 100, les
poids des 2 transitions restantes deviennent egaux et
leurs frequences trés proches des valeurs

wi:wL\/Ejzéw/Z (7.51)

ou dw est en accord avec le résultat (7.33). Ces valeurs
asymptotiques sont représentées par les lignes en
pointilles de la figure VII-2. La courbe en traits tirets est la
frequence des modes en I'absence de tourbillon

L'approximation des 2 transitions prédominantes est donc
tres satisfaisante, sauf pour x4 tres petit
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Etude d’autres géeomeétries de piegeage

Condensat contenu dans un récipient de forme torique

R>d

Figure VII-3

Probleme analyseé dans la référence 17

a partir de la théorie de Bogolubov
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Problemes abordés

- Un tourbillon m=1 correspond a un mouvement de
rotation d'ensemble du condensat a la vitesse

h

" MR

-Les modes m = = 2 sont des modes de compression
longitudinaux (phonons), de forme elliptique, donc de
longueur donde 2t R /2 =n R, se propageant a la

vitesse ¢ du son
En I'absence de tourbillon

v (7.52)

0, =0 =2rs =25 (7.53)
A R

- Pour étudier la modification de ces fréequences due a
la présence d’un tourbillon, la méthode des moments
Introduite plus haut est directement applicable
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Expression des divers opeérateurs

Hamiltonien non perturbé

Se reduit au terme d’énergie cinétique

A N o~ ~ h 0

HO - Zizl ho (l) ho - 2MR2 @@2 (754)
Dans cette expression R est considére comme un nombre
car seul le mouvement azimutal est excité
En fait, il s’agit d’'un probleme a une dimension, ou la

seule variable est la variable ¢
Opérateurs d’excitation des modes m =* 2

(x+ip) = R*™" (7.55)
Ici R est un nombre. On peut donc prendre
Eo=3" 1.00) f. = (7.56)
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Quelques commutateurs utiles

lls interviennent dans I'expression des 3 premiers moments

gt |2yt (7.57)
do
+2igo:| _ d d , eizl'gp :|+|:i, eiZi(o :|i
de| de do do
=L Ma2 04 [22i 0]
do - do
—4e? 145070 4 (7.58)
do
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Calcul des 3 premiers moments

Calcul de m,

m, = N<[f, A+ ]> = N<[ez“”, e+2””}> =0 (7.59)

Calcul de m/

2 2 2
|:h09f+j| — _ h ; d —, e+2igo — Zh - e+2i¢) _l-e+2ig0 £
DM R*| do M R do

— 2 [
f_,|:h0,f+:|:|= 2h e_2i¢,€+2i¢—i€+2i¢ i:|

MR*| do
8—21'(0 e+2i¢) _l-e+2i(0 i — 1 _l- & . e+2i(p l—l i e—2igp — 2
- do_ dg dg
On en déduit AN
_ £\ h £ _ 7.60
- N<[f,[h0, ﬂ> . (7.60)
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Calcul des 3 premiers moments (suite)

2
WAL P
- @

f—a h0:|= 2 |:€21(p +i€_2l(p d£:|

Calcul de m,

- MR?

Comme

on en déduit

e = OV (7.) (7.62)
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Expression de I’écart de fréquence

Comme plus haut, faisons I'approximation des 2
transitions predominantes.

On peut alors utiliser I'équation (7.27) et obtenir, compte

tenu de (7.60) et (7.62) :

. —Q _lmz_
T homf
artt)_a(i)
47’ M R’
M R*

expression qui rappelle beaucoup (7.33)

(7.63)
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Discussion physique

Le raisonnement utilisé plus haut pour calculer l'ordre de
grandeur de dw s’applique ici de maniere quantitative,
car R a une valeur bien définie.

Le déplacement de frequence de chaque onde s’écrit,
compte tenu des expressions (7.52) et(7.53) de v et ®
S = w, —w_

2

_w2_2c h B 2h
¢c RMRc¢c MR

(7.64)

On retrouve exactement le méme résultat qu'en (7.63)
(pour un tourbillon m=1)
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Modes propres de vibration d’un gaz
classique d’atomes piégeés

- Atomes pieges dans un potentiel harmonique

- Gaz classique (pas de dégenerescence quantique
cas d'un nuage thermique de bosons pour T>>T

- Etude des modes propres de vibration d’un tel systéme
* Fréquences propres

 Taux d’amortissement
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Deux régimes extrémes

1. Régime sans collisions

Le libre parcours moyen entre deux collisions est
beaucoup plus grand que la dimension du nuage.

L’atome oscille plusieurs fois dans le piege avant de
subir une collision.

2. Régime hydrodynamique

Situation opposée ou I'atome subit plusieurs collisions
pendant une période d'oscillation.

Un équilibre thermodynamique local peut étre atteint
en chaque point.
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Motivations d’une telle étude

Comparer le comportement du nuage thermique a celui du
condensat étudié dans les cours antérieurs

Ne pas se contenter de décrire le nuage thermique
comme un gaz parfait d’atomes

Tenir compte des collisions entre atomes et étudier
I'évolution des phénomenes quand on passe
progressivement du régime sans collisions au régime
hydrodynamique
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Methode suivie (réeférence 19)

 Partir de I'équation de Boltzmann décrivant I'évolution
de la distribution dans I'espace des phases sous |'effet
des collisions binaires entre atomes.

* En déduire I'équation d’évolution des valeurs
moyennes de grandeurs physiques reliées aux modes
propres de vibration étudiés.

» Ces valeurs moyennes sont en géneral couplées aux
valeurs moyennes d’autres grandeurs physiques.

Ensemble d’équations d’'évolution couplees qu’il faut
essayer de résoudre avec certaines approximations
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Plan

Equation de Boltzmann

Equation d’évolution des valeurs moyennes.
Grandeurs conservées au cours des collisions
Etude d'un premier exemple simple

Etude des modes ciseaux. Fréquences des modes
propres de vibration et taux d’'amortissement
Transition du régime sans collision au regime

hydrodynamique
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Equation de Boltzmann

Voir référence 20 et cours 1996-97 pages VI-1 a VI-4

Equation donnant I'évolution temporelle de la distribution
f(7,v,,t) dans I'espace des phases

0 , . - S e = l = N
Ef(ravlat)+U1'VFf(r>v1>t)_ﬁ(vF Vext(r))'(vﬁjf(ravlat)) -
Leg [f] (8-1)
Lo [£1= 32 [°Q &0, |6, =3[ [£ @S @)~ £ G)S@,)]

(8.2)
Collision v, +v, > v, + 7,
o, =8ra’ : section efficace
Q' : angle solide dans la direction de 7/ — 7,
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Description de la collision dans
le systeme du centre de masse

Fig. 2, p. VI-2 du cours 96-97 avec les notations de la référence 19

C': Vitesse du centre de masse

V =v, —v,: Vitesse relative

avant collision

V'=1v —uv,:Vitesse relative

apres collision

i=cl soeV

2 2
5;=6+V7' v, =é—%'
-

U

Figure VIII-1
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Remarques

Nous utilisons ici les notations de la référence 19

Par rapport au cours 1996-97

« La collision est décrite par les vitesses et non par les
Impulsions
* La collision intervenant dans I__, est
v, + v, > U+,
au lieu de
Pst Py — Pt D,
e f(¥,v) est normalisée a N, alors que c'était
f(?,p’)/iﬁ gui avait cette normalisation
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Evolution des valeurs moyennes

Grandeur physique y(7,v)

<Z(7,?7,t)>=%Id3rd3vz(7,6)f(;7j,t) (8.3)
d

L 1 .. 0 .. _
(G 0.0)=— [drdv 2 (F5) - fFT.0 gay

Reportons (8-1) dans (8-4). Les termes de la premiere
ligne de (8-1) se transforment aisément par intégrations
par parties. On obtient ainsi

S~ (59 ) (97 (7. 2) =

O
‘(E“‘&m 5)

282



Evolution des valeurs moyennes due aux
collisions

d _i 3,13 = i )
(E<Z>j _de rd’v, y(7,v,) [atf(ravlat)j

coll

0 ., .
—f(r,v,,t -
(atf( 1 )jcoll

youl K8 S A TSI P CAVACARNAGAVACA) 8.7)

coll (86)

d 2 3 3 3
—(y d°Q"d’r d'v, d’v, x
[dt< >jcoll 47Z-NI | 2

xx(7,9)) [0, = 0,| [f @) S (@) = [(5) ()] (8.8)
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Autre expression équivalente a (8-8)

L’équation (8-6) peut étre réécrite sous la forme

d 1 5
dr =—| d'r dv, 7 (7,5,)| — f (7,0 8.9
(dt<Z>j NI d’r d'v, y( ,vz)Latf( ,vz,t)j (8.9)

coll coll

c-a-d encore, en permutant les indices 1 et 2 dans (8-7)
et en reportant I'expression ainsi obtenue dans (8-9)
[Notons que Q' ne change pas dans cette permutation]

(%<;{>] 47[NJ- d°Q’ d’r d’v, d’v, x

coll

x (7,0, [0, =6, |[ £ (@) f(55) = £(5) f(@,)] (8.10)

Notons que 49,,7,,7;,7, ont les mémes valeurs dans les
termes a intégrer de (8-8) et (8-10)
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Utilisation des symetries des collisions

* Invariance par renversement du sens du temps. Si
U, + 0, = U +0, (8.11)
est une collision possible, il en est de méme de :
(-3))+ (=05 ) = (-9, ) + (-7, (8.12)

* Invariance par réflexion d’espace. Si la collision (8-12)
est possible, il en est de méme de :

R
v, + U, >+, (8.13)

* On a par ailleurs [voir équations (6-5) et (6-8) du cours
1996-97]

d’v] d’v) =d’y, d'o, (8.14)
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Autre expression équivalente a (8-8)

Considerons la collision (8-13) et réeécrivons (8-6) sous
la forme

d _ 3. 43 N
[EW] =y era 2 UI)EE]{(F’W)LH E19

coll

c-a-d encore en permutant U, et ¥, , U,et U, dans (8-7)
et en reportant I'expression ainsi obtenue dans (8-15)

d 2 3 3 3.7
Ly 420 & &) & x
[dt< >jcoll 47[ J 2

x 2 (7,0)) |0, =G| [ f (@) f(0,) = f(@)f(5;)] (816)

La encore, ce sont les mémes valeursde U, ¥, U, U,
qui apparaissent dans le terme a intégrer de (8-16)
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Autre expression équivalente a (8-8) (suite)
L’utilisation de (8-14), de

‘ful —0,| = |V — 7,

(voir Fig VIlI-1) donne alors
d o ,
[E<Z>j H = 47ZON'[ d’Q’ d’r d’v, d’v, x
x 2 (7,0)) |0, =4 |[f (@) S (0,) = £ (@) f ()]
Un calcul analogue donnerait
d
[a<;{>j = 47[ Isz d’r d’v, d’v, x

, =[S @) @) = f@) f(0))]

- —>

x x(F,0,) |0

(8.17)

(8.18)

(8.19)
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Reécapitulation

Finalement, nous avons obtenu 4 expressions
différentes, mais équivalentes, pour la vitesse de
variation de la valeur moyenne d’'une grandeur
physique due aux collisions :

Equations (8-8), (8-10), (8-18) et (8-19). La somme de
ces 4 équations, divisée par 4, donne

(%<Z>j 167Z'N‘[ d’Q’ d’r d’v, d’v, x

coll

[ 1(F,0) + 2 (7,9,) = x(7,9) = x (7, 9)] %

x [0, =G |[ £ (@) f (@) = [ (@) f(©,)]
(8.20)
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Conséquence

Si la grandeur physique étudiée est conservée au cours
de la collision, c-a-d si

ndiud A

x(7,0)+ x(7,0,) = x(¥,0)) + x(¥,0,) (8.21)
alors

[%Ut >j =0 (8.22)

coll

Expression générale des grandeurs conservées

x(7,0)=a(F)+b(F) i +c(F)i (8.23)

Les collisions sont en effet locales et conservent 9, + v,
. . A 2 2 ’ .
(impulsion totale) de méme que v, +v; (énergie totale)
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Etude d’un premier exemple simple

Mode monopolaire dans un piege sphérique

VodF) = M 7 (8.24)

Pour étudier le mode monopolaire, il convient d’étudier
I’évolution de la valeur moyenne de

x(F0)=r" (8.25)
Dans I'équation (8-5) apparaissent
V.V,

ext

(F)=Maw, r (8.26)

V.r’=2F V.r’=0 (8.27)

Le dernier terme de (8-5) est nul car r* est conservé au
cours de la collision [voir(8-23)]
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Equation d'évolution de <r2>

Le report de (8-20) et (8-27) dans (8-5) donne, compte
tenu de I'annulation du dernier terme de (8-5)

%<r2> ~2(77) (8.28)

. : 2 . s o\ .
Comme I'évolution de <r > est couplée a celle de <r -v}, 1
X

)

faut étudier 'évolution de <
Equation d'évolution de (7 - ¥)
V. (7-7)=1 V. (7-7)=F (8.29)

[%(? : 6}] =0 (8.30)

coll

car 7 - U est une grandeur conservée. Finalement

%(fm — () -2 () (8.31)
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Equation d'évolution de <v2>

Il faut I'étudier car, d'apres (8-31), I'évolution de
(F-T) est couplée a celle de <vz>
)

S(v*)=20 (8.32)
0
(E@ﬂ =0 (8.33)

2 , .
car v~ est une grandeur conservée. On obtient

%@2} -2 2 (7-7) (8.34)

Il n"apparait pas de nouvelles grandeurs. On obtient un
systeme ferme de 3 equations couplées.
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Conclusion sur le mode monopolaire
dans un piege sphérique

Les 3 equations (8-28), (8-31) et (8-34) forment un
systeme de 3 equations différentielles linéaires
couplées, ayant une solution oscillante non amortie, de
fréquence.

® =2, (8.35)

Dans un piege harmonique isotrope, le mode
monopolaire de compression d’'un gaz classique n’est
pas amorti et garde la méme fréquence quel que soit le
regime de collisions.

Noter la différence entre le résultat (8.35) et celui
obtenu pour un condensat a la limite de Thomas-Fermi
(voir T-38, Eq. 2-1)
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Modes ciseaux
pour un gaz classique

Motivations de cette étude

Essayer de comprendre comment les modes ciseaux
d'un gaz classique évoluent quand on passe du régime
sans collisions (étudie dans le cours V) au régime
hydrodynamique

Pour cela, on va suivre la méme démarche que
préecédemment en étudiant I'évolution des valeurs
moyennes de grandeurs physiques liees au mode xy

Le calcul sera cependant plus compliqué que celui
présente plus haut car certaines grandeurs physiques
couplées a xy ne sont pas conservees au cours de la
collision
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Evolution de < xy >

- Comme dans le cours V, on prend

M
| 7[(03 (I+&)x’ + o, (1-¢)y'+ w’ zz} (8.36)

ext

de sorte que
VV/M={o;(1+&)x, oy(1-¢)y, o z| (8.37)

ext

- Comme le mode ciseaux est en x vy, il convient d’étudier
I’évolution de

X =XY (8.38)
Xy est conserve au cours des collisions [voir (8.23)], et
V.(xy)={y, x, 0} V.(xy)=0 (8.39)
- L’équation (8.5) s’écrit donc :
o o(xy)lot =(yg,) (8.40)
Xy =XV, + YU, (8.41)
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Evolution de <x v, + yvx>

Cette grandeur est elle aussi conservée au cours des
collisions et un calcul trés analogue au précédent donne

@<xvy+yvx>/6t:2<vxvy>—2a)02<xy> (8.42)
En plus de xy, on voit apparaitre une nouvelle grandeur
Xy =00, (8.43)
Evolution de < V. vy>

A la difference des precédentes, cette nouvelle grandeur
n'est pas conservée au cours des collisions et un nouveau
terme doit donc étre ajouté dans son equation d’évolution

(0(xa)101),, = deZQ d’r d’v, d*v,
Co 72-

—> —f

[14(7” 0) + X, (F0,) = 2, (F,0) — x, (7, 77;)]X
x [0, =G |[[ @) f (@)= (@) [ (©,)] (8.44)
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Evolution de <vx vy> (suite)

L’équation (8.5) donne

V.(v,0,)=0 V.(v,v,)={v,,v,,0} (8.45)
8<vxfuy>/8t =—-w, <xvy +yvx>—ga)§ <xvy —yfux>
+(0(vw,)/01) (8.46)
On voit apparaitre une nouvelle grandeur

Evolution de <x v, — yvx>

Cette grandeur est conservée au cours des collisions et
I'équation (8.5) donne

6<xvy—yvx>/8t:28a)§<xy> (8.48)
Il N"apparait plus de nouvelle grandeur physique. |l faut donc

essayer de résoudre le systeme d’équations couplées

(8.40), (8.42), (8.46) et (8.48) 297



Approximation sur le terme
décrivant I’effet de collisions

[l faut trouver une expression approchée pour le dernier
terme de (8.46)

A I'équilibre thermodynamique, la distribution de vitesses
est isotrope et
<,Ux,0y> _0 (8.49)

Si cette valeur moyenne n’est pas nulle, cela signifie donc
gue la distribution de vitesses n’est pas isotrope. L’effet
des collisions est de faire disparaitre cette anisotropie et
de la faire tendre vers zéro avec un temps de relaxation t
qui est de l'ordre de grandeur du temps entre collisions

Une approximation raisonnable consiste donc a ecrire

(@<vxvy>/§t)cou = —l<vxfuy> (8.50)

r
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Traitement plus précis

Un traitement plus précis, décrit en détail dans la reférence
19, consiste a postuler une forme particuliére anisotrope
pour la fonction de distribution f (« ansatz ») et a l'utliser
ensuite dans I'équation (8.44)

Au lieu de prendre une distribution isotrope en vitesses, on
prend une distribution contenant une deformation en v, v,

exp{—MfU2 /2kBT} = exp{—M [fuz +avxvy}/2kBT} (8.51)
ou o est un parametre sans dimension

A l'ordre le plus bas en a (faible anisotropie), la fonction
de distribution f peut étre réécrite

fﬁﬁw—ﬂﬁﬁwb—a

ou f, est la distribution d'équilibre

Muv v

yj (8.52)
2k,T

299



Traitement plus précis (suite)
Calcul de < v, vy>

Avec la nouvelle fonction de distribution (8.52), on obtient
<vx fuy> =—a (M /2k,T) <vi fui >O (8.53)

car le terme d’ordre O de (8.52) donne O
< >, : Valeur moyenne a I'equilibre

La factorisation de f, a I'équilibre et le theoreme de
I’équipartition de I'énergie donnent alors

(viv}) =(k,T/IM) (8.54)
de sorte que
< o8 vy> =—a k;,T/2M (8.59)

|| apparait ainsi clairement que la valeur moyenne de
v, v, est proportionnelle au parametre o caracterisant

I'anisotropie de la distribution de vitesses 300



Calcul approché du temps de relaxation

Reportons (8.52) dans (8.44). On obtient I'équation

1
(6<vxvy>/§t)cou =aK = —;<fuxvy> (8.56)
ou I'on a utilisé (8.55) et posé
1 2M
— = K (8.57)
T kT

Dans (8.57) K est une intégrale multiple qui peut étre
calculée analytiquement

Pour les détails d'un tel calcul, voir I'appendice de la
réeféerence 19. En fait, cette référence étudie, non pas les
modes ciseaux, mais les modes quadrupolaires d'un gaz
piégeé dans un potentiel de symetrie cylindrique. Mais le
principe du calcul est le méme que celui considére ici et
on peut montrer par des arguments de symétrie que la
valeur de t est la méme
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Expression obtenue pour t

Le calcul explicite de l'intégrale multiple apparaissant
quand on reporte (8.52) dans (8.44) conduit a

5

t=— 8.58
7/(:011 ( )

ou v, est le taux de collisions élastiques donne par
~ n(0)v, o,

]/coll o 2 (859)

n(0) est la densité spatiale au centre du piege et

c,=8ra’ vy =8k, T/ M (8.60)

la section efficace de collision €lastique
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Récapitulation

Le report de I'expression approchée (8.56) dans (8.46)
donne le systeme suivant d’équations couplées

8<;(1>/81 = <;(2>
@<;{2>/5t =2 <Z4>_2a)§ <Zl>
0(1:)/01=2¢ 0y (1) (8.61)
0(xs)/ 0t ==y (1y)=c 0y (1:)— (1)
Cherchons une solution de (8.61) de la forme
(x:)=c exp(io?) (8.62)

Les equations (8.61) deviennent
o, =c,

iwc, =2c, —2w,c
ioc,=2ew,c, (8.63)

: - 2 2
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Fréequences propres des modes ciseaux

Le systeme d’équations (8.63) n'admet de solutions non
nulles que si le déterminant correspondant est nul. On
obtient ainsi I'eéquation
a)4—4a)§a)2+4520)§+2( 2—2&)5)20 (8.64)
iT

qui donne les fréquences propres des modes ciseaux

Régime sans collisions (limite ® t— «)
le second terme de (8.64) est negligeable.

Régime hydrodynamique (limite  t— 0)
le premier terme de (8.64) est negligeable.
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Régime sans collisions

L’équation
' —4o, @ +4&w0; =0 (8.65)

donnant les frequences des modes dans cette limite a 2
racines

Oge) = O, + O, = O [\/1+5 +\/1—5] (8.66)
a)SC2:a)x—a)y:a)o[\/lJrg—\/l—g] (8.67)

On retrouve les résultats obtenus dans le cours V pour
un gaz parfait

Notons que ces racines sont réelles. |l n'y a aucun
amortissement.
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Régime hydrodynamique

Il faut maintenant utiliser 'équation

oo’ -2a;)=0 (8.68)

qui a 2 racines
Oy = 02 (8.69)
Oyp, =0 (8.70)

La également, il n'y a pas d’'amortissement
Finalement, I'équation (8.64) peut étre réécrite

(0" 03 [0~ 0k ]+ [0 = 0y [0 = 0} ] =0
(8.71)
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Régime intermeédiaire

Etudions I'évolution du mode propre de vibration passant
de oy, a® 45, quand t tend vers 0.

Supposons ¢ tres petit de sorte que

WD =2 Wy (8.72)
Par ailleurs

Dypy = Opp, (8.73)

Quand w varie de w,-, a w,,,,, on peut alors, compte tenu

de (8.72) et (8.73), negliger 6<)§C2 et coi,m devant @’ dans
(8.71) qui devient

1

2 2 2 2

WO — Wy +—— ( — a)HDl) =0 (8.74)
T
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Régime intermédiaire (suite)

L’équation (8.74) peut étre réecrite

> l 2 I
2 (1 — j = Wge) — Wyp)
T

T
=1 : 2 L (o 2 8.75
= | 1= |Wse; =\ Wpyp| — Wy (8.75)
T T
c-a-d encore
2 2
@ — Q)
C()2 :wécq + HDI1 : SC1 (8 76)
l+ior '

Quant t décroit de I'infini a zéro, on retrouve bien que ®
varie ® ¢-; a8 Oy,

On constate aussi que le taux d’'amortissement n’est plus

nul dans le regime intermédiaire.
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Taux d’amortissement

Séparons les parties réelle et imaginaire de o

o=w, +il (8.77)

Le report de (8.77) dans (8.76) donne (si w. > 1")

2 2
T —Q
== SC1 HDI1 3.78
2 1+ (a),,f)2 (8.76)

Le taux d'amortissement, nul pour t infini, croit quand t
decroit, passe par un maximum pour o, t de l'ordre de 1,
puis decroit de nouveau et s'annule quand t s’annule.

Si I'on porte, en abscisses o, , en ordonnees I" on obtient
une courbe dont I'allure est représenteée sur la figure VIII-2.
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8

OHp1

Figure VIII-2

Wsc1
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Comparaison avec les résultats
d’un calcul de dynamique moléculaire

Dans la reférence 19, une expression analogue a (8.76)
est obtenue pour la frequence des modes m=0
(monopoble-quadrupble) dans un piege a symétrie
cylindrique.

Les figures VIII-3 et VIII-4 donnent les variations avec t
des parametres I" et o, définis en (8.77) (Courbes en
traits pleins des figures).

Les points avec barres d’erreur représentent les résultats
d’'un calcul numeérique basé sur une simulation de
dynamique moléculaire portant sur N = 2 x 104 atomes.
Le tres bon accord donne confiance dans les
approximations a la base de la dérivation de (8.76)
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Figure VIiI-3
[extraite de (19)]
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Figure VIli-4
[extraite de (19)]
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Modes de vibration d’un gaz de bosons piégeés
Limite hydrodynamique pour T > T

Systeme étudié

« Gaz de bosons piégés dans un potentiel harmonique
On tient compte de la statistique de Bose

* Le systeme n’est pas condensé
T>T (9.1)

 Le taux de collisions est tres élevé

Y S0 < or<l (9.2)

de sorte qu'un équilibre thermodynamique local peut
étre atteint en tout point
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Motivations de cette étude

 Le cours précedent etudiait un gaz classique. Ici on
essaie de tenir compte de la statistique de Bose-Einstein.
Quels sont les modes de vibration du nuage thermique qui
en dépendent ?

* Le cours précédent ne preécisait rien sur le champ de
vitesses. Peut-on calculer sa structure et la comparer a
celle du champ de vitesses des modes de vibration du
condensat ?

* Interét d’etudier en détail la limite hydrodynamique qui
semble pouvoir étre observee sur de nouveaux systemes
(He métastable)
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Méthode suivie

(références 22 et 23)

Partir de I'équation de Boltzmann avec une fonction de
distribution décrivant un equilibre thermodynamique
local caractérisé par

. une température locale T (7,t)
. une vitesse moyenne locale 7 (7,?)
. un potentiel chimique local y(7,t)

ayant des valeurs tres peu différentes des valeurs
a I'equilibre
T,, 9,=0, u,(F)=pu-V, (F) (9.3)

5 fonctions inconnues a determiner
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Méthode suivie (suite)

- Ecrire les équations d’évolution de 5 grandeurs
physiques conserveées au cours des collisions
* Densité locale de particules
* Densité locale de courant
 Densite locale d’énergie cinétique
- Deduire de ces équations une équation aux derivées
partielles pour le champ de vitesses correspondant

au mode de vibration étudie.
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Plan

- Exemples de grandeurs locales
- Equation de Boltzmann incluant les effets de la statistique
- Lois de conservation locales
- Dérivations d’'une eéquation aux deérivées partielles pour
le champ de vitesses

- Etude de quelques modes propres de vibration
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Equilibre thermodynamique local

Equilibre atteint a la limite hydrodynamique

Fonction de distribution (statistique de Bose-Einstein)

1

[5—MT(7,0)] 2M — u(F.t) R
kT (7,t)

(9.4)

f(7,p,t)=

f: nombre d’'occupation d’'une cellule de I'espace des
phases de volume 4’

Nombre d N de particules dans I'élément de volume d*>r d3p

d’r d’ o
dN = P pf(r,p,t) (9.5)
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Equilibre thermodynamique local (suite)

Déviations par rapport a I’équilibre complet

(aucune mode de vibration excite)

T(F0)=T, + ST(7.1)

CU(F,t)=0 + 59 (F,¢)

(1 (Fot) =y (F) + 6 u(F.1)
1o (F) = 1=V (F)

Fugacite

(9.6a)
(9.6b)

(9.6¢)
(9.7)

(9.8)
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Quelques valeurs moyennes locales

1 - Densité spatiale locale n(7,¢)

n(7,1)= (Mh [ d&p £ (7.p.1) (9.9)

Utilisons (9.8) pour réécrire (9.4) sous la forme

_ =2 00
- ze op /2MkBT - , _€5p2/2MkB (9 10)
/= _Sp*2M kg T _Z |
1—Z€ P sl /=1
ou
S p(F,t)=p—M7uv(F,t) (9.11)

est la déviation de p par rapport a l'impulsion moyenne
MG (7,t)
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Densité spatiale locale (suite)

L’intégrale sur p de (9.10) est élémentaire et donne

n(7,t)= AG) 2, 2(7,1)] (9.12)
ou
A(F,1) :\/ 271 (9.13)
MkyT(7,t)

est la longueur d’'onde de de Broglie locale et

o0 Zf
g, (2) =) e (9.14)
/=1

|la fonction de Bose d’indice 3/2.
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2 - Courant local ;(7,¢)

—

L 1 -
](F,f)Z(zﬂh)3jd3P = (7.p.1) (9.15)

Utilisons (9.11) pour exprimer p en fonction de M ¥ et
o p. Comme la moyenne locale de ¢ p est nulle, on
obtient

j(F.0)=n(7,t)0(7,1) (9.16)

A l'ordre le plus bas par rapport aux déviations a
'équilibre complet [voir (9.6)], on peut écrire

—
o

7 (7.0) = n, (7)5 (7.1) (9.17)

ou n,(7) est la densité spatiale de I'équilibre.
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3 - Energie cinétique locale &(7,1)

2

1 p
e(7,t) = d’ 7, p,t (9.18)
(7.1) (27zh)3j p oS (F.pit)
Un calcul analogue au précedent donne
e(F,t)==Mn(7,t)v" (F,t)+ d 7, D,t (9.19)
(F.0) = M ()T () + s [ S0/ (7o)

Le calcul du second terme de (9.19) au moyen de (9.10)
est eélémentaire et conduit a

S (7 0) = M (7o) (7o) + 2k, T (7o) (7o) £22Z) @20
2 2 8312 (Z)
Le premier terme de (9.20), d'ordre 2 en 7, peut étre néglige
g(7,t)= ékBT(?,t)n(?,t)gS/z (2) (9.21)
2 8312 (Z)
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Intéret des valeurs moyennes locales qui
viennent d’étre introduites

Réécrivons ces moyennes locales sous la forme

-

n(7,t)=(5(F 7)) (9.22.a)
17 (7,0)=(8(F—7)p/M) (9.22.b)
& (7.0)= (6 (7~ 7) p*[2M) (922.0)

Ou la moyenne < > est globale (sur r et p) et definie
comme en (8.3)
1

<Z>:(27zh

Toutes les grandeurs apparaissant en (9.22) sont de la forme
(8.23) et sont donc conservées au cours des collisions. Le
terme de collision de I'équation de Boltzmann ne contribue
donc pas a leur évolution.

5 [d'r &'p 2 (7. p) f (7. p:t) (9.23)
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Structure de I’équation de Boltzmann

Analogue a (8.1). On prend ici les variables position et

impulsion au lieu de position et vitesse et 1/’ est
normalise a N

0 ... - Dl e ;fn = = . = .
[ (7.5.1) = —%fo(’”,ppt){VrVext (F)]-| V[ (7. prot) ]
1o (f) (9.24)
Pour tenir compte de la statistigue de Bose
f(B) f(B:)-f () () (9:25)

est remplacé dans le terme de collision de (9.9) par

~f (2) S (P)S (P)+1]LF (5) +1] (9.26)
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Grandeurs conservées au cours des collisions

Le changement de forme de (9.25) a (9.26), du terme
apparaissant dans l'integrale de collision ne modifie pas
la démonstration donnée dans le cours VIII pour les
grandeurs obeéissant a (8.21)

Pour toutes les grandeurs conservées au cours des
collisions, le dernier terme de (9.9), I _,, (f), ne
contribue pas a I'évolution des moyennes.

Pour obtenir I'évolution de n, j, ¢, il suffit donc de

multiplier les 2 membres de (9.24) par 1,p/M ,p* /2 M,
puis d'intégrer sur p, en ignorant le dernier terme, 7_,(f)
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Equation de conservation

Les intégrales sur p se calculent aisément (apres une
intégration par parties) et donnent a l'ordre 1 inclus en 4 (7,¢)

—n(7,t)==V-|n,(F)i(7,1)] (9.27)

S
o
A~

=)
N

U(F,t)=—|VP(F,t)+n(F,0)VV, ()] (9.28)

ext

9 (7.1) = —vE . (17’)17(17,1)}—110 (7) 5(7,1)-V V. (F) (©:29)

ou la pression P et g, (7)sont définis par
P(F,t)=2¢&(F,t)/3 (9.30)

N 3 2z
o (7)=2 &, T, ny (7) Be2l0)
2 83/2 (Zo)

(9.31)
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Interprétation physique

Equation 9.27

La variation de la densité d'atomes en 7 réesulte de la
compétition entre flux entrant et flux sortant.

Equation 9.28

Equation de la dynamique pour le mouvement du fluide
en 7 sous l'effet des forces de pression interne et de
piégeage.

Equation 9.29

Variation de la densité d'énergie en 7, due a une
compétition entre flux entrant et flux sortant et au
travail des forces de piegeage.
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Contraintes imposées par I'equilibre global

Pour un condensat a I'équilibre les densités locales de
particules et d’énergie sont constantes et la vitesse
moyenne locale est nulle.

Les équations (9.27) et (9.29) sont satisfaites.

Par contre, I'équation (9.28) donne une condition qui
doit étre satisfaite a I'equilibre

VP, (F)+n,(F) VV,  (F)=0 (9.32)

ext

Utilisons (9.8), (9.12),(9.21),(9.30) pour montrer qu'une
telle équation est bien satisfaisante a I'équilibre
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Démonstration de (9.32)

k,T,

P, (7)=2¢,(7)/3 = x "0 g0 (2,) Ay =A(T,)
2, (F) =exp{[u—V.,(M)]/ k,T, )
%O:ijTO V¥, (7)] zod%)g%(zoﬁg%(zo)
U, ()=~ & (2)[PVe ()]
==y (F)[ V.o (7)]
C.Q.F.D
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Equation aux dérivées partielles
pour le champ de vitesse

De (9.29) et (9.30) on deduit

%P(F,t):—g 1P,(7) 3 (7,0)]
=2 (7) D7)V, (7) (933

En prenant la derivee temporelle des 2 membres de
(9.28) et en utilisant (9.27) et (9.33), on obtient

My (7) L5 (70) = 29 (9-[B,(7)3 (7.0)])
Ot 3
+§ V (n, (7)5(7.0) YV (7)) (9.34)
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Equation aux dérivées partielles
pour le champ de vitesses (suite)

En utilisant (9.32) et le fait (démontré plus loin - voir T-22)
que Vn,(7) est parallele a VV_ (7), on peut dériver de
I'équation (9.34) I'équation suivante pour le champ de
vitesses

2
M7y = 2k, T, gs/zEZO) V[V -5 (7.0)]

0t 3 8312 Zo)
-V |9 (7,1)-VV, (F)] (9.35)
2

(voir T-335 a T-337)
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Démonstration de (9.35)

* Premiéere ligne de (9.34)
V[Rv]=VPR -5+PV-u

VR3] =3 V[VR 5]+ V[ R V7]

—29[3-VR, J+3(VR)(V-2)+ 1R ¥(V-7) (30
* Deuxieme ligne de (9.34). Utilisons (9.32)

29{n, 097} =29 (0.9 R) (937)

« Somme des deux premieres lignes de (9.34)

— — —

V|T-VR, |+ 5(VPO)(V-@) +§PO V(V-7)

(9.38)
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Démonstration de (9.35) (suite)

*Troisiéme ligne de (9.34)
Vo(n,0)= (V) T+n, V-

|:V nO ]V ext _|: VnO :'V ext +n0 ext)(ﬁ'@’) (939)
*Transformation du premier terme de (9.38)
V(0-VP )=V |ng-VV,, |

=—(0-VV, )V, —n,V(3-VV,,) (9.40)
. Vn, et VV_, sont paralléles
_ d _ d .
Vl’lo _ 13 g3/2 (ZO) VZO — 3ZO g3/2 (ZO) Vl/ext (941)
A, dz Ak, T, dz,
On peut donc écrire
(T-VV )V, =(T-Vn,)VV,, (9.42)
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Démonstration de (9.35) (suite)

En ajoutant (9.38) [ou le premier terme est remplacé par
(9.40)] et (9.39) et en utilisant (9.42), on obtient

M n,

2

U Ny
S20=3h V(V-7)
—n(ﬁ(ﬁ-?Vext)
-2 (V9) V., (9.43)

Il suffit alors de diviser les 2 membres de (9.43) par n, et
d'utiliser (9.30) et (9.31) pour obtenir (9.35)
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Cas simple d’un gaz homogene

Le potentiel de piegeage est alors nul et les 2 dernieres
lignes de (9.35) disparaissent.

L’équation (9.35) admet alors des solutions
longitudinales

v (7o) oo ke (9.44)

En reportant (9.44) dans (9.35) on obtient la loi de
dispersion des phonons

w=ck (9.45)
avec
e :§ kpTy &s) (Zo) (9.46)
3 M g,,(z)
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Vitesse du son dans un gaz de
bosons homogene

Gaz classique non dégénére (7> T, )

on a alors z; < 1 et par suite

8s/2 (Zo) = 8312 (Zo) = Z

de sorte que
kT,

M

2
class

5

2 =2

3
C’est la loi de Laplace

Gaz de bosons pres de la dégénérescence

On a alors z =1 et par suite

5 k,T. 1
2 _ - B0 g5/2( ) —0.51 Cczlass
3 M g,(1)

C

(9.47)

(9.48)

(9.49)
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Modes avec champ de vitesses
de divergence nulle

La premiere et troisieme ligne de (9.35) sont alors nulles

et on obtient :
2

M 0(7.1) = V| 5(7.0).VV, () (9.50)

Le seul terme de (9.35) qui dépend de la statistique (via
la fugacite z,) est le premier. Il s’ensuit que les modes
avec champ de vitesses de divergence nulle ont les
meémes propriétés que les modes d’'un champ classique,
que la température soit tres supérieure a T ou tres
proche de T

Il en est d’'ailleurs de méme des champs de vitesses dont
la divergence est spatialement uniforme, puisque le
premier terme de (9.35) est alors nul
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Exemples de tels modes

1 — Modes en Vr'Y/(0,¢)

dans un potentiel a symétrie de révolution autour de Oz
VP = M (@2 7 + 02 22) (951

Iyt . \ . 14 . ~
r'Y, est proportionnel a (x+zy) qui est un polynGme
harmonique de Laplacien nul. Donc, on a bien :

V.o cA(x+iy) =0 (9.52)
Montrons que le champ de vitesses
v(F,1) zei"”@(x+iy)€ (9.53)

satisfait bien (9.50) et calculons ®
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1 — Modes en Vr'Y/(0,¢) (suite)

De (9.53) on déduit les composantes de la vitesse

v=e"" ()H—iy)g_1 {1, i, 0} (9.54)
et de (9.51) celles du gradient de V,
Vew = M (0lx, @}y, 02| (9.55)
de sorte que :
VYV, ="Ml (x+ iy)f (9.56)

En reportant (9.54) et (9.56) dans (9.50), on obtient
~M @’ e ﬁ(xﬂ'y)g =—M/lw: e @(xﬂ'y)g (9.57)
équation qui est bien satisfaite si
O=w, Jr (9.58)
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Exemples de tels modes (suite)
2 — Modes en V'Y, (6, 9)

Le principe du calcul est le méme

r'Y ™ o (x+iy)€_1 z

qui est bien un polyndbme harmonique
v=e (x+iy) {((-1)z, i({-1)z, x+iy)}
iV, = e"“”M(eriy)g_1 Z[(E—l)a)i +a)22]

Le report de (9.60) et (9.61) dans (9.50) donne
—M @” e @()chiy)g_1 z=
—M[(ﬁ—l)a)i + a)f} e’ §(x+iy)f_1 z
équation satisfaite si
W :\/(é—l)a)ﬁ +’

(9.59)

(9.60)

(9.61)

(9.62)

(9.63)
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Comparaison avec un condensat

Etablissons I'équation equivalente a (9.35) pour un
condensat a la limite de Thomas-Fermi et piege dans le

potentiel (9.51)

Les équations hydrodynamiques linéarisées [voir (5.11) et

(5.12) par exemple] s’écrivent

B N -
S0P ==V.(p,0)=-1.Yp,~p, (V.5)  (9.64)
o _ -

avec
Py (F) ==V, (F)]/ g (9.66)

A partir de ces 3 equations, on deduit alors

v Lo =[50, ]+ [a - )(90)) @en
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Comparaison avec un condensat (suite)

Pour un mode de vibration du condensat avec champ de
vitesses de divergence nulle, le dernier terme de (9.67)
est nul et on obtient :

82

M—— 7= V[ VVM] (9.68)

équation qui coincide avec (9.50)
On en déduit le résultat important suivant : pour un mode de
vibration avec champ de vitesses de divergence nulle,
le champ de vitesses a la méme structure
e pour un gaz classique
e pour un gaz de bosons, méme proche de la degénéerescence
e pour un condensat a la limite de Thomas-Fermi

La raison profonde est que de telles vibrations se font a
densité constante et ne dépendent pas de la compressibilité

du fluide (voir cours ) 345



Mode monopolaire
dans un piege sphérique

Montrons que :

1ot —

v=e""T (9.69)
est une solution de (9.35) et calculons ®
Notons tout d’abord que :
V.i=3e"" #0 (9.70)
de sorte que le champ de vitesses (9.69) n'est pas de

divergence nulle. Par contre, le gradient de (9.70) est nul,
et donc aussi le premier terme de (9.35)

Par ailleurs, pour un piege sphérique de frequence o, et
pour le champ de vitesses (9.69)

VV. (F)=Maol7F (9.71)
.V,

ext

="M ] 1’ (9.72)
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Mode monopolaire
dans un piege spheérique (suite)

Reportons (9,69), (9,70), (9,71) et (9,72) dans (9,35).
Il vient :

M@’ e 7 =—4M w] &' 7 (9.73)

ce qui montre que (9.69) est bien une solution et donne :

0 =20, (9.74)

Ce résultat est bien cohérent avec celui démontré dans le
cours VIl (voir T-293), a savoir que le mode monopolaire
dans un piege spheérique n’est pas amorti et garde la
méme frequence, 2w, quel que soit le regime de
collisions
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Mode m = 0 dans un piege
a symetrie cylindrique

Dans un tel piege, | n’est plus un bon nombre quantique,
et le mode m = 0 (« monopdble-quadrupble ») est une
superposition des modes =2, m=0et|1 =0, m=0.
Cherchons donc une solution de (9.35) de la forme

o' @[a(xz +37 )+ ,6’22] (9.75)
La divergence de (9.75) est non nulle, mais le gradient de
cette divergence est nul, de sorte que le dernier terme de
(9.35) est nul. Les 2 autres termes de (9.35) se calculent

aisément, et on trouve que (9.75) est une solution de
(9.35) si a et 3 satisfont les eéquations

(200} —60°)+4 S o) =0
8aw’ + (160 —60°) =0

0]

(9.76)
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Mode m = 0 dans un piége
a symeétrie cylindrique (suite)
En écrivant que le déterminant associé au systeme (9.76)

est nul, on obtient une équation du second degré en »?
dont les racines sont :

% :%[Sa)i +4w’ i\/25a)j +16w! —32a)ia)f} (9.77)

Dans un piege tres anisotrope, ou
w, >0, (9.78)
la solution (9.77) de fréquence la plus basse est égale a
w=w~N12/5=155 w, (9.79)

Il est intéressant de comparer cette solution a la solution
correspondante pour un condensat a la limite de Thomas
Fermi. L’équation 2.8.b de T-45 donne

w=wm~N5/2=1.58 (9.80)
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