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Le cours de I'année 1986-1987 est le premier d’une série de deux cours
consacrés a I’étude de « diverses formulations équivalentes de I'électrodynami-
que quantique ». Le but poursuivi est de préciser les motivations qui sont 2
Porigine de ces formulations, de comparer leurs avantages et inconvénients
respectifs et d’analyser les éclairages physiques nouveaux qu’elles donnent sur
les processus d’interaction entre matiére et rayonnement.

Introduction générale

Le cours commence par des rappels généraux sur I'électrodynamique quanti-
que. Les variables dynamiques décrivant I'état des deux systémes en interac-
tion, le champ électromagnétique d’'une part, les particules chargées de I'au-
tre, sont précisées. Une attention particulicre est portée a I'identification des
degrés de liberté réellement indépendants du champ. On montre en particulier
que le champ électrique longitudinal n’est pas une variable indépendante dans
la mesure ou il peut étre réexprimé en fonction des coordonnées des parti-
cules. L’approche lagrangienne et hamiltonienne est également présentée, ce
qui permet d’introduire la notion de lagrangiens équivalents.

Le lagrangien standard

Le lagrangien le plus couramment utilisé en électrodynamique classique est
le « lagrangien standard » dont 'expression est donnée ainsi que la décompo-
sition en un lagrangien des particules, un lagrangien du rayonnement et un
lagrangien d’interaction. Aprés avoir vérifié que les équations de Lagrange
associées a un tel lagrangien coincident bien avec les équations de Maxwell
pour les champs et les équations de Newton-Lorentz pour les particules, on
étudie les symétries de ce lagrangien, et notamment son invariance relativiste
et son invariance de jauge.

I

Les difficultés du lagranglen standard txenncnt au falt qu’il ne contient pas
la dérivée temporelle du potentiel scalaire. Le moment conjugué du potentiel
scalaire est donc nul, ce qui rend impossible I'application de la procédure de
quantification canonique consistant 2 associer au couple formé par une varia-
ble dynamique et son moment conjugué deux opérateurs dont le commutateur

vaut ili. On expose alors deux solutions possibles A une telle difficulté.

Llectrodynamique quantique en jauge de Coulomb

La premiére solution consiste & éliminer le potentiel scalaire U du lagran-
gien au moyen dec I'équation de Lagrange relative 3 U, équation qui permet
d’exprimer U en fonction des autres variables dynamiques du champ et des
particules. On trouve alors que, dans le nouveau lagrangien ainsi obtenu, le
potentiel vecteur longitudinal A" n’apparait que dans une dérivée totale et
peut donc €tre choisi arbitrairement sans que la dynamlque du systeme global
ne soit changée. Le choix le plus simple consiste 4 prendre A|| nul, c’est-i-dirc
a choisir la jauge de Coulomb. Un autre avantage de ce choix est de faire
apparaitre Pinteraction de Coulomb entre particules, qui est prépondérante i
basse énergie, dans le lagrangien des particules.
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A partir du lagrangien en jauge de Coulomb, il est facile d’obtenir les
moments conjugués des diverses variables du champ et des particules, puis
d’en déduire 'expression de I’hamiltonien du systéme global ainsi que celle
des diverses grandeurs physiques importantes. La forme simple des équations
de Hamilton-Jacobi satisfaites par les coordonnées du champ et leurs moments
conjugués suggére également d’introduire des combinaisons linéaires de ces
grandeurs qui possédent la propriété importante d’évoluer indépendamment
les unes des autres en l’absence de sources. Ce sont les variables normales du
champ qui sont associées aux modes normaux de vibration du champ libre et
qui deviennent, lors de la quantification canonique de la théorie, les opéra-
teurs de création et d'annihilation de photons.

Formulation covariante

Une autre solution pour résoudre les difficultés liées au lagrangien standard
consiste a choisir un nouveau lagrangien, dans lequel apparaissent toutes fes
dérivées temporellies des variables du champ, de sorte que toutes ces variables
possédent chacune un moment conjugué. Ce nouveau lagrangien n’est cepen-
dant pas équivalent au lagrangien standard et il faut donc imposer une
condition supplémentaire pour sélectionner parmi toutes les solutions possibles
des nouvelles équations du mouvement celles qui satisfont aussi aux équations
de Maxwell. Une telle démarche, qui est utilisée dans les formulations
covariantes de I’électro-dynamique quantique, est exposé€e tout d’abord dans le
cas plus simple du champ libre ou du champ couplé a des sources extéricures.

On introduit pour cela le lagrangien de Fermi qui conduit bien aux
équations de Maxwell lorsque la condition supplémentaire de Lorentz est
imposée, et a partir duquel il est possible de calculer les moments conjugués
des potentiels, ’hamiltonien et les variables normales. La quantification cano-
nique de la théorie ainsi élaborée permet bien d’établir des relations de
commutation covariantes pour les opérateurs associés aux potentiels. Des
difficultés apparaissent cependant dans la construction de Vespace des états
quantiques du champ. Les relations de commutation covariantes conduisent en
effet 4 des états de photons scalaires de norme négative, ce qui est incomp/t'w
tible avec l'interprétation probabiliste de la mécanique quantique.



Une solution possible a la difficulté précédente est alors exposée. Elle

consiste a introduire une deuxiéme métrique (indéfinie) dans P'espace des états
quantiques et a renoncer & ’hermicité (au sens habituel) du potentiel scalaire,
ce qui n’est pas grave dans la mesure ou ce sont les champs ¢électrique et
magnétique, et non les potentiels, qui sont des grandeurs mesurables. On
montre alors que pour toutes les grandeurs véritablement physiques et pour
tous les états physiques, sélectionnés au moyen de la condition supplémentaire

de Y.orentz, l'interprétation probabiliste habituelle de la mécanique quantique
demeure valable.

Toute la démarche précédente est illustrée sur un exemple trés simple, celui
du champ quantique couplé a des charges fixes. Le déplacement de I'état
fondamental du champ est calculé, tout d’abord perturbativement puis de
mani&re exacte, ce qui permet de retrouver l’interaction de Coulomb entre ies

deux particules et de l'interpréter comme étant due a un échange de photons
scalaires entre les deux particules.

Transformation unitaire associée a un changement de lagrangien

Tout le reste du cours de cette année est consacré a I’étude de formulations
équivalentes de I’électrodynamique quantique construites a partir de lagran-
giens qui difféerent du lagrangien standard en jauge de Coulomb par la dérivée
totale d’une fonction des coordonnées généralisées du systeme champ +
particules. Le probléme général de la correspondance entre deux descriptions
quantiques construites a partir de deux lagrangiens différant par une dérivée
totale est donc analysé en premier lieu sur le cas simple d’un systéme a un
seul degré de librerté. On montre que les deux descriptions quantiques se
déduisent 'une de I’autre par une transformation unitaire. L’accent est mis sur
le fait que la méme grandeur physique n’est pas représentée par le méme
opérateur mathématique dans les deux points de vue. Réciproquement, le
méme opérateur mathématique n’a pas le méme sens physique dans un point

de vue et dans I'autre. L’équivalence des prédictions physiques des deux
formulations est démontrée de maniére générale.
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Transformation de Géppert-Mayer pour des particules dans un champ extérieur

Le premier exemple choisi pour illustrer les considérations précédentes
concerne des systémes globalement neutres de particules chargées localisées
autour d’un point et interagissant avec des champs électromagnétiques exté-
rieurs de grande longueur d’onde. Une telle situation est frégquemment ren-
contrée en physique atomique et moléculaire puisque les dimensions des
atomes et des molécules sont en général petites devant les longueurs d’onde
des rayonnements (optiques ou microondes) utilisés dans les expériences.
Dans le lagrangien standard, il est donc légitime de négliger la variation
spatiale des champs extérieurs sur [’étendue du systéme des particules
(approximation des grandes longueurs d’onde). L’interaction entre lecs parti-
cules et le _rayonnement ne fait plus alors intervenir que le moment dxp()lanc
électrique d du systéme de charges, le lagrangien d’interaction s’écrivant d A

(O t), ou A est le potentiel vecteur du champ extérieur é€valué au centre O
du systéme de charges.

La transformation de Goppert-Mayer consiste a, ajouter au lagrangien stan-
dard la dérivée totale de la for__l»c_:_gion e d.A. (O, t), ce qui conduit a un
nouveau lagrangien d’interaction dE e (O, t) décrivant le couplage du moment
dipolaire d avec le champ électrique E, du rayonnement. On étudie également
comment la transformation de Goéppert-Mayer change I’hamiltonien d’interac-
tion et remplace I’hamiltonien habituel en « A. p » (couplage entre le potentiel
vecteur A et I’'impulsion p des part:cules) par un nouvel hamiltonien c¢n
«ET» (couplage entre le champ électrique E et la position T des particules).

—

LEquivalence des points de vue A. p et E r. Hlustration sur des processus a un
o deux pllotons

Pour démontrer de maniére concréte [’équivalence entre la formulation
standard habituelle et celle associée a la transformation de Goppert-Mayer, les
amplitudes de transition sont calculées dans un point de vue puis dans l'autre
pour des processus d’absorption résonnante a un ou deux photons. L’égalité
entre les deux amplitudes est vérifiée par un calcul direct des éléments de
matrice de 'opérateur d’évolution.

Les avantages du nouveau point de vue sont illustrés sur l'exemple impor-
tant de la transition a deux photons 1 s — 2 s de l'atome d’hydrogeéne.
L’amplitude de transition apparait dans les deux points de vue comime une
somme de contributions relatives a4 chaque état intermédiaire. Bien que les
sommes des deux séries soient identiques, on montre que la série obtenue
dans le point de vue Erx converge beaucoup plus vite et permet d’obtenir un
résultat plus précis si on se limite 2 un petit nombre d’états intermédiaires.

La discussion précédente est enfin étendue a des processus non résonnants.
On montre que les processus non résonnants a un photon se rameénent



souvent a des processus résonnants a deux photons, ce qui permet de
résoudre plusieurs paradoxes et de corriger plusieurs erreurs rencontrées dans
la littérature au sujet de I’équivalence des deux points de vue pour le calcul
des formes de raie. La discussion est illustrée sur 'exemple de la transition
2s — 2 p de 'atome d’hydrogéne (transition de Lamb).

La transformation de Power-Zienau-Woolley

La transformation de Goppert-Mayer est limitée a ordre le plus bas en a,/
A (ou a, caractérise les dimensions atomiques et A la longueur d’onde du
rayonnement) et est relative 4 des rayonnements extérieurs dont la dépen-
dance temporelle est donnée. Ces deux restrictions sont levées par la transfor-
mation de Power-Zienau-Woolley qui permet d’obtenir un lagrangien d’inte-
raction contenant le développement multipolaire complet de ’'interaction entre
un atome (ou une molécule) et le rayonnement, considéré comme un systéme
ayant sa dynamique propre.

On montre tout d’abord qu’un systéme de charges localisées autour d’un
point peut étre décrit par des densités de polarisation et de magnétisation
auxquelles sont associés des courants de polarisation et de magnétisation. On
introduit également l'induction électrique qui est un champ transverse, coinci-
dant (a4 un facteur multiplicatif prés) avec le champ électrique total en dehors
du systéme de charges supposé globalement neutre.

La transformation de Power-Zienau-Woolley consiste & ajouter au lagran-
gien Etzxxldard en jauge de Coulomb la dérivée totale de la fonction — J d°
P(r).A (r), ou P(r) est la densité de polarisation et Al(r) le potentiel vecteur
transverse. Elle conduit a un nouveau la&,rar_m_gxen d’interaction faisant mterve—
nir le couplage de la densité de polansanon P(r) au champ électrique El(r) et
celui de la densité de magnétisation I\’I(r) au champ magnétique B(r) Le
développement multipolaire de !'interaction en découle immédiatement, de

méme que le calcul des nouveaux moments conjugués et du nouvel hamilto-
nien.

Les avantages du nouveau point de vue sont discutés en détail. Ils tiennent
au fait que le nouveau moment conjugué du potentiel vecteur transverse est
I'induction électrique. Le nouvel hamiltonien d’interaction ne fait donc plus
intervenir que des champs transverses purement retardés en dehors des
systémes de charges, comme P'induction électrique ou le champ magnétique. Il
en résulte des grandes simplifications pour le calcul des interactions électroma-
gnétiques entre atomes neutres.
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