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FORME LAGRANGIENNE DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

I - INTRODUCTION
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Les Postulats de la "écanique Quantique.

Les postulats de la mécanique quantique sont de deux
natures essentiellement différentes :

8) Les postulats pénéraux : ce sont les postulats fondarentaux, qui

sont communs 4 tous les exposés de la mécanigque quantique :

: . 1°) Principe de superposition : les états d'un systéme
physique sont i{;ééi;ééééé.;Qéé;éééégiés : si | wl > et l ¢2 > sont
deux états du systime, A, | vy >+ A, l v, > représente égalerent un
état du systdme (Al, Ay complexes) .

Rappelons en fait que les &tats rhysiques sont représentés
par des vecteurs d'un espece de IHilbert. Les grandeurs rhysiques sont
alors représentées par des opérateurs hermitiques & spectre complet
(observables) de cet espace, lLes I Un > étant les vecteurs propres

(de valeur propre an) de l'observable A :

A U, > = e | u > R

il existe entre les | U > les relations d'orthogonalité et de
fermeture :

< Un l Un' > = 6nn'

E lu > < Uq | = 1.



D

2°) Caractcre probabiliste : le systéme rhysigque ctant dans
209 0066620000000 PP SOOIV
1'état | ¢ >, le résultat de la mesure d'une grandeur rhysique repré-
sentée par l'observable A ne peut étre gue l'une des valeurs rropres

& de A et la probabilité pour que ce résultat soit a est

| < v, | v > |2, carré du module de 1'amplitude de probabilité

< U, I v >,

b) Les rostulats de auantification : pour trouver les observables

associées aux prandeurs physiques, les relations de commutation entre
ces observables et 1'équation d'évolution des vecteurs d'état et des
observables, on fait appel aux rostulats de aquantification. Ceux-ci

peuvent prendre une forme différente d'un exnosé a 1'autre de la

mécanique quantique. On leur impose toutefois une condition : si on
quantifie un systdme classique, on doit retrouver les rropriétés clase-
siques & la limitc ol 1l'on fait tendre { vers zéro, Les postulats de
quantification doivent ainsi traduire une certaine analogle entre les
mécaniques classique et quentique .

Avant de passer en revue différents formalismes possibles de
quantification, revoyons raridement les formes que peut prendre la

mécanique classique.,

Les différentes formes de la mécanique classique.

a) La forme Newtonienne : elle est basée sur 1'équation fondamentale de

. _> L
la dynamique, F = m?.

b) La forre lapgranrienne : on définit rour chaque systime un lapringien,

fonction des "coordonndes pénéralisées" q et de leur dérivée par rapport
au temps. Dans le cas d'une particule @éfinie par ces coordonnées q = X,

dans un potentiel V(x), le lagrangien s'écrit

2L [x), 2(6)] = % n % - v(x)



A pertir du laprangien, on construit l'action

S = J:'afi(:x(t), x(t) ] at

parmi toutes les trajectoires x(t) possibles entre un point
x' & 1'instant t' et un point x" 3 1'instant t", la trajectoire réelle-

ment suivie sera celle qui rend 1'action S stationnaire. C'est le prin-

cipe variationnel de lamilton ou de moindre action. On déduit de ce
principe les équations de Lagrange, systdme d'@quations différentielles
du second ordre, et on rontre 1'équivalence avec le princire fondamental

de la dynamique newtonienne.

T A

%'

>
>

E

¢) la forme llamiltonienne : 1'évolution du systime est décrite & 1'aicde

de la fonction de Hamilton des coordonnées q et des 'moments conjupués"

oL
p = —— , H (p, a).
34
La trajectoire se détermine & l'aide des équations canoniques
da; gy 95 o
= : = -
at 5D, at 8a;

qui sont du premier defré.,

Clest en général @ rartir de cette dernidre forme que l'on hatl

1a mécanique quantique.
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Forme habituelle des r3ples de quantification.

On part de la forme namiltonienne de la mécanique classique
et on postule (principe de correspondance) la relation entre commuta-

teurs et crochets de Poisson :

(a,B] =ik { A, B

. 9 J 9
Rappelons que { A, B } = Crochet de Foisson = J( A _ 9B __3h 3B,
2 9q. ap. 3p: dq.
i i i i i
On en déduit notamment les commutateurs fondamentaux [ q, p] = if,

1'équation de Schrddinger, etc.

Ce formalisme hamiltonien a 1'avantage de se préter aisément
aux caléuls. Cependant, la forme lagrangienne de la mécanique classique
est plus fondamentale que la forme hamiltoniénne : elle découle en effet

d'un princive variationnel et peut ainsi se généraliser & tout systcéme

physique régi par un tel principe, Enfin, elle fait jouer au temps un
rdle plus symétrique que la forme hamiltonienne, ou le temps est trés
particularisé., Flle pourra donc prendre plus facilement une forme inva-
riante relativiste, Il est donc intéressant de donner une réple de quan-
tification de la mécanique lagrangienne. Pour bien comprendre le sens
rhysique de cette régle, analysons d'abord le passage entre l'optique

géométrique et 1'optique ondulatoire :

Passape de 1l'opticue réométrique 4 1'optiaue ondulatoire.

L'ortique péométrique est régie par le Principe de Fermat :




Le chemin suivi par la lumidre de M' & M" correspond au
temps de parcours minimum; de fagon plus précise, il correspond & un
temps stationnaire, c'est-8-dire qu'une variation au premier ordre du
chemin autour du chemin suivi entraine une variation du temps au second
ordre. Notons que les chemins en question ici sont des chemins d'espace
ordinaire (décrits en xy) et non des chemins d'esrace tempé (déerits en
xt) comme dans le principe de Hamilton.

Un exemple du principe de Fermat est fourni par les lois de
la réflexion, le chemin M'PM" suivi par la lumidre entre M' et IM" &tant

extremum parmi tous les chemins M'QM" possibles.

M

N L

Une question importante se pose alors : comment le rayon
jumineux trouve-t-il le chemin de temps stationnaire ? La réponse vient
du caractdre onculatoire de la lumidre qui lui permet de "sentir" tous

les chemins possibles.

L'optique ondulatoire peut se résumer dans le Principe
d'Huyphens : Soit ¢ (M", M') l'amplitude de l'onde lumineuse issue de
M' et arrivant en M' (1'intensité de l'onde est alors | ¢ (M", M') Iz)

Le principe d'Huyghens dit que ¢ (M', M') est une somme de contributions,

; “ lew o o0 vt

VL1 SO
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une pour chaque chemin partant de !!' et arrivant en M", La contribution
de chaque chemin est un nombre complexe dont le module peut 8tre consi-

déré en premidre approximation comme constant et dont la phase est
t
2ni ——%— . tc étant le temps mis pour parcourir le chemin en question
et T la période de vibration :
Par exemple, dans le cas de la réflexion, le chemin M'QM" contribue &

opy 1O * oM opi MO * Q"
¢ (M", M') var le terme e m cT = e "t A (a» : lonpucur

d'onde).

Dans le cas limite oli toutes les dimensions sont grandes devant
1a longueur d'onde A (mathématiquement T -+ O ou encore A = cT » 0), d'un
chemin-3 1'autre la phase varie trés vite. Les seuls chenins dont les
contributions ne se détruisent pas par interférence, sopt ceux pour les-
quels la phase est stationnaire (c'est-d-dire ceux pour lesquels une va=
riation du chemin au premief ordre entraine une variation de phase au
deuxidme ordre). Tout se passe comme si on pouvait ignorer tous les che-
mins autres que les chemins de phase stationnaire, c'est-é-~dire de temps
stationnaire. Physiquement, cela veut dire que rien n'est changé & 1'am-
plitude ¢ (M", M') si on interpose un &cran qui cache les chenins non

stationnaires, & condition que le diaphragme ait des dimensions prandes

devant A. Tout se passe donc alors comme si la lumiére suivait les che-

mins du principe de Fermat,

Le Principe de Huyghens contient donc le principe de Fermat a
la limite ou A » O,
' Dans le cas ol A ne peut &tre considéré comme négligeéble,

1'optique géométrique ne s'applique plus et les phénomlnes doivent 8tre

déerits & l'aide du principe d'Huyghens : c'est le cas des expériences
de diffraction.

Le passage de la mécanique classique & la forme lagrangienne

de la mécanique quantique repose sur la méme idée de base.
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Idée de base de la formulation lapranpienne de la mécanique quantioue,

La mécanique classique est basée sur le principe de Hamilton :

le chemin x(t) suivi par la particule correspond & l'action stationnaire
(remarquons que nous raisonnons d nouveau dans l'espace temps (x t) et

non plus dans l'espace ordinaire (x y)).

x"l....

tg tgo > &»

Comment la particule trouve~t-elle le chemin d'action minimum ?
La réponse est fournie par la théorie quantique : elle "sent" les autres
chemins gréce 4 son aspect ondulatoire,

Appelons < x"t" | x't' > 1'amplitude de probabilité pour que la

particule soit en x" & 1'instant t" apr3s avoir &t€ en x' 4 1'instant t',

< x"t" | x"t' > est une somme de contributions, une pour chague chemin

d'espace temps partant de x't' et arrivant en x"t". La contribution d'un
5 A

chemin donné s'écrit : N e2"l h ., N est un coefficiﬁnt de normalisation
indépendant du chemin; S est 1l'action classique L (x.x) dt calculée

t'
le long du chemin considéré, h la constante de Planck, qui a bien les

dimensions d'une action (5/h est donc sans dimensions). C'est le rrincire

de quantification de Feynmen,

A la limite oi Y » O, les seuls chemins qui contribuent &
< x"t" | x't' > sans se détruire par interférence correspondent a& une

phase stationnaire, donc & une action stationnaire,




Le Principe de Feynman contient donc le principe de Hamilton
i la limite oi ¥ + O.

11 existe donc une analogie précise entre 1'optique géométrique
et 1a mécanique classique d'une part, 1'optique ondulatoire et la mécani-
que quantique d'autre part, l'action remplagant le temps et la constante
de Planck la période de l'onde lumineuse. '

On peut donc dire qu'une expérience de mécanique quantique est
une expérience de diffraction dans 1'espace-temps; toutes les propriétés
ondulatoires de la maticre apparaissent clairement dans cette formulation
de la mécanique quantique, dont i1 reste encore 3 montrer qu'elle est
bien équivalente aux autres.

Résumoné, pour terminer, les avantages de ce nouveau point de vue :

1°) 71 donne un sens physique plus clair a la correspondance
entre la mécanique classique et la mécanique quantique.

2°) On raisonne dans 1'espace-temps, ce qui permet un passage
3 la relativité trés aisé : il suffit de remplacef at par dr, T étant le
temps propre de la particule, et prendre pour Lagrangien L une fonction
scalaire d'espace-temps., L'action 8 = f L dr est alors un scélaire et la
théorie acquiert l'invariance relativiste.

Dans la formulation hamiltonienne au contraire, le temps
est trds privilégié et la covariance relativiste des équations n'est pas
apparente. .

3°) Le.point de vue est plus global : au lieu de considérer des
amplitudes de probabilité pour un étet 4 un instant donné, on associe une

amplitude de probabilité & une histoire entidre, ou chemin, du systéme.

Ce point de vue se révile souvent plus fructueux et plus intéressant.
4°) Ce procédé est applicable & des systdmes autres que mécani-
ques, 4 la seule condition que leurs équations classiques découlent d'un

princine variationnel : c'est le cas du champ électromagnétique dont les




équations de Maxwell peuvent se déduire a'un Laprangien et d'un principe

d'action stationnaire.
La quantification se fait alors en associant & chaque histoire
du champ une amplitude de probabilité proportionnelle a e2"1 % .

On voit ainsi l'importance de ce formalisme en théorie quantique

des champs
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II - POSTULATS DE QUANTIFICATION DE FEYNNAN (%)

(R.P. Feynman, Pev. Mod. Phys. 20, 2, 19u48, p. 367)

A. Enoncé des nostulats.

lLes postulats de Feynman permettent de calculer la quantité

< x"t" | x't' > qui représente 1l'anrlitude de nrobabilité pour que la

particule, au point x' & 1'instant t', se trouve au point x" 4 l'instant
t"o

Avant d'énoncer les postulats, voyons comment cette amplitude
se présente dans la forrmlation usuelle de la mécanique quantique :

1°) Ctude de < x"t" | x't! >

a) dans le point de vue de Schrddinger :

Pappelons que dans le point de vue de Schrédinger, les vecteurs
da'état qui représentent le systdme physique, | y(t) > dépendent du temps.
lLes observables, A, par contre, sont indépendéntes du temps, ainsi, bien
entendu, que leurs états propres. Par exemple, X &tant l!observable repré-
sentant la position de la particule, on a l'équation aux valeurs propres,
indépendante du temps X | x > = x | x >,

Dans la représentation X, le vecteur | y(t) > est représenté
par sa fonction d'onde

<x | p(t) > = p(x,t). .

L'évolution du vecteur d'état | w(t) > peut &tre decrlte a8 l'aide
de 1'opérateur d'évolution U(t",t') qui est uniteire (conséquence du fait
que la translation dans le temps est une opération de symétrie) :

Pe(e") > = u(e",t') | o) >

Dans ce formalisme, l'amplitude de probabilité s'éerit :

< x"t" | x't' > = <x" | Ut",t) | x' >

Dans ce chapitre II, on énonce de facgon précise les postulats de Feynman
(§ A). On les applloue ensuite, d'abord au cas simple d'une particule libre
(§ B); puis, aprés avoir défini la fonction d'onde (§ C).nu cas d'une parti-
cule dans un rotentlel V(x), ce qui permet d'obtenir l'@quation de Schrddinger .
(§ D) et de prouver einsi 1l'équivalence entre la nouvelle formulation de la
mécanique quantique et les précédentes.
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Remarque : < x" | U(t",t') | x' > représente la fonction de Green
de 1'équation de Schr¥dinger : c'est la valeur au point x" & 1'instant t"
de la solution de 1l'équation de Schr8dinrer qui se réduit & l'instant
t = t' & une fonction de Dirac au point x', §(x - x'). On appelle

< x"t" | x't' > épalement le "propagateur” de 1l'équation de Schrddinger.

b) dans le point de vue de Heisenberg :

Rappelons que dans le point de vue de Heisenberg, les vecteurs
d'état | y >, sont indépendants du temps. Les observables, et en consé-
quence, les &états propres de ces observables dépendent au contraire du
temﬁs : i'équation aux valeurs propres de 1'observable X(t) s'écrit :

X(t) | x,6 > =x | x,t > .
A l'instént t, le vecteur | y >peut &tre représenté par sa projéction
sur la base compléte ] x,tv> ¢ on obﬁient la fonction d'onde
< x,t ] v = ulx,t).

11 est évident que ce point de vue est &quivalent & celui de

Schr8dinger : seul le mouvement relatif du vecteur d'état et des vecteurs

de base des observables a une signification physique et ce mouvement
relatif est le méme dans les deux points de vue.
Quelle est, dans ce formalisme, l'amplitude de probabilité pour
que la particule, en x' 3 1'instent t', se trouve en x" & 1l'instant t" ?
Le vecteur d'état | ¢ >, indépendant du temps, doit €tre vecteur propre
de X(t') correspondant & la valeur propre x', | y> est done confondu
avec | x',t' >, L'amplitude de probabilité cherchée est épale & la pro=-
jection de | y> sur 1'état propre de 1'opérateur x(t"), de valeur propre
E x", que nous avons désigné par | x",t" >. Elle est donc épale &
k < x",t" | > = < x",t" | x',t' >, |

Nous voyons donc que la notation que nous avons adoptée a

priori pour cette amplitude est celle du point de vue de Heisenbereg.,
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2°) Les postulats de Feynman

Postulat I :

< x"t" | x't' > est constitué par une somme de contributions,
une pour chaque chemin d'espace-temps reliant (x't') a (x" t").
La notion de sommation sur chague chemin d'espdce-temps est
ambipile et pose des problémes d'analyse fonctionnelle délicats.
Feyﬁman précise.cette notion de la fagon suivante.
ieu de se définir un chemin par la donnée d'une fonction
continue x(t) entre (x't') et (x"t"), on divise l'intervalle t't" en

n intervalles égaux e par (n=1) temps intermédiaires t, t ces €F

i+l
on @éfinit un chemin par la donnée de la suite double

1 ’ ) "
t tl t2 L BN AR N ] ti ti+l o0 009 tn-l t

x "

tscces X X

: 1]
X X
n-1

1
que l'on note encore
M

2 esseee xi,xi_*l

M M"

My My oeeeees My Mo oeeeees Mo
On fait ensuite tendre ¢ vers zéro (ou encore n = (t"-t')/e vers
1l'infini). | _

Cependant, aussi petit que soit e, la donnée d'une suite des M

ne suffit pas a déterminer le chemin continu x(t) :

x" o8 ..-'.Q P > am - -

Haa

N,

|
|

Pt W > AP AP D W

't' 4 b& e Ciet tws U b
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Feynman définit le chemin de fagon compléte en postulant qu'il

faut joindre deux points ccnsécutifs M, et Mi+l per le chemin classiaue

qui passe par ces deux points (si le Lagrangien du mouvement ne dépend
que de x et x et non des dérivées supérieures, les €quations de Lagrange
sont du second ordre, et la donnée des deux points Mi et Mi+l suffit a
définir le chemin classique).

Créce & cette définition compléte du chemin, nous avons pu,
pour chaque valeur de ¢ (donc de n), paramétrer, 4 1'aide des X5, 1'en-
semble ‘des chemins. La sommation sur les chemins revient alors & intégrer

sur les paramétres x; et on peut &Gerire :

< x"t" ] X't' > = lim Iooooo I ‘dxloo dxina dxn_l ¢ (X',xloo xioo x"

e + 0y '
n-l s oles
d'intégration

o (x' X) oo X5 0o X x") représente le contribution d'un chemin tel

1 n-1
qu'il a été défini plus haut, Ie second postulat nous fournira la valeur

de ¢.

Remarque : Le fait que < x"t" | x't' > est une somme de contributions est

en fait une conséquence du principe général de superposition.
' X(t) étant une observable, nous avons en effet la relation de
fermeture / .

[lxt><xt|ax=1 .

En injectant les relations de fermeture relatives aux instants

tl, .o ti’ .o tn-l’ nous obtenons :
tty t4+ 1 = .
<Xt ' Xt > J [N ) fdxl [N ) d-Xi [ 4 dxn-l

< x"" | xgty > < xpty | oo | X 3801 > < X atnoy | x"t" >
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Postulat II :
La contribution de chacun des chemins définis plus haut est
(& un facteur ‘de normallsaxion prés, N, qui est le méme pour tous les

' chemins) égale & exp _ﬁ— s, S étant l'action classique calculée le long

du chemin,
Remarquons tcut d'abord que ¥ a les dimensions d'une action

et que —%— est bien, de ce fait, sans dimensions,

D'autre part, d'aprés la définition du chemin que nous &avons

donnée dans le postulat I

n-l
= !
z S (x ; l) ' (en posant X, =X )
1—0
(x , x1+l) représentant 1l'action prise le long du chemin suivi par

une partlcule classique entre M et M, 1+1° c'est-d-dire encore

(4y) = min fti*lo‘(,[ x(t), X(t) ] at.

i

S (xi, X

Nous pouvons alors écrire : n-1

"y n te? - 2
(2) < x"t" | x't' > eliyo N J... f dxq o dx vo dx _, €Xp “ﬂ_ Z S (xg5 Xj,)

C'est cette relation fondamentale qui nous servira par la suite,

Remarques : ) v
a) Ouelle est la dimension de N ?

< x"t" | x't' > a pour dimension L~t. En effet, pour t" =1t', l'ahpli-
tude se réduit & < x" | x' > = § (x" - x'). Or la fonction & a pour dimen=-

sion l'inverse d'une longueur (d'aprés la relation fondamentale
400
[ §(x) d&x = 1). L'intégrale de l'expression de < x"t" | x't' > a pour

. . n-l . . - .
dimension L . N a donc la dimension L et nous écrivons

(A ayant les dimensions d'une longueur).
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b) Oue se passe-t-il & la limite classique (4 ~>0) 7

Les seuls chemins dont les contributions ne se détruisent pas par
interférence sont ceux qui correspondent & l'action stationnaire par
par rapport & la variation des X c'est-d-dire les chemins classiques
du principe de Hamilton (cf Introduction).

» Nous allons maintenant sppliquer les postulats de Feynman au

calcul du propagateur dans un ces simple : celui de la particule libre.

B. Calcul effectif de < x"t" | x't' > pour la particule libre,

1°) Expression de S (xj, Xj+1)

Pour la particule libre, le chemin classigue entre Mi et Mi+l

est la'ligné droite. La vitesse v est constante et égele a (xi+l - xi)/e.

-t.

‘ - i1 3 2. _1 2 _ m 2

S (xi, xi+l) = Jt E-mv dat = > ny e = e (xi+l - xi)_
1

On a donc : , ‘
o et =13 ' -N éﬂ_ ! 2 - 2 "_ 2
< x"t | x't' > gli?o (A) J... Jexp e [(x1 x') T+ (xy=x, )7+ e o+ (x xn_l).]

dx

l... dxn-

l.
I1 y a dans l'exposant de 1'exponentielle autant de carrés que d'intervalles
entre M' et M", c'est-d-dire n. ‘

2°) Changement de variables

Effectuons le'changement de variables

-x! =
X, = X vy
X =% =%

"
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Les variables Upy Ugy eee W o sont indépendantes, Mais les
n variables Uys Upy eee U sont liées par la relation uy + Uy + e t+ u, =
x" - x', Si 1l'on veut intégrer sur les n variables u il faut tenir compte
de cette relation en introduisant la fonction

LL] | . - -
6 (x - X ul u2 "o un)l

On a alors

: n_ ' . -
I ceo I dx) oo dx . * f oo f dul cee dun § (x"-x U=y . un)

\./v——/ \_f—\r_—-/
n-1 n
+0
Prerons pour 8 la représentation intégrale § (x) = E%W I e kx/H dl
-0
et posons x" - x' = g (e = 6/n)
t" -t =9
Il vient alors
-n .
A 1 2, .2 2y m
LN T T = —— -], - -
<x"t"|x't > oo f.. fdul..dun dk exp ML(u1+u2+..+un) S +k (& U) =l unj]

llous allons réaliser 1'intégration par &tapes :

3°) Intépration sur Uy, Us .es Uy

Hous pouvons &crire ’ ~
' . .2
=1ek

. . : 2
1 (m 2 - in ek
P ¥ [?"é ! "kul:I - X 2R [“1 - ?n-] CXP Toml

D'ou .
-]l [ o0 . n +00 . 2
<x"t"|x't'> = %'-g Llr exp -;—x:—ﬁ- (u~- %}5—)2 du:l x f exp .%'. KE = %fn_g

(nous avons remplacé ne par 6)




(k)

(5)

(6)

1T

Or 1'intéprale en u se déduit par changement de variable de
v » + iu" - /—:"'" o ~ -~ . ” .
1'intégrale I e du = im qui se calcule grace 2 unc intégration
-0

2
. . -2 <
de la fonction de variable complexe e sur le contour du plan complexe

indiqué ci-dessous (méthode des résidus).

=<

n
4

On trouve alors

T . 2
< xntnlx't' > = .5_."1]. %\/?:1};{1—5-1- J exp% [k& - -]é{-x-;l- e:l dk

4°) Intégration sur k

Faisons & nouveau apparaitre un carré parfait :

. 2 . 2 2
1 .IE... = _l _9__5_ ?‘E : I .g_... \
exp i-[%& - 5m é] dk = exp K-[%\/ m " 2 \fe | exp 1 % o | .

L'intégration sur k est analogue i 1'intépration sur u du 3°) et on

trouve enfin : ;
~\n A . 2
1\ [2nfel -1 n imég
Me i | 1yt = = \] == N Y
< x"ghxiet > (A\} n ) e T\ 5 %P e

Détermination de A : Pour aue le résultat 4 la limite ou ¢ + O (oun » =)

1

soit inaépendant de ¢ (ou de n), il faut prendre

A = 2niel
V m

Nous constatons que A a bien les dimensions d'une longueur.
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Remaraque

(7)

a) Si dans la formule (4), on fait brutalement t"‘— t' = 6 = 0, on doit
retrouver < x"t" | x' t' > = 6§ (x" - x'), ce qui est bien le cas si A est
donné par (6) (on trouve alors la forme intégrale de la relation §). C'est
une autre fagon de déterminer A. |

b) Une fois A choisi, la formule (5) ne dépend pas de €. On obtient ainsi,
quel que soit €, la vraie valeur de < x"t" | x't' >. Ceci n'est vrai que
dans le cas simple de la particule libre. Dans les autres cas,

< x"t" | x't' > sera donné par une limite pour € -+ O,

Donnons enfin 1'expression définitive du propagateur :

. 1/2 . Y-
< x"t"lx't' > = e 1 H m exp %ﬁ‘- ._..._..-——-(x =X )

onf(t"-t") t" -t

5°) Calcul de < x"t" | x't' > dans_la formulation habituelle

Nous avons < x"t"|[x't' > = < x"|U(t",t")[x"' > =
>
-i ﬁ%— (t"-t'")

< x"le - |x' > ot % représente le hamiltonien de la particule

libre & = P2/2m (P opérateur impulsion d'états propres | » >)

- 2
-i % (t"-—t' ) -i '}2:;-}; (t"-‘b' )
< x"[e i |x' > = IJ < x"|p><ple |p'><p'|x'>dp dp'

(en injectant deux fois la relation de fermeture [ | p><p | ap = 1).

Or nous avons les relations classiques

ipx
<x" | p> 1 e_ﬁ_—

ipx!

o

HEI
2

<plx'\>

/2nk




4B () _ipifeoet)
D'autre part < p | e 2mid lp' > =e 2mi § (p-p")

2
. 1 1l ‘ P
: TP TN P Py = —— M et) o I (t"-t!
Finalement < X't |x t' > T I exyp ¥ p(x"=x ) 2m‘(t v )] dp

ce qui n'est autre que la formule (4) (avec le choix convenable de A).

Les deux méthodes conduisent donc bien au méme résultat.

Remaraue : Dans 1'équation de Schrddinger de la particule libre :

2 2
3 alp M 3”) = - 3 Y
i ST T a2 0, remplagons formellement it par T et —5— par D,
2
On obtient 1'équation de la diffusion —%%— - -3_%_ = 0.,

. _ P
Fn effectuant le méme changement dans 1'expression (7) @u propagateur,

on obtient leepropagateur bien connu de 1'équation de la diffusion
. ,

1 e‘ Do
v LwD6

C. La fonction d'onde.

Plagons-nous dans le point de vue de Heisenberg et &crivons la
fonction d'onde : A
(8) I1}(>c"’ t") = < x"t" l w >>= J < x"t"lx't' > < x't' | q‘ S de
On a simplement introduit la relation de fermeture relative & 1'opérateur
x(t').
(8) peut encore s'écrire :
(9) o(x", t") = I v (x',t') < x"t" | x't' > ax' .
Cette équation intégrale permet, connaissant p(x',t') d'en aéauire y(x",t")

3 tout instant t" > t'. < x"t" | x't' > apparait ainsi comme le noyau de

1'équation intégrale (9).
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Remarque : Il est clair d'aprés (9) que < x"t"|x't' > a pour dimension Lt
e ————————

{10)

Si 1l'on remplace maintenant < x"t"|x't!' >~par,l?expressi9n donnée par le
pcstulat II, on obtient l'expression de la fonction d'onde dans le forma-

lisme de Feynman de la mécanique quantique :
1 j oot
. " ” — 3 ] ] 1] . . .
p(x",t") = lim — J.. Idx dx, eedx p(x',t') exp a',Z S (xl,xl+l)
e >0A 1=0

La formule (10) est intéressante par son interrrétation physique :

w(x',t') est une onde définie sur la surface t = t', Chéque point de cette

surface se comporte comme une source d'amnlitude y(x',t') et rayonne vers

le futur t > t',

L'onde au point x" de la surface t = t" s'obtient en sommant les
contributions, exp —%g— , de tous les chemins possibles, issus de toutes les
sources possibles p(x', t'). '

Nous retrouvons ainsi l'analogie déjd signalée dans 1'Introduction
avec le principe d'Huyshens de l'optique.

lous pouvons dire que la fonction d'onde y(x"; t") résume toutes les
rropriétés du systdme résultant de son histoire passée | état initial y(x',t')
et &volution sous l'effet des diverses interactions entre t' et t"f .

Pour rmontrer 1l'équivalence entre le formalisme de Feynman et le

formalisme habituel, il nous reste & prouver que la fonction y(x",t") ainsi

définie satisfait bien 3 1'@quation de Schrddinger.



(11)

2]~

D. Equaticn d'onde.

Pour &tablir 1'écuation d'évolution de y(x,t), nous allons
partir d'une forme un peu différente de 1l'équation (10) en ne considérant -
entre t' et t" qu'un seul intervalle infiniment petit € : on a alors :

axye i

v (%0 t+e) = I — exp | = S (x5 X 0q) | ¥ (x5 t)

L'expression (11) n'est vraie en toute rigveur qu'd la limite ou € tend

vers zéro, Elle permet alors de déterminer de proche en proche la fonction
d'onde ﬁ(x, t+T). 11 suffit d'appliquer (11) n = —%L-foié consécutives,
On retrouve alors 1'expression (10).

Supposons que dans (11), 1'expression dz S (xk, xk+l) ne soit
pas l'action pour la particule classique entre x et Xy 490 mais n'en différe
que par un terme d'ordre a > 1 , en e®. Au bout de n = T/¢ applications
de la formule (11), nous aurons un lerme qui différe du terme exact prévu

a-l . .
par le postulat de Feynmen en e® x —%— = Te qui tend vers ze€rc avec &. 11

suffit donc, pour obtenir 1'équation d'évolution exacte de le fonction
d'onde, de prendre dans la relation (11) une expression approchée au premier

ordre en ¢ de S (xk, xk+l)’ que nous allons maintenant calculer.

Expression approchée de S (xk, xk+l)

16.\

£ X V1

E  beg

L'équation (11) nous montre qu'en théorie, il faut pour obtenir

w(xk+l, t+¢) sommer sur toutes les contributions x# 8 1l'instant t. Nous
- 1/2

allons voir qu'en fait seules celles qui correspondent & X4 ~ Xg <€




PP

sont non négligeables. Admettons pour 1'instant ce résultat qui signifie
que les variations de y(x,t) ne sont déterminées aue par la valeur de
p(x,t) au voisinage du point x et qui nous permettra de transformer
1'équation intégrale (11) en équation différentielle. Les valeurs impor-
tantes de S (xk, xk+1) sont donc celles qui correSpondentlé?un chenin

classique infinitésimal entre t et t+e avec X .4 = X, < € .

On montre alors qu'on obtient une expression approchant
S (xk, xk+l) au premier ordre en € en considérant le potentiel V(x)
comme constant et &gal a V(xk+l) entre X et X . et en prenant pour

chemin classique d'espace-temps le segment de droite entre (xk, t) et

(x‘+l, t+e), c'est-d-dire encore le chemin d'une particule classique se
< - . . — _ Xg+l = Xk
déplagant entre X et x a4 la vitesse uniforme v = ———————"" . On
k"'l ( )2 €

remplace alors S (x ) par i L - € V( ) (%)

P K ke’ P 2e k41

t+€ 1 2
' . . - -

L'expressicn ripoureuse de S(xk’xk+1) est It [é nv V(x)] dt, v et x

étant les vitesses et positions 3 l'instant T de la particule classique par=-
tie de X i 1'instent t et arrivant en X, ., & 1'instant t+e. Si X4 = X

est au maximum de l'ordre de cl/z, nous voyons en développant V(x) au voisi-
nage de V(xk+1), que V(x) est égal & V(xk+l) i un infini?eniyfititxin el/2
prés. La vitesse moyenne de la particule classique est v = —i——-g-——v. Elle
peut donc tendre vers 1'infini en 6-1/2 lorsque € tend vers zéro. Cependant
1'équation fondamentale de la dynamique qui s'écrit m.-%%— =1%§%-

tre que l'écart & la vitesse moyenne, v = v - v, est toujours infiniment

nous mon=

petit de l'ordre de €. La veriation de l'énergie cinétique, mvév, est -donc,

comme la variation de 1'énergie potentielle un infiniment petit en 81/2.

Aprés intégratigg sur le temps,(c'est-d-dire multiplication par €) on voit
mv: . ~ ) . X

done que € 5 - V(xk+1) ne différe de S (xk, xk+l) que per un terme

en e3/2 et constitue donc bien une approximation valable au premier ordre

inclus en € de S(xi, xk+l)'
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Etablissement de 1'équation de Schrddinper

Posons maintenant K = X3 Xpyg =X T8 o

L'équation (ll); compte tenu des approximations précédentes, s'éerit

iev(x)

‘ . 2
(12) p(x, t+e) = J exp %%%— exp - v(x= g, t) —%E_

- 2
Or exp lg;%— devient une fonction trés rapidement oscillante dds que

z > ( %& )1/2 alors que y(x-g, t) varie trés lentement. Donc les seules

valeurs de ¢ qui contribuent de fagon importante & 1'intégrale (12) sont
. + , e \1/2 . . . s ..

comprises entre - ( = )*/2, ce qui justifie a posteriori la remarque que

nous avions faite pour établir une expression approchée de S (xk, xk+l) et

nous permet de calculer (12) en développant Y(x~-g, t) :

2 2
pix=z, t) = v(x,t) - c'a (J;xt) * 5 : ‘1’::21:_?
bl the) = plxyt) + ¢ 2EEL 4

Le développement de (12) fait alors intervenir trois intéprales
dont le calcul ne présente aucune difficulté et dont nous donnons ici

1'expression

+oo _
[ cxp (im;zjaue) g = (EnHeilm)lla

-l

e 2
I exp (img“/2¥e) gdag = O

=00

fh oxp (inc2/2Me) Pag = (Hei/m) (2nhei/m)™/2




(13)

<2

En dévelonpant au premier ordre exp - iev(x) 1 - ;e V(x), 1'équation

(12) devient :

1/2 o
, . hei dei 22u(x
Jixoe) + S L[] s y] (Boel/m) g r) + B2 2N 8,
ot % A en >
X
'n identifiant les termes d'ordre O et 1l en € (%) on obtient
Ordre O
A= ( QHﬁEl )1/2

ce qui n'est autre que 1'expression (6) que nous avons déja obtenue par
un autre moyen.

Ordre 1

i ay 1 ( 1 9 )2

5t om 1 ax v+ Vx) Y

ce qui n'est autre que 1l'équation de Schr8dinger d'une particule dans un

votentiel V(x).

La formulation de Feynman est donc bien &quivalente aux autres

formulations de la mécenique quantique.

v———.———-—————-———-———-————————-——————————.———

Meus voyons que pour obtenir une expression valable jusqu'au prremier ordre

en €, il a fallu déveloprer ¢(x - ¢, t) jusqu'au deuxiéme ordre en Z.
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L'idée centrale du formalisme de Feynman est d'associer une
amplitude de probabilité & chague chemin, ou histoire, du systéme entre
un état initial et un état final donnés. La méme idée permet de définir
de fagon trés simple 1'opérateur guantique G qui correspond & une grandeur
classique g. (Nous réservons de fagon systématique les minuscules aux gran-
deurs claSsiqﬁes et les msjuscules aux grandeurs quantiques.).

Aprds avoir défini et &tudié les opératéurs dans le formalisme
de Feynman et &tabli le lien avec le formalisme habituel de la mécanique
quantique pour des cas de plus en plus compliqués (§ A, B, C), nous appli=-
quons les résultats de cette &tude & un probléme important; celui de la

théorie des perturbations dépendant du temps (§ D).

A. Opérateurs relatifs & un instant donné t,

1°) Définition de Feynman

Nous allons tout d'abord adopter pour 1'amplitude de probabi-

1ité < x" t" | x' t' > la notation plus commode
. dx dx . N=l
. 1 1 n-1 1
< x"t" l xltl > = z N expls = ]lim _J_—.._——-—-exp_v z g (x.’ x. )
H ¥ H e » 0 A A A ¥ 120 i i+l

qui n'est autre qu'une forme condensée de la formule (2) du chapitre II, dans

. laquelle Z représente la sommation sur tous les chemins, ou histoires possi-
H
bles, telle qu'elle a été définie dans les postulats, S, l'action pour le

chemin H,




D6

a) Opérateur position A 1'instant t,, X;jp )

X A . q,_{f'xn(fk)
) ” -~ (tﬁ}
}a ”
x’ . 7 \
DY
=" WM
g R I '>'t

Fntre deux points M' et M' de 1'espace-temps, nous savons

qu'une particule classique suit un chemin bien défini, celui de 1'action

stationnaire (en trait plein sur la figure). Sa position a l'instant tk

(t ), est donc elle aussi bien définie.

Fn mécanique quantique, au contraire, la situation est tota-
lement différente., L'amplitude de probabilité < x"t" | x't' > est la sorme
des amplitudes associées 4 tous les chemins ou histoires possibles reliant
M' & M" et on peut donc dire ‘que la particule est passée a4 l'instant tk par
toutes les positions xy (t ), relatives & toutes les histoires H,

I1 est alors naturel d'envisager la quantlte N z xn(t ) exp u- H

obtenue en pondérant la valeur x (t ) par 1'amplitude de probablllte associée
au chemin correspondant, N exp K H’ et en somment sur toutes les histoires

possibles entre M' et M.,
Par définition, Feynman appelle la quantité précédente‘l'élément

de matrice entre les états < x"t" | et | x't' > de l'operateur X (t ') associé

i la prandeur physique, position 4 1l'instent tk’ X (tk).

On adopte la notation @ :
) Gt | X (%) | x't') = N Z Xy (t ) exp M Sy

dx dx dx g n=-1
. 1 1 k n-~l
= 1lim —‘J XX J see soe exyp Z S (x s X: )
€_>0A A A A % ')'fl_o i* i+
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Remarques
o) Pour marquer la différence entre les éléments de matrice au sens de
Feynman et les é1éments de matrice au sens habituel de la mécanique
quantique, nous avons adopté la notation (_I [‘)dlfferente de celle de
Dirac < | | > . Nous constaterons que ces deux notations ne sont pas
toujours équivalentes.

"y 1t ] 1
B) Quelle est la limite de la quantité Cxre" | x . (4) | x'81)

< X"t" l xit' S

lorsque ¥ + O (limite classique) ?

T1 est clair d'aprds la relation (1) que les seules contribu=
tions & ( x"t" | X (ty) | x't") qui ne se détruisent pas par interférence
sont celles qui correspondent au voisinape du chemin classique de l'action

11, 1t 141
stationnaire et qu'alors la quantlte (;x E xlt§ '(;$é,l>x t >, qui est

bien homogéne & une longueur, tend vers X, (tk).

b) Autres opérateurs :
Les résultats précédents ont une généralisation immédiate :

Soit g (t) une grandeur physique que l'on peut définir & l'instant ty pour
toute histoire H de la particule. g, (tk) représente la grandeur relative
d la trajectoire classique et gy (tk) 1a grandeur relative & l'histoire H,
Par définition, on appelle élément de matrice au sens de
Feynman entre < x"t" | et|x't' > de l'opérateur G (t,), correspondant &
la grandeur physique g, la quantité
(xt" | c (ty) | x'¢* ﬂ) = Z N gy (t ) exp M 8y

Remarque : Comment peut-on définir la v1tesse i 1'instant tk ?

He.
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Rappelons que les chemins H sont en fait définis par une
suitg de points M'y weo M 55 Mo M gy eeo M", reliés les uns aux autres
par des chemins classiques infinitésimaux, Il résulte de cette définition
que la grandeur classique "vitesse au point tk“ n'est pas définie, puisque

1a dérivée x (t) est discontinue en ce point. On convient alors de d@éfinir
= lim

)
k e+ 0 €

v (t

De méme, pour la grandeur physique "produit de la position par la vitesse
a 1l'instant tk", on prend, au lieu de x (tk) v (tk), qui n'est pas défini,

x (8) + % (t,) % (h) = x (&)

la quantité lim 5 .
e+ 0 o €
Ceé définitions reviennent & envisager les grandeurs physiques
corresvondantes 4 un méme instant, par exemple Yt t , ol elles sont

définies et a& prendre pour chemin classique entre Mk et Mk + We droite
d'espace-temps. Ces deux approximations sont justifiées par le fait qu'on
prend les limites des expressions précédentes pour e~ 0.(’)

2°) Lien avec le formalisme habituel de la mécanique quantique,

a) Point de vue de Heisenberg :
L'élément de matrice C(x"t" | X (%) | x't') peut s'écrire

en divisant en trois parties 1'intégration sur les chemins :

\ kel
(2) Cx"t" | x (tk) | x'¢! ) =slimo I X, ax, [—%J cos I%l..g-x-kﬂexp%izoﬂxi,xiﬂ;)

(+)

1 ™4 pa g it |
x ['K I...I e 7\ exp%.z 8 (x;, xi+1)]

i=k

Nous savons (cf ch, II, note p. ?2) qu'on peut approcher le chemin classique

M 4y Por wne droite, ce qui justifie la définition ci-dessus de x(ty) v(ty) qui
+ty 4 £+t

k¥Tk l) v ( k k+1)

- - - t
correspond d la limite pour € + O de x ( 5 On pourrait envie

sager d'adopter la définition plus simple x(ty) v(ty) = 1%’."..’0‘“1‘) e-IE‘(tkﬂ)_

x(ty )] On commet alors sur x(t) une erreur qui peut &tre en e1/2 ot, comme v
reut “croitre en e=1/2 (cf note p. 22), une erreur sur x(t,) v(ty) qu:{ peut "
rester finie lorsque ¢ + 0. I1 est donc bien indispensable d'envisager les 4
grandeurs physiques x(t) et v(t) & un méme instant. |




20

. dx . k=1
. i 1l k-1 rY - [P
Or lim & I .. J it TR eXP g )) 5(x;, '*l) < xt [ x't' >
e+ 0 . i=0
(par définition : ef chapitre II, formule 2)
De mére
ax i n-1
. ;L_ k+1 ax,._ - nen
iimo 3 J oo f e -—ﬁ—l M Zk S (x;, x1+l) = < x"t" | X by >

(2) devient alors

(X"t" ' X (tk) [ thv’) = ){ dxk < x"t" ! xktk > xk < ’thk l x't! >
S(w? = 1

Or on a x, 8(x", x ) = <Xty | x (t,) | x x B 2

(les €léments de matrice sont ici pris au sens habituel de Heisenberg)

Finalement, on peut donc écrire

(x"t".| X (tk) l xltl> =

fj Brgdx', < x| e > <xs | X (5) | xt

T I R

‘X (t,) | x't' >

Il y a donc accord entre la deflnltlon de Feynman et la définition habituelle
des €léments de matrice (cans le point de vue de Heisenberg).

b) Point de vue de Schrddinger :

NMous appellerons X l'opérateur X (t) dans le point de vue de
Schrédinger.
On calcule alors Cx"t" | X (t,) | x't'D & partir ce 1la
formule (3) ci-dessus en r@marquant que
<xt, | x ( Ty, |xk%(>-<xk[ [#k> = xk(fkafxéﬂ
< x"t" | x 6, > = U (e, t ) [ x >
< x ktk | x't' > = < x'k | U (tk,.t') [ x' >

(cf thapitre II)
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(3) s'écrit alors

(h) ( x"t"IX(tk)lx't' )

ff ax, axt'y < x"ule" g ) b > < x |X]xny >

<x' JU (¢, t")[x* >

') |x' >

< x"[U (8", ¢ ) X U (4,

Remarque :

Posons I x > ut (t", tk) [ x" >

| v % U (tk, ') | x' >

| ¥ > représente 1'état & 1'instant t, de la particule qui a &té localisée
en x' & 1l'instant t' < tye
| x > représente 1'état & 1'instant tk de la prarticule qui sera localisée en
x" & 1l'instant t" > tye

Cn a alors d'aprés la relation (L) :

(x"t" | x (t) | xt' )= <x | X | vo>

On voit ainsi que 1'é1ément de matrice au sens de Feynman n'est

autre que 1'é1ément de matrice ordinaire & 1'instant t, de 1l'opérateur posi-

tion X, entre 1'état physique qui a évolué a partir de la particule localisée
en x' & 1'instant t' < t, et 1'état qui évoluera & 1'instant t" > t, vers
la particule localisée au point x", L'élément de matrice au sens de Feynman
ne peut donc en aucun cas €tre considéré comme une valeur moyenne, résultat
d'une mesure de la grandeur x (tk), puisqu'il correspond & un §1ément de

matrice puis entre deux &tats différents. < x | et | v >.

B. Produits de deux opérateurs relatifs & des instants différents tyo tz.

1°) Définition de Feynman

De méme que nous avons,au paragraphe A, défini des opérateurs

relatifs & un instant donné t,, nous allons &tendre cette définition & deux

instants différents ig et tk en posant par exemple tg > tk.
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Prenons d'abord pour exemple la grandeur physique x (tk) X (tl)
produit de la position de la particule d deux instants différents.,

Pour une particule classique décrivant M' M", nous savons que

cette grandeur prend la valeur bien dé&finie X, (tk) X, (t£)°

A chaque histoire H contribuant & l'amplitude de probabilité
quantique < x"t" | x't' > on associe le nombre Xy (tk) Xy (tl).

On définit alors 1'élément de matrice au sens de Feynmen entre
les états < x"t" | et | x't' > du produit d'opérateurs X (tk) Y (tz) aux

deux instants t, et t, par la relation

k
(5) ("™ [ X (8,) X (8) | x'67) = [ W xy (8,) g (8,) exo & 5,
. : H

Remarque :
A la limite classique ol f - O, on montre, comme au paragraphe A :
Cx"e" | X () X (t) | x't')
lim = x (tk) x (tz)
A0 < x"t" | x't' > ¢ ¢

Les définitions précédentes se pénéralisent immédiatement :

Soient f (tk) et g (ty) deux grandeurs physiques aux instants teett),
fﬁ (tk) et 8y (tz) les valeurs de ces grandeurs pour une histoire H; alors

la quantité :
(6) (x"" | F(t) c () | x't) = }Xx N gy (4) ey (b)) exp Sy

représente 1'élément de matrice au sens de Feynman entre les états < x't' |

et | x"t" > du produit des opérateurs F (tk) G (tz) aux deux instants t,
et tz.

Remarque importante :
D'aprés les formules (5) et (6), il résulte de la commutation des nombres

Xy (tk) et x, (tz), que les opérateurs au sens de Feynman & deux instants
différents commutent :
Camer | x (tp) X (t,) | x't') = (x"" | % (t,) x (t) | X't
LIF 1] (] t = e 0t Y n
(x"t | F(e) 6 (e) | x'et) (x"e" | 6 (¢,) F (t,) | x'¢*)

L'ordre dans leauel sont raneés les instants ty et tz n'importe ras.
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2°) Lien avec le formalisme habituel

a) Point de vue de Heisenberg :
La :formule (5) s'éerit :
dx dx dax .Ne=l :
: . 1 1 k n-l 1
"o e +1 V= = -
(1) (Cx"t lX(tk)X(tz)lx t ) lim AI..J R L U o R %, L )

e +0
Par un raisonnement analopue d celui déja fait au § A, (7) devient

(=" | X () X (£,) | x'¢r )

Ir L f..( R 1 .kfl S (x5, X

Jxkxzdxkdxz o R i iy walss Lo

)

= lim
€ >0

i+l

) dxk dx . =1
+1 -1 1 «
foo I A o A exp M igk O (xi, xi+1)

=]

dx dax . n-1 ' -
1 2+l n=1
x & f.. f A TR eXP Z S (xi, xi+l{J

i=g

- ] \ 1"yn
j}ff dxkdxkdyzdx2 < x"t [xztz >< xztz .

< xktklx(tk)lxl'(tk > < x};tk[x't' >

ny n 141
I dxdx, < x"t Ixztz > % < xztzlxktk > x, < xktklx t' >
f

L - !
Xt ) xpe, > <t Ixty, >

ety tet
< x"t"[x(t,) x(t ) [x't" >
On a donc finalement

Cx"t"lx(tk)x(tz)|x't')= < x"t"|X(tz)X(tk)]x't' > avec ty <t

Remaraue trds importante :

I1 résulte de la démonstration que nous venons de faire que dans 1'élément

de matrice du point de vue de Heisenberg, les temps sont rangés dans 1'ordre

croissant de la droite vers la gauche :
' "
t! < tk < tz <t.
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Les opérateurs X(tl) et X(tk) relatifs 4 deux instants t et t différents

ne commutent pas (par exemple, X(t) ne peut commuter avec X(t + €), car

on ne peut mesurer simultanément position et vitesse d'une particule)

)

X (tz) X (tk) #X (tk) X (tz)

Introduisons l'opérateur d'ordre P qui, au produit X(tz) X(tk),associe

X(tz) X(tk) si t, <ty et x(tk) x(t’z) si b >ty s
[ ] ) X(tz) X(tk) si t, <t
P X_(tp.) .X(tk) T x(s) X(t)) sit, > t,

Alors on a la relation fondamentale :

(8)  Cx"e"|x(ty) X(tg)]x"e" D= G""|X(t,) X(t,)[x"¢")

= < x"t"|P [X(t.l) x(tk)J [x'tt >

En résumé : alors que les opérateurs associés & des temps différents commu-
tent au sens de Feynman, il n'en est pas de méme au point de vue de Helsenberg
L'ordre qu'il faut alors adopter est celui des temps croissants de la droite
vers la gauche,

b) Point de vue de Schrddinger :

On déduit immédiatement du point de vue de Heisenberg :
(9) Cx"t"IX(tk)X(tl)lx't'>= < x"t"|U(", )X Ut ,t, ) X U, ,t')[x'e" >

De facon plus générale, si nous avons affaire & des grandeurs physiques

relatives 4 des instg.nts tys Tos eee tp différents, nous introduisons
1l'opérateur d'ordre P qui range les temps dans l'ordre croissant de la
droite vers la gauche et nous avons

(10) (x"t"lX(tk)X(tl) X(tp)lx't'>

< x"t"[P X(t, ) X(t,) ... X(tp)_] |x'tr >

< x"t"]U(t",tp) 2(_ U(tp’tp-l) _)_{ cee _}_(_U(tz,tk) l(. U(tk’t') Ix' >

avec t" > t_ > ¢t
p

*
p-l>oot>t2>tk>t
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Pemaraques :
a) Nous comprenons maintenant la raison pour laguelle nous avons adopté,
pour désigner les €léments de matrice au sens de Feynman,une notation dif-
férente de celle de Heisenberg. La relation (10) nous montre en effet que
les deux notions ne sont pas identiques et qu'il faut, pour passer de l'une
8 l'autre, ranger de fagon convenable les opérateurs.
B) Que devient maintenant, dens le formalisme de Heisenberg, 1'opérateur
associé a la grandeur physique x(tk) v(tk) ?

Nous avons vu au paragrarhe A qu'il faut, pour que cette

quentité soit définie, la remplacer par
x(t,) + ’_‘(tk+1) x(ty 1) = x(t,)

2 £

lim
e >0

I1 lui correspond,dans le formalisme de Heisenberg, l'opérateur

. X(t,) + X(tk+l) X(tkﬂ) - X(t,)

lim P 5 . N

€ >0
< in 4L gt ) ) DX 1 M) m X

2 X k+1 € 2 € k

e >0
=1 v
=3 Ec(tk) :(tk) + V(tk) X(tk):]

Si 1'on adopte donc la définition de Feynman pour les opérateurs
associés 4 une grandeur physique, on obtient trés naturellement la régle de

symétrisation : l'opérateur quantigue correspondant & un produit de grandeurs

physiques et le produit symétrisé, Ce produit symétrisé est différent du

produit ordinaire si les opérateurs ne commutent pas.

C. Cas général .
. Nous avons défini jusqu'd présent des opérateurs correspondant &

un ou plusieurs instants en nombre fini., Nous avons pu le faire, a4 la condi-

tion de pouvoir associer & chaque histoire H de la particule définie par 1la
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- ‘ ' 4 ‘ Y .4 " -
suite (M', My My eee Moy oen Mo 1o M ) une grandeur classique f,.

Considérons maintenant que fH ne dénend plus seulement d'une
suite finie de positions xH(tk) mais, globalement, de tout le chemin

(t). Nous définissons ainsi comme grandeur physique une fonctionnelle du
Xy 2

chemin fy=1*~ [#H(t)J qui dépend de toute 1'histoire H.

Dans les paragraphes A et B, nous avons envisagé des fonction-

nelles particuliérement simples. Par exemnle :
f [xH(t)] = xu(t, ) (§ A)
.y xH(t):]

Nous pouvons maintenant envisarer des fonctionnelles beaucoup

x(6,) x,(t,) (S B)

plus générales. Par exempie :
‘ t"
J xH(t) dt

f [xH(t):l '
m [;cH(t)Jz -V [xH(t)Lz dt

(11) ¢ [xH(t)] = L:

=SH

Cette derniére fonctionnelle représente simplement 1'action

N

pour 1l'histoire H. Comme nous l'avons déjd fait en A et B, nous définissons

1'€1ément de matrice au sens de Feynman entre les états < x"t" | et | x't' >

de 1'opérateur fonctionnel F {)dt).s correspondant & la grandeur classique

f [xH(t)] par la relation
nen 141 = _i.
(12) (x " | F{X(t)} | x't) EN f{xH(t)} exp 1 Sy
par exemple on définit 1'€lément de matrice de 1l'opérateur action quantique
5 =
8_ 1 dx(t) [ , :[
- f {;m 2 } -V |xw), ¢] |at

(13)  par (x"t" ! | x't') = I N Sy; exp f;'-{ Sy
H
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Fn résumé : le formalisme de Feynman nous a permis de définir les opérateurs
quantiques, non plus par leur action sur un vecteur d'état | ¢ > du systéme
envisapgé i un instant donné t, mais plutdt par leurs éléments de matrice
entre deux états 4 des instants différents, ce qui les associe &troitement
a 1'évolution du systéme entre t'!' et t".

 Ceci nous a permis de retrouver tout d'abord les opérateurs de
la mécanique quantique habituelle, en précisant dé facon plus naturelle la
correspondance entre mécanique classique et quantique et en justifiant la
rople de symétrisation, Enfin, nous pouvons définir (formule 12) une classe
d'opérateurs beaucoup plus vaste, agissant sur tout un intervalle d'espace-
temps, celle des ovérateurs fonctionnels,

Femarque imrortante :

Tant que la grandeur classique f xH(t)J ne dépendait que d'une suite finie
d'instants t, (§ A, B), il a été possible de trouver 1l'équivalent de 1'€lément
de matrice de Feynman dans le point de vue de Heisenberg (formule 10). Dans
le cas ou f [-XH(t)J est la fonctionnelle la plus générale du chemin H, la
formule (10) peut se généraliser formellement : _ ‘

) (et | Fdx(0) [ xrer) = <xtn | p[p{x(t)}] | x'tt >
La formule (1b4) sipnifie que s'il est possible, d'une fagon ou d'une autre,
de déveloprer la fonctionnelle F en une série de produits dépendant d'une

suite d'instants tl, t, «e., alors il faudra, pour passer au point de vue

2
de Heisenberg, ranger dens chacun des termes de la série les temps croissants
de la droite vers la gauche. Nous préciserons cette notion' de fagon naturelle

au paragraphe D,

D. Application : Théorie des perturbations dépendant du temps.

Le formalisme de Feynman est particuliérement bien adépté a
1'étude des variations apportées & 1l'amplitude de probabilité < x"t" | x't' >
par une perturbation du hamiltonien ou du laprangien du syst&me. Nous allons

voir que 1l'on peut ainsi retrouver de fagon trés simple les résultats de la

théorie des perturbations dépendent du temps. _ ' .




(15)

(16)

(17)

(18)
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1°) Position du probléme

Considérons une particule dans un potentiel v, (x, t).
Son lagrangien L, s'éerit

=1 22
L,=35 mx" = v, (x, t)

et l'action SOH assocife & une histoire H :

t"
= 1 v 2 :
Son = Jt' [72— m (xH(t)> -V @H(tD] at
L'amplitude de probabilité relative au lagrangien L, que nous écrirons

< x"t" | x't' >; est alors
0

N 1 149 - i
<x't | x't >SO g N exp 7 SOH
ce qui s'écrit dans le point de vue de Schrddinger

< x"t" l x't! >So = < xn ' Uo (t", t') ' x!' > |
U, (t", t') étant 1l'opérateur d'évolution de la particule dans le potentiel
v_.
) .

On change maintenant le potentiel qui devient vo(x,t) + wix,t).

Le lagrangien L s'écrit alors :

L=%m$-vohm)-wu¢)=%—w(mﬂ‘
1'action associée & une histoire H devient
SH = SOH + GSH
avec "
88y = - L' W [xH(t), t] at
Enfin 1l'amplitude de probabilité relative au systéme perturbé, < x"t" | xrer >,

~
stécrit

< x"t"|X't' >s = < xl'lu(t"’t')lx' > = z N exp % SH
H

(U(t",t') étant 1'opérateur d‘'évolution du systlme perturbé).
Le probléme que l'on se pose est, connaissant 1l'amplitude de

< x"t"lx't'“>S et la perturbation w (x,t), de déterminer < x"t"|x't' >qs OU
0
ce qui revient au méme, dans un point de vue plus familier, connaissant U_

et w (x,t), déterminer U,
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Pour l'instant, nous ne faisons aucune hypothése sur la
grandeur de la perturbation w(x,t).

Un cas particulier important est celui ou v, (x,t) = 0.
Le systéme non perturbé est alors celui d'une particule libre dont on sait

déterminer exactement le propagateur < x"t" | x't!' >g (cf chapitre II),
0
Le probldme revient alors & déterminer, & partir de 1'opérateur d'évolution

de la particule libre, celui de la particule se déplagant dans un potentiel
aquelconque dépendant du temps w (x,t).

2°) Expression de < x"t" | x't' >g

De (;6), (a7), (182 on déduit immédiatement
< x"t"|x't! >g = % N exp - %_j:' w‘:%ﬂ(t),t] dt exp %'SOH
ce qui n'est autre 3ue 1'élément dé matrice au sens de Feynman
Cx"t" | exp -% ( W [X(t),t] at | x't! ) S

‘gt 0 ,
W [%(t),é] étant 1l'opérateur quantique associé & w et l'indice Sy 2tant 1a
rour rappeler que 1'élément de matrice est relatif au syst@me non perturbdé.
Nous pouvons donner de l'expression précédente une interpréta-
tion physique image trés simple : '

La perturbation W multiplie la contribution de chaque chemin H & 1'amplitude

. t"
de probabilité par un facteur de déphasage exp = %-j w [%H(t),é] dt, La
. t'

modification globale de l'amplitude de probabilité s'obtient en sommant

tous ces déphasages sur les chemins. On peut dire, par analogie avec l'optique,

que la perturbation modifie "1'indice de réfraction" dens l'espace~temps et

que le calcul de perturbation se raméne & un calcul de variation d'indice,
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Afin d'alléger les notations, posons

W [:xH(t), t] = Wy (t)
W [g (t), £] W (t)

W (t) dépend du temps explicitement et implicitement lpar l'intermédiaire

de X (t)] . L'opérateur correspondant dans le point de vue cjie Schrédinger
n'a plus qu'une dépendance explicite dans le temps. Nous l'écrirons W (t).
Avec nos nouvelles notations, (19) s'écrit :

(20) < x"t"[|x't" >q =Cx"t"[exp - % f:': Wo(t) at|x't’ )So

t"

(21) = < x"t" IPLexp - = Wo(t) at}] x't! >
U
t . 0
L'opérateur d'ordre P & été défini dans le paragraphe C, Nous ne pourrons lui
donner une signification précise qu'en développant 1l'exponentielle en série.,
L'indice O de la formule (21) rappelle que les &tats | x't' > et | x"t" >
sont les états propres des opérateurs de Heisenberg X(t') et X(t") de la

particule non perturbée,

3°) Développerent en série de la perturbation

Développons en série :

t" ft 114
= 1 1
W(t)at =1+ Jt"drl v (1;)

a
]t

(22) exp - i— f
t'

t" t" -
+ (-;:%—)2 -é%— L' Jt' drl d12 W ('rl) W (12) + e

Reportons ce développement dans la formule (20) : on obtient
(23) < x"t"[x't' >_ = Cx"t"[1]x't")
S SO

"
____L e n : et
ek Cx"t" | 'W (t,) dar, | x't )So
2

1

? 1 [t" © e

£ £ My 5 7 Iy tgt

(iM) x"t [J ' J ' dTldT2 U(rl) L('cl),x t ) + e
g Ut 7y

+

21
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Pour passer au point de vue de Heisenberg, nous devons faire
agir sur chaque terme de la série (22) l'opérateur d'ordre P.

(23) conduit alors a :
t"

< x"t"'x"b' >S = ¢ x"t"lx!tl>so + -:-l-l';i- < x"t"] [ drl \J(Tl)lx't' >0
- t!
t" t"
l_z .:1;_ Y] { » £t >
+ (iM) 5T < X"t |p LJt' o dr, ar, W(ry) wW(t,) [x't .
- t" rt" .t'l
l 3 l "y 1"
+ (=) = < x"t"|P J J drodrdr, Wlt,) W(t,) wlr )| [x't' > + ...

L'opérateur P va ranger, dans chaque intégrale les opérateurs W qui ne com-
mutent pas dans le point de vue de Heisenberg par odre de temps croissants

de la droite vers la gauche.

(%)

On montre la relation générale :

t“ t" oy
P [ J cee dt, dr, ... dr. W(t,) W(t,) <o W(T )}
[ g1 Jgo £ 1 2 n 1 2 n

=n ! [ I oo J W (Tn) W(rn_l).. W(Ta) W(rl) drldTZ‘.. drn

t">Tn>Tnl>000>Tl>t'

T e W Ges G e MG A EEe s Gwe G0we e G GEE GER eRe wmm R Gt S AR MR S WO e SRS MR MAe G e See e S e e Gmen

I1 existe n! fagons de ranger les n variables Tys T2y +s T, dans un ordre

donné. La région d'intépration de 1l'espace R" : t" > 1. > t'; t" > 1, > t'3ees

1 2
t" > T, > t'... est constituée par la réunion des n! régions correspondant &

11 1"
chacun de ces arrangements. L'intégrale I = t .o t dr,dr .., dt_ W(t,)..W(t)
£ £ 1 2 n 1 n
est la sorme de n! intégrales prises sur chacune de ces régions, A chacune de
ces intégrales, l'opérateur d'ordre P, qui range les opérateurs par ordre de
temps croissants de la droite vers la gauche, fait correspondre par définition

(] dTn “I(Tn) ’e V! (Tl).

la méme intéprale J = [ ... [ ar

Tn > LB > Tl

On a donc P [I] = n! J, ce qui n'est autre que la relation (25)

1
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(24) devient alors

(26) < x"t"|x't' >, = < x"t"|x't' >

S
SO

1"

+_]i-_){ < x"tlll J W(T )lxltl >

1 0]

l " u 141
7) < x"t J W('r ) W(T ) d'r d12|x t' >,

|
T2
P w1

l
! I “(T ) W(T ) W(T )y dr, dT argly't' >
137 T,

>

+ L

Les factorielles de la relation (2k) ont disparu.
Passons meintenant au point de vue de Schrddinger :
(26) devient
(27) < x"|U (", £")]x" > = < x"|U_ (t", ] x' >
1"

___ .1t !
T x| Jt' Uo(t ’Tl) E(Tl) Uo(rl’t') d’tl!x >
+(_1_.2<xn| U (&",t.) W(t,) U (7 "r)W(‘r)U(‘r t') dr, drt
iy ot 2l =227 Fot22l’ =1 o 1? 172
'r2>T:L
+ll.

ce qui nous donne le développerent de U en puissance de la perturbation :

U(t",8) = U(",t7) + U (£781) + wee + U (87,81) +
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avec "
1
] "oty " ! '
?«) U(l)(t st ) iM . Uo(t ’Tl) L(Tl) Uo(Tl,t ) d‘l’l
noory = (130 1" : .
U(n)(t RAD! (i J...I Uo(t ,Tn) H('rn) Uo(rn’rn-l) . }_I(Tl) Uo('rl,tv)d'rn..d'rl

t" > 1 > >..>rl>t'

Nous. retrouvons ainsi le développement classique & tous les
ordres de la théorie des perturbations dépendant du temps (cf Messiah, tome II,
p. 620},
Remarque :

Le formalisme de Feynman nous a permis d'obtenir, sans aucun calcul, une

forme symbolique et intégrée de ce développement & tous les ordres (formule 21)
grice & 1'introduction de l'opérateur d'ordre P, ‘

En mécanique quantique habituelle, on procé&de de fagon inverse.,
On établit‘d'a.bord le développerment (28) dans lequel les temps Ty To tee T4
sont ordonnés. On s'affranchit ensuite de cet ordre en faisant apparaltre ar-
tificiellement les factorielles qui conduisent & la relation (24) et & la
forme symbolique (21). A

Les calculs sont ainsi plus longs et plus compliqués que dans
le formalisme de Feynman dans lequel les opérateurs correspvondant & des temps
différents commutent. Ce formalisme présente en outre le grand avantapge de
donner une signification physique simple (en terme de modification de

1'indice de réfraction dans 1l'espace-temps) i la théorie des perturbations

dépendant du temps.




(1)

(2)

~l3-

IV - PRINCIPE D'ACTION DE SCHWINGER

oy ot oo e S e
o v o e o g e s . S v S v

A. Introduction,

Dans les chapitres précédents, nous avons donné un énoncé
des postulats de Feynman de la mécanique quantique et montré comment
les notions de fonction d'onde, d'équation d'onde et d'opérateurs s'en
déduisaient simplement. Rappelons seulement que nous avons défini 1'am-

plitude de probabilité < x"t" | x't' > par la relation

< | > % N exp % Sy

et 1'élément de matrice d'un opérateur G associé & la prandeur classique

& par

nmen - d é'-
Cx"t" | ¢ | xft') -}Z{N gHexPHSH

Une telle formulation correspond & une interprétation physique trés claire,
en termes d'expériences d'interférence et de diffraction dans 1l'espace-temps,
mais conduit en général a des calculs trés compligués.

Nous abordons. ici le probléme sous un angle nouveau en calculant
la variation § < x"t" | x't' > de l'amplitude de probabilifé < x"t" | x't' >
pour des variations infinitésimales de x', t' et x", t". Nous donnons tout
d'abord le principe du calcul (§ B), ce qui nous permet de le rattacher
au probléme de la variation de l'action classique que nousltraitons ensuite
(§ C). Nous trouvons alors une expression de § < x"t" | x't' > qui nous
permet d'établir des &quations de Lagrange entre opérateurs (§ D), de définir
1l'opérateur d'impulsion P (§ E) et 1'opérateur hamiltonien #&(§ F).

5i le calcul de < x"t" | x't' > est assez compliqué, nous allens
voir que celui de § < x"t" | x't' > est beaucoup plus simple et conduit &

une introduction &légante et naturelle des relations de commutations, de

1'équation de Schrddinger, etc.




(3)

=hle

B, Principe du calcul de § < x"t" | x't' >,

% E E7 >¢
I1 s'agit de calculer la quantité
§ < x"t"[x't' > = < x"Hex",tMHat" [xT48x T, H 48t > - < x"t"|x't! >
6x", 6t" et 6x'6t'représentant la variation infinité€simale la plus
générale des points d'espace-temps M' et M" qui se trouvent déplacés
en N' et N", '

le principe du calcul est d'associer & chaque chemin H joienant
M' & M" (en trait plein sur la figure) un chemin H joignant N' a N (en
trait pointillé). Pour cela on se donne deux fonctions continues infini-

tésimales du temps 6x (t) et 6t (t), assujetties aux conditions aux limites.

8x! §x (t") = &x"
st ! st (") = &t"

éx (¢')
st (t')

i
1}

A chaque point M (x, t) d'un chemin M'M", on associe ainsi un point
N {x + 6x (t), t + 6t (t)] . A M' correspond H' et & M", N", Ainsi &

-~

tout chemin reliant M' & M" correspond un chemin reliant N' & N" et réci-

proquement. Insistons sur le fait que les fonctions 6x (t) et &t (t) sont

des fonctions de t ne dévendant pas de l'histoire H.

= + 8 .
SH SH

Appelons maintenant S, l'action pour 1l'histoire H, Sy

H

l'action pour 1l'histoire H.




(%)

(5)
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Nous avons, d'aprds la relation (1) :

< x"t" | x't' > =] NexpiS
¥
H
< x"+6x",t"+6L" | xT+6x",t 46t > = § N exp -;- 8y = L N exp 31— S, exp i»il‘ 55
H L

Nous pouvons développer au premier ordre exp %»GSH =1 + 7-GSH.

Il vient alors, par simple soustraction
] ™ = _3; _1_ Q

§ < x"t" | x't' > " g N GSH exp i Sy

Si S est 1'opérateur correspondant & l'action classique (formule (13) du

chapitre III), la relation (4) s'écrit

§ < x"t" | x't' > =§- (x"t" | 65| x't")

Sous la forme différentielle (5), la formulation de Feynman constitue le

Principe d'Action de Schwinper. Pour expliciter cette formule (5), nous

sommes amenés & calculer la varisation 6SH de 1'action classique le long
de 1'histoire H, pour des variations infinitésimales du chemin et des

extrémités .

C. Variation de l'action classique : Calcul de GSH et Principe d'Action

de Schvinger.,

Soit P le point du chemin H correspondant au méme temps que M.

les coordonnées de M sont x, t, celles de N sont x + &x(t) et t + 6t(t),

celles de P sont x + Axy (t) et t.




(6)

(7)

(8)

(9)

. T

Il est évident que AxH (t) est différent de 6x (t) et qu'au premier
ordre, on & :

axy (t) = &x (t) - ’.‘n (£) st (¢) (9

Soient de méme P' et P" les points du chemin H aux instants t' et t".

SH s'écrit alors sous forme d'intégrale curviligne :

N" Pl P" I‘I"
s=§ I(t)dt=§ Ldt+§ Idt+§ at
L ne A w2 pr. 2 P Lji
Ly (t) étant le lagrangien classique & l'instant t pour 1'histoire H.
Nous allons évaluer successivement les différents termes de la formule (1) :
1
F Ly dt &~ = 6t(t') Ly(P') = =6t! Ly(P') v = 667 Iy (M)
e — — —
N = - 6t! LH (t')

De méme
I"

" { 4. 40
JP" LB_ at ~ 6t" I (t")

Les approximations que nous avons faites, qui reviennent & remplacer LH(t)
par la constante LH(t'), laprengien relatif au chemin H & 1'instant t', sont

justifides car nous cherchons une expression au premier ordre,
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On voit immédiatement sur la relation (6) qu'alors que 6x(t) est indépendant
de H, AxH(t) en dépend (par l'intermédiaire de xH(t) ). C'est ce qui justi-

fie 1'indice H.dans la notatinn AxH(t).

On comprend d'autre part qu'il a été nécessaire d'introduire les deux varia-
tions indépendantes dx(t) et 6t(t), au lieu d'une seule variation Ax(t),
de fagon & pouvoir varier dans le temps les extrémités du chemin H,




(10)

(11)

. Ty o

Enfin " "
P } t . )
§P' Pﬁ at = Jt' 1,%3{0t) +hx (1), x(t) + axp(t), t] at

Notons que iH(t) + Ain(t) représente la vitesse au point P, égsle &

- [x'(t) + Ax (t)] et qu'il en résulte la relation &vidente
at L*m H ,
. - 4 )
AxH(t) = - AxH(t).

En regroupant les relations (8), (9) et (10) et en soustrayant

S, = E': L [xH(t), ;(H(t)" t] at,

il vient

) . t"
= _&41 ' " " ' s ]
85 5t LH(t ) + &t LH(t ) + Jt' L [TH + A%y, Xy Axp, b ] at

t"
- I L [%H, iH, t ] at
t

En développant les deux derniers termes jusqu'au premier ordre en AxH et

Ax , 11 vient

H
.t" tll
It' L [XH + Ang )CH + AxH’ t] dt -~ Jt' L [xH’ xH’ t] dt =
.t"
3,
= ] (8xy 3%2 * Bxy 3 %) at
A H H

X,
t"
3L
= J [é He t ( axy) R ‘] at
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et aprés une intégration par parties &lémentaires :

t" t" .
(12) Jt' [xH + ax, xH + AxH, t] dt - L' L[xH, Xys t ] dat
"

oL oL 3L  d 9T
Ax, (t") =— (") = ax_ (t') —— (t') + J A [ - ——-—7—-] dat
H 8%y H B3y *H By | a4t oxy

"
3L 4 oL
" L - 1] ? ——— oo —— -

p, (t) = —= (t) est le moment conjugué de x.
H axH
Finalement, compte tenu de (12), (11) devient
t" .
(13) 85, = J Bxy ( . gt ax 2Ly at + LH(t") st" + pH(t") bx, (t")

- Lﬂ(t') st! - pH(t') AxH(t')

On peut maintenant éliminer bx, en utilisant la relation (6).
On introduit alors la fonction hamiltonienne HH(t) = pH(t) iH(t) - LH(t)
et (13) devient

t"
(14) s, f <6x(t) - %, (t) 6t(t)> (3—;"(}1{' %EEH') at

- " 11 1" 1 1] 1 1 - 1] |
HH(t ) st o+ pH(t ) &x" + HH(t ) &t pH(t ) 8x

Remarques : .
- Le calcul précédnt est un calcul de base de mécanigue analytique classique.
T1 montre notamment comment s'introduisent de facon naturelle les notions de
moment conjuzué et de hamiltonien, .

- 51 on pose §x' = &x" = 6t' = §t" = 0, la variation de 1l'action GS

,tll

P . g IJ

rédult a J AxI {’—3— -4 aLj dt. Si on postule que le chemin classique
t'

BxH at 3xH
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entre M' et M" est le chemin d'action stationnaire, la trajectoire

Cependant, pour une histoire H quelconque, l'intégrale

1"
]:' [-5%}1{—' - 'gT, _8_)3% -) Axyy dt" n'est pas nulle et doit, en conséquence,
figurer dens l'expression (1L),

La relation (14) est une relation de la mécanique classique,
entre grandeurs classiques.,

Cependant, nous avons vu (chapitre III) que le formalisme de
Feynman permet d'associer 4 toute grandeur classigue £y un opérateur
quantique G par la relation (2). Ainsi, & xH(t) on associe l'opérateur
X (t), & x,(t) 1'opérateur % (t), & L (x> %) 1'opérateur Z (%, %),

ips= g; 1'opérateur P = —%%2 et enfin au hamiltonien H = pHiﬁ - L

H,
1'opérateur #0= PX - & (x, X).
La relation (1l4) se transcrit immédiatement aux opérateurs en

raison de la linéarité de la relation (2) et compte tenu de (5), il vient

(15) 6 < x"t"[x't' > = < x"+6x",t"HEL" | +6xT, L6 >~ < x"t"[x't' > =

=‘% Cx"t" | 6] x't%)

.-.% Gt [P(e") 6x" = P(t') ox' - Fo(t") 66" + Fo(t') 6t'|x'tD
i fonen & X a 3L Y ] Tyt

*q (x"t L' (—-5-5(— - '&'E"'aT) [Gx(t) I - 6t(t) x(t) dt!x ')

La formule (15) qui traduit le Principe d'Action de Schwinger

va constituer le point de départ de notre étude. Elle appelle quelques

remarques :




(16)

(17)
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a) 6x(t) ne dérendant pas de H, 1'élément de matrice § (exp % SH), 6x(t)
H
se factorise et s'éerit 6x(t) (}"t"|I|x't') , I étant 1l'opérateur identité,

6x(t) doit donc €tre considéré comme un nombre, ou ce qui revient au mére,
comme un multiple de la matrice unité. C'est ce qui explique 1'introduction
de la matrice unité I dans le deuxiéme terme de la relation (15).

B) La notion d'intégrale d'opérateur introduite dans le deuxiéme terme de
(15) peut se comprendre comme une intégrale au sens de Riemam, limite d'une

somme d'opérateurs pris & des instents infiniment voisins entre t' et t".

D, Equations de Lapgrange en mécanique quantique,

Faisons tout d'abord 1'hypothése que la variation aux bornes est
nulle : 6x' = 6x" = &t' = 6t" = 0. N' est confondu avec M', N" avec M",
H et H représentent alors deux chemins infiniment voisins passant tous
deux par les points M' et M", Pour passer de 1l'un & l'autre, on se donne
les deux fonctions infinitésimales 6x(t) et 6t(t). Mais, dans ce cas parti-
culier, il est inutile d'introduire deux variations indépendantes et on peut
roser 8t(t) = O. La correspondance est donc assurée & l'aide de la fonction
infinitésimale 8x(t), identique pour tous les chemins H, obéissant aux rela-
tions 6x(t') = &6x(t") = O et & part cela arbitraire. .

Comme 3 tout chemin H correspond un chemin H et réciproquement
et que l?s points de déPart et d'arrivée sont les mémes, on a évidemment
g N exp % Sy = g N exp %.SE
le passape de 1'un & 1'autre de ces expressions revenant & effectuer un

changement d'indice "muet" H.

On déduit de (16) que & < x"t"|x't' > = 0, ce qui, compte tenu
de (15), conduit a '

t“ —
(x"t" | L;v )._a_:é o 6x(t) at | x‘t') = Q

X ~ dt  ox




(18)

(19)
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La relation (17) est vraie quelle gue soit la fonction infi-
nitésimale é6x(t) satisfaisant aux conditions &x(t') = éx(t") = O,
Choisissons pour 6x(t) une fonction nulle partout, sauf dans un intervalle

trés petit autour de t., Pour que (17) soit satisfaite, il faut que l'on ait :

e tt =4 [X(t), ).((t), t] 3 ai [X(t), )‘((t), t]] - -
S I[ AX(E)) T 2 X(t) [x1e'D =0

ce qui nous conduit & la relation entre opérateurs :

3L a 3% .y -
(- g =0 ()

La relation (18) est la généralisation aux opérateurs quantiques
des équations de Lagrange classiques., Elle a été déduite directement des
postulats de Feynman, ou ce qui revient au mé€me, du Principe d'Action de
Schwinger. Elle est valable quel que soit ¥ et non pas seulement & la
limite classique,

Les opérateurs qui interviennent dans cette &quation de Lagrange
étant des opérateurs & un seul instant t, nous savons (cf chapitre III)
qu'il y a &quivalence entre les définitions de Feynman et de Heisenberg
des opérateurs (&4 condition d'appliquer la régle de symétrisation).

On retrouve ainsi le fait que dans la représentation de Heisenberg,
les opérateurs satisfont aux équations de la mécanique classique. Prenons en
effet pour exemple le cas d'une particule dans un potentiel V(x). Le lagran-

gien quantique s'éerit £ m X° - V(X) et 1'équation (18) conduit & la rela-

2

tion entre onérateurs, au sens de Feynman et de Heisenberp :
> SR |
at aX

qui n'est autre que l'équation fondamentale de la dynamique newtonienne,

Dans le formalisme habituel de Heisenberg, (19) s'établit & partir de

1'équation d'évolution de l'opérateur P :



' (20)

(21)

(22)

(23)

(24)
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in -3 = [p, %]

Or

.y R L, v
[P,W@}— - i =3 - i —5
(20) et (21) redonnent (19).
S1i on prend la moyenne des deux merbres de (19) dans un &tat
] ¥ > gquelconque, on retrouve le fait que les moyennes quantiques obéissent
aux lois d'évolution des grandeurs classiques correspondantes : c'est le

théoréme d'Ehrenfest.

Reprenons maintenant la relation fondamentale (15), en tenant

. 3L d L . i 1
compte du fait que T 5 est 1dentiquement nul, Il vient :
5 < X"t-"IX't' > =§- (x"'t"I(SSlX't‘)
= GUEP(eM)ex” - P(t1)6x H(t") 68" + Rt 1)6t [xrer)

Chacun des opérateurs de la relation (22) est maintenant un opérateur &
un seul temps et on peut &crire dans le point de vue de Heisenberg :

<x" o4 Sx", " o+ St x' 4 Sx', t! + 6t' > = < x"g"|x't' >

Bl' < x"t"|P(£")6x" - P(t')6x' = H(t")6t" + H(t')6t'[x't' >

E. Opérateur impulsion : P(t).
Faisons dans la relation (23) 6x" = 6t' = §t" = 0; 6x' # O,
On obtient la relation :

<X xTHX 8T > - < x|t > = - 2 ax' < x"t"[P(t')[x't! >

]
La relation (2h),étant vraie quel que soit < x"t" | » entraine
- ' ’
[ x' + 6x', t' > = | x't' > - x p (t') | x'¢' >




(25)

(26)

(27)
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Soit

i6x"!

| x' + 8x', t' > = [l -V P (t')} | x't' >

5 ]
L'opérateur P (t') étant hermitique, 1 - 1§x P (t') est un

opérateur unitaire infinitésimal qui trenslate | x't' > en | x' + sx'y £ >,
P (t), opérateur impulsion, est donc le “"oénérateur" du groupe des transla-
tions dans l'espace des états de la mécanique quentique. C'est la propriété
fondamentale de P, A partir de (25), nous pouvons retrouver les différentes
propriétés de l'opérateur P :

a) Commutateur ‘\:X (¢'), P (t')]:

- Dlaprés (25) :

P (t')|x't' > ="%¥T [lx' + &x', t' > ~ | x'"t' >]

et X(t') P(x")|x't' > ‘%%T [}x' + 6x') | x' + &x', t' > - x" [x't' >]

D'autre part
x(t') | x't!

v
1]

x' | x't' >

et P(t') X(t') | x"t' > = éx, [x'lx' +6x', t' > = x' | x't! g]

\
I

Finalement
[r(e) Pe0) - B(e0) x(r) Jxret > = [rer) pler)] [xrer > = dhlxr + axye >
Cette relation est vérifiée & la limite ol 6x' tend vers zéro.
On a donc [g(t'), P(t'ﬂ | x't' > = if | x't' >.
les vecteurs | x't' > & t' fixé constituent un ensemble complet.

v

On en déduit donc :
x(t), &) =3 (w)

et dans le formalisme de Schrddinger :

[x. ) =

ce qui constitue la relation de commutation fondamentale des opérateurs

position et impulsion .




(28)

(29)

{30)
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g) Orérateur P dans la représentation x :

La relation conjuguée de (25) s'écrit :

<x+sx,t|=<x,t|+—l-${’£-<x,t|1>(t)

Nous cherchons a déterminer l'action de P(t) sur un état | v > défini

par sa fonction d'onde <x, t | ¢ > =y (x, t), c'est-d-dire qu'a partir

de y¥(x, t) nous cherchons la fonction d'onde ¢ (x, t) = <x, t | P(t) | v >.
Multiplions (28) membre & membre par | ¢ >,

I1 vient ¥ (x + 8x, t) = v (x, t) + —3%5~ ¢ (x, t)

A ov(x + 8x, t) - ¢ (x, t)
1 - ox

Soit ¢ (x, t) =

Cette relation n'est vérifiée qu'a la limite ou éx » O, On a donc en fait :

¢ (x, t) = % gx

v (x, t)

et en représentation x, l'opérateur P est donc

Ko
i 9x °

Le formalisme de Feynman permet ainsi de retrouver de fagon

simple les propriétés fondamentales de l'opérateur impulsion P en le rat-
tachant au groupe des opérateurs de translation dans 1'espace des états.

F. Opfrateur hamiltonien H (t).

Reprenons maintenant la relation (23) en y faisant
§x" = &x' = 6t" = 0; &t' # O, .

On obtient la relation

< x"t"[xT b6t > - < x"t"|x't! > = i6t! xX"t"| (e |x't! >

"
La relation (30) étant vraie, quel que soit < x"t" | , entraine
. ' i
| x', t" +8t" > = | x't' > + 180 FHo(t) [ x't' >

It




(31)

(32)

(33)

Soit
3 t
| x*, t* + 6t' > = [l*-—}ﬁ* %(t')]l x't' >

%
3 ]
L'opérateur %(t') étant hermitique, 1 + 1;5{:(’ F (') est 1'opérateur

infinitésimel unitaire qui trenslate | x' t' > dans le temps en
| x', ' + 8" > . '
Le hamiltonien H(t) est le générateur du groupe des translations dans le
temps.
, . A partir de 1'équation (31), nous pouvons retrouver l'équation
de Schrédinger. ,
La relation conjuguée de (31) s'écrit :

<x,t+;6t|=<x,t|-—]-'-${£—<x,t‘ %(t).

En multipliant membre & membre par un état | ¢ > , on obtient

v (x, t +6t) =9 (x, 8) =~ iﬁt <x,t | o) | v

ol, & la limite ou 6t » O :

My (5, 0) = <x, 8 | FOE) |

(32) n'est rien d'autre que 1'équation de Schrddinger en représentation x.

En effet

P R
#= 2m+V(X)—--§-;— 2x® + v (x)
et (32) stéerit : o -
2oy (s, 0) = oA L v )y ()

9x
Nous retrouvons ainsi, de fagon beaucoup plus élégante, 1'équation de

Schrédinger que nous avons déja déduite directement des postulats de

Feynman au chapitre II.




(1)

(2)
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V - FONCTION DL GREEN. PROPAGATEURS

A. Introduction,

- Pour décerire 1'évolution d'un systéme quantiaue au cours
du temps, on peut adopter deux points de vue : celui de 1'équation de

Schré&dinger :

o ? _
1if s l p > = g@| V>

ou celui de 1'équation intégrale
U (x2, t2) = f ax, < X, t, | X, tl > P (xl, tl)

t, > tl

Toute la premidre partie de cette &tude nous a montré 1l'équi-
valence entre ces deux points de vue, _

- Rappelons que le second point de vue est beaucoup plus rhysique
et qu'il traduit en quelque sorte un principe d'Huyghens dans l'espace-temps.
I1 montre bien 1'analogie existant entre les mécaniques classique et quan-
tique .. Enfin il est particulidrement bien adapté au cas des champs relati-
vistes et au probléme des perturbations. '

- Mathématiquement, cependant, le calcul direct de < xetelxltl >
4 partir du postulat de Feynman est assez compliqué. Sur l'exemple de la
particule libre, nous avons constaté que le calcul de cette amplitude de
probabilité est plus simple & partir de 1'équation de Schrddinsrer (1).

lNous sommes donc amenés a adopter le compromis suivant :

a) Nous décrirons 1'évolution du systdme dans le temps par 1l'équation inté-
erale (2).

b) Nous calculerons < x2t2|x
tielles (1).

1t > & partir de 1'équation aux dérivées par-




- Le probléme b) n'est autre que celui du calcul des fonctions
de Creen de l'équation de Schr8dinper. Ce problérme est extrérement rénéral
en physique et on le retrouve dés qu'on traite une équation aux dérivées
partielles avec des conditions aux limites : c'est le cas de 1'équation
de Poisson, des équations de Maxwell, de 1'€quation de la diffusion, des
équations de Schrddinger, Klein-Cordon et Dirac, etc.

Ftent donnde son importance, il est intéressant d'étudier ce
probléme de fagon systématique et de dépager ainsi les diverses méthodes

possibles de calcul de l'amplitude de probabilité < xztzixltl >

B. Définition des fonctions de Green.

Nous allons nous placer dans un espace~temps i quatre dimensions
. - =» .
et adopter la notation < r2t2|rltl > au lieu de <'x2t2lxltl,>'
D'autre part, on posera souvent
TPt > =K (Fot,, 7,t,) = K (2, 1)
171 272* 171 ’

< r2t2

~ " vd N .-f ”
1°) Calcul de ¥ (2, 1) & partir des états propres de d%g (supposé

~ indépendant du temps) :
Soit ;Qg le hamiltonien indépendant du temps, de valeurs propres

En et de vecteurs propres | u > : on a les relations
;{ u > =58 u >
4 n n | n
<u | u,>=6én'
n n

I|lu ><u |=1
n'! 'n n

. > -> ->
Placons-nous dans la représentation r et posons < r | LR (r).

La relation de fermeture conduit & :

> > > * o > >
! - )= - 1
I<r | w > <u_ | r'> Iu (r) u (rt)= 6 (r = T")

n n




(3)

(%)

(5)

(6)

(1)
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Décomposons la fonction d'onde | ¢ (t) > sur les &tats w >

B B

| v (t) > |un><un|\p(t)>

fu >e (t)

]

avec ¢ (t) = < u | v (t) >

c (t) vérifie 1'équation

i c, = En c
soit i Ent
e (t) = c e i
On déduit de (3) et de (5) : E _t,
-1 7

bFLey) =< T Ly (6) > =gy (¥)) c, e

et de (L) et (5) :
. F“n 1

D'autre part
. n

v (Tptp) = 2 e u (%) e TE

et compte tenu de (6) : Ep .
i == (t,=t,) ,
ot (?l,tl) s F

b (E,t5) = I § ua(Tp) u (F) e 1

n
On a donc

.En
- (tty)
1) e

Nous avons ainsi défini K (2, 1) en fonction des vecteurs propres et

_ - *,9
K (2, 1) = r); un(r2) Uy (r

des valeurs propres du hamiltonien 7@ . kK (2, 1) est donc une .quantité

extrémement riche en information, puisque sa connaissance exige la dia-

gonalisation compléte du hamiltonien %.




Si on fait dans (T) t, =t, =t, on trouve
-

-+ e -+ * >
K (re,t; rl,t) = % u (r2) u (rl) =6 (r2 - rl)

Nous avons déji établi ce résultat au chapitre II sur la quantité

>, On voit ainsi que K (2, 1) est une distributiorn et non

X, t2|xl tl

une fonction. A .
Notons que 1l'expression (7) de K (2, 1) ne fait ras d'hypothése

sur 1l'ordre des temps t, et t,. Cependent, comme 1'état du systéme a4 1'ins-

tant t, ne peut dépendre que de son &tat & des instants antérieurs, on com-

2
plétera la définition de K (2, 1) par la condition K (2, 1) =0 si t,< t;.

. (to-tq)
-iE ——-ﬁ—l-
o ) (t2 -t

Finalement

(8) K (Fp by 7 8)) =Zu (F) u™ (F)e )

) (t2 - t,) étant la fonction échelon unité définie par
B (t, =ty) =1sit; 2t

] (t2 - tl) = 0 s1 ta < tl

29) Equation satisfaite par K (2, 1) :

Par définition, nous avons
Ent2

- -1
(éu gtz - H (;é):x u (r2) e ®

D'sutre part

1}
o

d
dt

0 (t2 -t,) =68 (¢, - tl)

1l

2
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I1 en résulte

[}M Zt - H (?2):] K (F, ty, 7, tl)'
2 t,y-t
s 2
sibzu () ut @) e ET) 6 ()

MEu (7)) uw* (F) 6 (t,mt)

L}

if s (?2-?1) § (ty=t,) = ikt 6 (2,1)

En conclusion, K (2, 1) est définie par les relations :

o2) ({0t B -1 G)) k21 = s k2, )

(9-b) K=0 si t2 <ty

Les équations (9-a) et (9-b) définissent la fonction de Creen retardée

K (2, 1) de 1'é@quation de Schr8dinger (avec un hamiltonien indépendant

du temps).

Remarques :

~N

- L'équation (9~b) est indispensable & la définition compléte de K. En
effet (9~a) définit K & 1'addition prés de n'importe quelle solution de

)

—— - H (?2)] K (2, 1) = 0.

1'équation homoréne [iM
2 ‘
(9=b) constitue une condition aux limites qui achéve de définir K,

~ Il résulte clairement des équations (9) que K (2, 1) est une distribution,

3°) Cas ménéral (oi J€ dépend du temps) :

Définition : On appelle fonction de Green retardée de 1l'équation de
. . ) efinie
Schrédinger [117( r T - (r, t)] ¥

‘!
0, la distribution K (2,‘1 par les
conditions :
(10-a) [}M

i & (2, 1)

3 >
3, - H hé,t2ﬂ K (2, 1)

(10-1v) K=0 sit

2 <%
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Les équations (10-a) et (10-b) sont une simple généralisation
au cas d'un hamiltonien dépendant du temps des &quations (9-a) et (9-b).

Montrons que la solution K (2, 1) de cc systéme satisfait & la
propriété fondamentale (2) :

- _ 3 > ->
v (x,, t,) = ! a’ 1y K (2, 1) v (ry, t,)

1
(ty % t))
Multiplions pour cela membre & membre (10-a) par ¥ (;l’ tl) et intégrons
sur ;l'
Il vient :
3 3 >

(11) id J K (2, 1) ¢ (?1, t)) a3 ?l - H (?2, t,) f K (2, 1) ¢ (?l, t) & T

8t2
. -»>
= 11" 6 (t2 - tl) ¢ (rzt tl)

. N - ) > -
8i t, > tq, i & (t2 tl) ] (r2, tl) 0 et

J K (2, 1) v (;i tl) a3 ?1 satisfait bien & 1l'équation de Schrédinger.

Intérrons maintenant (11) sur la variable t2 entre tl - ¢ et tl + €

On a

ite fo,> >
atpH (pst, ) |K(Fpt,,T4t)

t,-e ’ R

ti+e .
. 1 9 > > > 3>
(12) if Jt dt,, 3{; J K(r2t2,rltl)w(rltl) a’r, - J
1°¢ (t.) a3F
viryty) dmry

tyte >
= if f dt, 6 (t2 - tl) ¥ (ra, tl)
t,-¢
l
Lorsque € - O, la deuxidme intéprale du premier membre, qui est 1l'intégrale

d'une quantité bornée, tend vers zéro.

La premidre intégrale est &épale &

.M { % (+ > | > 3+ t1+€
i r, toy Ty tl) W (r1 tl) d” ry

tl—C

D'aprés (10-b) K-est nul pour ty = €.
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Finalement la premiére intégrale se réduit &

. . -> > > 3
1M€11m0 f K (r2 tite , Ty tl) ¥ (rl tl) a r,

Quant au second membre, il est épgal a if ¢ (;2, tl).
Lorsque t2 > tl, on a donc
> > -> 3 >
J K (1, ty, Tp ty) ¥ (r) ty) a7 1) > ¥ (15, t;)
En conclusion : La fonction de Green retardée K (2, 1) est telle que

I K (2, 1) ¢ (;1, tl) d3 ;l représente la solution de 1'équation de

Schrédinger épale a P (;2, tl) a l'instant tl'

Nous avons ainsi rattaché de facon rigoureuse le probléme de
1'évolution du systéme aux instants ty 7'tl a4 la recherche de lé fonction
de Green retardée de l'équation de Schrddinger.

Nous allons voir que la fonction de Green est &galement trés

utile pour la résolution d'un grand nombre de problémes en physique,

C., Utilité des Fonctions de Green.

Les fonctions de Creen interviennent essentiellement dans la
recherche des solutions d'une équation aux dérivées partielles satisfaisant
< . .. . . .

a certaines conditions aux limites. Nous pouvons envisager plusieurs types

de procblémes :

(que nous noterons symboliquement D;). ,
Soit & chercher les solutions ¢ (%X, = ¢ (xl, Xpy ees xn) de
1'équation D> ¢ (%) = p (X), satisfaisant & des conditions aux limites

linéaires (ex. : annulation de 4 sur certaines surfaces).

> . - - .
p(x) est une fonction donnée, appelée fonction source,
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De telles équations sont extrémement fréquentes :

Exemples : Fquation de Poisson AV = - —%——

Propagation du potentiel vecteur

2
1 3 >
A=<=
c2 at2 | Ke)

On appelle alors fonction de Green du probléme la distribution

(8 -

K (xl . yl, Xy s Yps see X yn) qui vérifie
a) 1'équation.
TDrK(X,¥) =6 (-7
b) les conditions aux limites imposées.
Ecrivons alors p (X) = { o (F) 6 (X - 7) 4.
D'aprés la linéarité de l'équation et des conditions aux
limites, la solution ¢ (X) cherchée est alors
o= [o DG, D&

Exemple : Equation de Poisson AV = = o (x, v, 2)

o
avec la condition V=0 4 lt'infini

1

br | ¥ -z

On sait que la solution de AK = 6 (r - r') est K = -

On a donc le résultat classique :

v (';) - " 1 I p (;') d3;'
"o | ¥ -7 |

2°) Autres tynes de vroblémes :

- Probléme des fonctions rrovres et valeurs propres d'une

équation aux dérivées partielles satisfaisant & des conditions aux limites

données :




(13-a)

(13~b)

=6l

Exemple :-Probléme de la diffusion : recherche des états stationnaires de

collision de 1'équation de Schrddinger ayant un certain comportement
asymptotique. La méthode des fonctions de Green conduit alors & 1l'équation
intégrale de la diffusion, ou équation deLippmam-Schwinger.

- Probldme de deux équations aux dérivées partielles voisines :
On montre slors que les fonctions de Green des deux équations sont reliées
par une équation intégrale. La résolution de cette équation par itération
et la représentation diagrammatique de la solution sont trés commodes
(problémes de perturbation, de collision, etc..s).

Nous &tudierons ces différents problémes par la suite.

D. Calcul pratique des fonctions de Green.

Lorsque l'équation aux dérivées partielles est une équation &
coefficients constants, la méthcde de choix consiste & passer ‘par la
transformée de Fourier.

Nous allons l'illustrer sur deux exemples 3

1°) Fquation de Schrddinper d'une particule libre :

Nous avons déja obtenu la quantité < x2t2|xltl > =K (2, 1)
dans le cas d'une particule libre de deux fagons différentes : directement
4 partir du postulat de Feynman d'une part, & partir de 1l'opérateur d'évolu-
tion.U (t, to) de 1'équation de Schrddinger d'autre part (cf chapitre II,
§ B, page 15-19). Nous allons déterminer ici K (2, 1) en tant que fonction
de Green de la particule libre, ce qui nous donnera un troisiéme procédé
de calcul. '

K (2, 1) satisfait aux équations (10-a) et (10-b) qui, trans-

crites au hamiltonien de la particule libre, s'écrivent :

. d > > MQ > - . > >
i T, K (roty, Tity) + —5— 8, K (ryty,rity) = ik 8 (ro=ry) & (ty-ty)
-> - .
K .(r2t2, rltl) = 0 sit, <t




(1k)

(15)

(16)
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I1 est évident, en raison de l'invarience du probléme par
translation, que K n'est une fonction que de ;2 - ;l et t2 - tl que

., t. - t.). Faisons 1'hypothése que K (P y o=t )
1* "2 1 ; : 2 71 271
a une transformée de Fourier G (k, w) définie par :

> > >

1’ - wltyt))

-5
nous notons K (r2 -

> > v_l’-l. > 3
K(ra-rl, ty-ty) = (5;) Iv.. J ¢ (k, w) e d kdw

La transformée de Fourier de (13-a) nous conduit & :

2,2
[Mw-—%—‘} G (I.r:, w) = i}

- On peut affirmer que si K (2, 1) a une transformée de Fourier,
cette transformée de Fourier G (K, w) satisfait & 1'@quation (15).
On a ainsi remplacé 1'équation aux dérivées partielles (13-a)
par une équation algébrique pour lequelle l'inconnue est la distribution
G (K, w)e

Une solution particulidre de 1'équation (15) est

G(-}Z,w)=iﬁ9[ 12?
) B
_ ho = 5

Rappelons que g)(%J est la distribution définie par la relation :

<P d), 6 () >=1in [(_;u_)_dx [ de
x " =

e+ 0 J o +e

<L s'appelle aussi "partie principale au sens de Cauchy”.
Il est alors trés facile de vérifier que (16) est bien une solution de

1'équation (15). A cette solution particuliére, il faut ajouter la solution

2.2
générale de l'équation homogene [Mm - —Eééi—i] G—(g, w) =0

2.2
qui est iKC § (Yw - —E—E——) ol C est une constante arbitraire,

2m




(27)

(18)

(19)

-6,6'-

Finalement la solution générale de (15) est :

i 2.2
G (i, w) = iy [-gp , 1ﬁ2}2 +C & (Yw - Mgi é]
' ho - =50

Il est facile de verlfler que cette distribution G (k, w) admet une
transformée de Fourier (c'est en effet une distribution "tempérée").
Cette transformée de Fourier, X (r2- 1° t2—tl)’ vérifie alors l'équation
(13~a) et admet elle-méme une transformée de Fourier (qui est évidemment
G (E, w) ). Nous justifions donc ainsi a posteriori 1'hypothése de départ
qui était l'existence d'une transformée de Fourier pour une solution de
1'éguation (13-a). '

Mals n'oublions pas que cette solution ne sera la fonction de
Green cherchée que si elle vérifie épalement la condition aux limites sup-
plémentaire (13-b) que nous n'avons pas encore satisfaite.

Montrons que cette condition aux limites sur K se tradult par
un choix particulier de la constante C qui intervient dans G (k, w)
(formule 17).

Envisageons & priori les deux valeurs de C, c=

i+

im,
Nous définissons alors,i partir de (17), deux distributions que nous notons
' ¥ S22
6, (%, w) =i |P L sin e (e - L)
- %m _ le.k
2m

ce qui nous conduit & envisager les deux distributions de x

P& ;ins (x)

Or nous avons 1'égalité

. 1 . x F ie . X - . 1
lim —_— = 1im | ——————i= lim |y + 1T
+ ]
e >0, x tie 7, O{:xa + EL' >0 |x° + 2 T2, E2

(1'égalitéd (19) se démontre aisément en faisant agir les distributions des

deux membres sur une méme fonction ¢ (x) ).
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(19) nous permet donc d'écrire (18) sous la forme

(20) G, (K, w) = ik 1lim L
: 22

€0, o AXx.o
w 2m

Les deux distributions G, sont deux solutions particuliéres de l'équation'
(17). Nous allons voir que leurs transformées de Fourier K(i)(?e;}l’ t2—tl),
qui vérifient (13-a) satisfont respectivement aux conditions

(21-a) K(+) =0 si t2 < tl et

(21-b) K(_) =0 si t, > tl

K(+) constituera ainsi la fonction de Creen retardée de ls

particule libre, ce qui résout le problé€me que nous nous étions posé.

Quant & K(;), nous l'appellerons la fonection de Green avancée de la
particule libre.
Pour démontrer les relations (2l-a) et (21-%), il suffit

d'exprimer K(i) & partir de (1k)

oy ~iw(t, ~t-)
. s 1. o [ __.>1k(r2- l) it e 271
(22) K gy (ro=r. ,to~t,) = (5=) 1linm d~ke dw
(2)\ T2 Tyt = 57 ) 55
€ >0 “k + 3
+ Yo - —5— < ie

\

L'introduction de * ig dans le dénominateur de l'expression (20) de Cy

Yo = H2k2
2m

revient & déplacer les pdles de dens le plan complexe hors )

de l'axe réel de fagon & donner un sens a l'intégration sur w dans le
deuxiéme membre de (22).

Par exemple pour G, , le pdle est repoussé dans le demi-plan

+’
inférieur (fig. a) et l'intégration sur l'axe réel devient possible.

A - ot

2 %
, | im
‘:i§ é Fi 9 b
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On peut encore dire que sans déplacer le pSle, on l'a contourné par

un demi-cercle de rayon infiniment petit € dans le demi-plan supérieur
(fig. b) (c'est en effet ainsi que 1l'on interpréte l'intépgration si on
remplace dans (14) non pas la forme (20) mais la forme (18) de G(+)).

De méme pour C , on a les deux intégrations équivalentes sché-

matisées par les fig, a' et b’

k

Sl
£

(:3 87 Fiﬁ b

Pour calculer l'intégrale en w de (22), nous allons utiliser la méthode

des résidus qui consiste 4 fermer le contour d'intépgration de 1l'axe réel
par un demi-cercle de rayon tendant vers l'infini et sur lequel l'intégrale
a calculer tend vers zéro. Deux cas se présentent alors :

a) t, =ty < 0 : Pour que | e~ (tz-tlj | tende vers zéro, sur le grand

cercle ls partie imaginaire de w doit €tre positive et le deml—grand

cercle doit se trouver dans le demi-plan supérieur., Alors G, n 'a pas de

pdles & 1'intérieur du contour d'intégration et la méthode des re31dus

nous donne K(+) = 0.
B) t, - tl > 0 : il faut au contraire fermer le contour par un demi-cercle
dens le demi-plan inférieur et on a alors K(_) = 0, '




(23)
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Nous avons ainsi établi les relaticns annoncées (21~a) et (21-b) et
K, est bien la fonction de Green retardée de la particule libre. Nous

allons maintenant achever de la calculer.

Calcul de K(+) (2, 1) :

Pour t2 > tl’ nous avons vu qu'il faut fermer le contour
d'intégration par un demi-grand cercle dans le demi-plan inférieur.
T1 est facile de s'assurer que 1l'intégrale sur ce demi-pgrand cercle

tend vers zéro et on a :

. -Modu'; e—iw(tz—tl) e-iw (tQ_tl) —‘
lim 55 = -2iq lim Résidu 55
e > Oplewy _ HX L e >0, Yo - X 4
- w Sm € W= TZm &
2
. ¥k
_pig i (tomty)
La relation (22) devient alors : 5
: (e -1 t)
K(+)(2’1)___ 13”}&3}He 2™/ Tt Tem 271
(2n) ‘
. . W
I S elkx(xz'-xl) e-l 2m (t2-tl)’ N (intép,rales ana.logues)
2n x en y et z

Faisons le changement de variable p = ka. L'intégration sur k. devient

. 2
eiﬁ J dp oF [Plro1) - 55 (tp-t2) ]

intégrale que nous avons déjé calculée au chapitre II, § B (p. 17) et qui
représente précisément le propapateur < x2t2|x1t1 > & une dimension
(formule (7) du chapitre II). '




(24)

(25-a)

(25-b)

(26)

(27)

=T0=-

On trouve finalement, en tenant compte de la condition

K(+) = 0 s1 t2 < tl

> >

31w
(3 .t =t,) =8 (t t)-T 2 3/2exi’ﬂ_(-r—2:—r}—)—
Koy TamTpota™t ) = o~y ! e TR (E =t ) P2 Tt

La formule (24) n'est autre que 1'extension au probléme 3 trois dimensions

de la formule (7) du chapitre II.

2°) Equation des potentiels

L'équation satisfaite en électromagnétisme par le potentiel

scalaire V est
2
(A--}-——-—-—?-—- =
2 2 €
ot 0o

Cherchons la fonction de Green retardée de cette équation, c'est-da-dire

la distribution K, (2, 1) vérifiant les relations :

2
1 9 - -»> -»>
[Ae ) 2]K+ (2»1)"'5(1'2-'2"1)6(132""'1)
c at,

K, (2, 1) =0 si t, <ty

T1 est évident, en raison de 1l'invariance du probléme par translation, que

X, (2, 1) n'est une fonction que de ;2 - T et t, - t,. Faisons, comme pour

1 2 1°
1a fonction de Creen de la particule libre, 1'hypothése que K, (2, 1) a vne

P . e P . .
transformée de Fourier G (k, w) définie par la relation

i[RE2) = wlt,-ty)
‘ 271 P ] dBE dw

= l T
K+(2,l) -(-2—1:)—&' [...I G+(k,w) e

La transformée de Fourier de (25-a) nous conduit & : K

2 1 >
Ek o m2] 6, (K, w) =1




~T1~

Mous avons ainsi, comme pour la particule libre, remplacé
1'équation aux dérivées partielles (25-a) par une équation alpébrique

dont l'inconnue est la distribution G, (i, w). le problére cst cependant
2
plus compliqué, car la quantité w? - x° possdde deux zéros w = % ck,
o2
Il est trés facile de vérifier qu'une solution particulidre

de (27-a) est.
> c 1 (4, 1
G+ (k’ w) = 2k {9) [m-ckj - \/[w-!»ck]

A cette solution particuliére, il faut ajouter la soluticn générale de
m2
2
c
- _%E- [} 8{w = ck) = A" 8(w + cki] (A et A' nombres corpleves cuclcenaues

1'équation homogine [ - ng ¢ (K, w) = 0, qui est

Finalement, la solution générale de (27) est

G"(j:. w) = -‘?——{C][——-];———] - A 8(w - ck) -(f[:-—-'}—-—} + 2" é(w + ok)

2k w - ck w4+ ck

Elle dépend des deux constantes complexes X et )'. Comme pour la yartieule
libre, envisageons & priori les quatre soluticns correspondant a

A= ain (avec a et a¢* = 1)
x' = a'in
Elles peuvent s'écrire

> . c 3 1
G (k, w} = 1lim - ['_ : — - - - :]
’ e »o0, 2k | w - ck + aic w+ ¢k +a'ic |

Nous avons ainsi obtenu quatre d@istributions € (1:., w) pour lesquelles les
poles w = 2 ck sont déplacés d'une guantité infiniment petite dans le
plan complexe au~-dessus ou au~-dessous de l'axe réel., On peut encore dire
que dans les intérrations ol intervient C (K, w), il existe quatire facons
de contourner par un demi-cercle de rayon infiniment petit ¢ les pdles

+
m"""kao




(2R)

-T2~

De facon précise,

4 q=a'=+1, i1 correspond
1e confipuration ou le contour d'intégration
..cp{ -o.ca.
. t > jj:\‘ ‘/1>\ >
X b 1) -ch ey (%)
aa=qa'=-=1
% x -ch +c b
3 3 > ou x ™ \;
-cR RS o/ \J e

da=1;a'=~1

% sch < M
-chk ~§ N’ rcf

4
ey

da=~1;0=+1

-l X AN +:.3. ,
," +C ou -ch A\ o)

eV

Chacune de ces quatre distributions G (i, w) correspond & une fonction

K (2, 1) vérifiant des conditions aux limites particulidres.

Pour calculer 1'intégrale en w de (26) par la méthode des résidus, dans’
le cas ou t2 - tl < 0, il faut fermer le contour d'intégration par un
demi-cercle dans le demi-plan supérieur et c'est donc la premiére confi-
guration o = a' = 1 qui convient pour donner un résultat nul, |

La transformée de la fonction de Creen cherchée est donc

> _ . C 1 1
G+(k,w) llm{2k ® + 1t = ok  w + i€ + ¢k

e >0,
'G+ (K, w) = lim ;
e >0, (w + i)™ _ k?.
2

c




T3

L'intégration (26) nous conduit alors & la fonction de Green

retardée K_ (2, 1). On intdgre sur @ par la néthode des résidus :

o e-iw(te-'-tl) ' -im(t2—-‘tl) -
lim 3 dw = =21in O(tcntl) lim z Résidu £ -
€+ 0, /=w (w+;c2 Y : “ e+ 0, ) w+ii)¢ =R
¢’ e“
elkc (tzntl) e-1kc (t2~tl)
= 2iw ¢ e(tzutl) B

(26) donne alors :

B e 4

) ike (t2~tl) ) e-1kc (tg“tl) ;
) (te-tl) a’'k

TS
ie elk(rz"rl
2k

(27)?
En passant en coordonnées sphériques, l'axe Oz &tant dirigé suivant ;é - ;1,

K,(2,1) =

—

Id3k devient 21k® dk sin y ay
A O S ike(t, =t ~ike (t, =t

1c9(t2-tl) rr Jw elklrz—rl|cosgb(e (,d l)-e (2 l)

(2n)?

¥siny ~

2 . Sak av

et K+(2,l) =

o'’o

Posons t, = t; = T, |;2 - ;i| = r et effectuons 1'intépration sur ¢ : il
vient :
K+(2,1) e X 5 __g}__ 6 () i (eikr _ e-ikr) (eikct _ e-ikcr) ak
(2m) ‘o
&’it o - ., . ‘ I3 -
K+(2,1) "(:L)‘é'—%;"(f)f e1k(r+c‘r)+e-1k(r+c1)_e:.k(r-cr)_e-lk(r-c'r)] ak
m o -

e . , |
- (21)2 ___;_; G(T)I Elk(ﬂcr) _ elk(l’—c’f)] ax
n”

"lﬁ;}"e(") E(r-f-ct)-ﬁ(r-ct)]




-The

r = I?P - ;ll est positif. Le terme 8 (tv) permet donc de supprimer la
distribution § (r + ct) et finalement :
(20r) X, (2,1) = - _ﬂ%?_ 6[r - cf] 8 (1) = - —E%;— § (t = -§~) 6 (1)
|7,-r |
_ 1l 2771
T N 8 [tz-tl - — ] 6 (t,=t;)
2771

On en déduit immédiatement le potentiel au point ;é, t, en présence d'une

distribution de charpges p (;i, tl) :

> >
- fro-r, |9 -
> .1 > 1 2 71 3>
(30)  Vlrpty) = T J p rysty) =58 lfz"tl - _.—c_“—i ary 4ty
o [r ~r, |
21
ey
-> 271
- l p (rls te - c ) d3_>
hnso |+ > | 1
ry = T

(30)n'est autre que l'équation bien connue des "potentiels retardés" que
1l'on retrouve ainsi a4 partir de la fonction de Creen du d'Alembertien.
Remarque :

La condition aux limites imposée & la fonction de Green K (2, 1)
fait jouer au temps un rdle privilépgié. Dans la trensformée de Fourier
G, (i, w), c'est w qui est particularisé (cf relation (28) ). On voit ainsi
que cette condition ne satisfait pas 4 l'invariance relativiste. Nous ver-
rons qu'en relativité, il faut imposer & la fonction de Creen d'autres con-
ditions, satisfeisant 4 l'invariance relativiste et qui correspondent a des

contours d'intégration pour lesquels les plles I ¢k sont repoussés de part

et d'autre de l'axe réel.




(31=a)

(31-b)

(32-a)
(32-d)

o

.
. ‘t
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En conclusion : Nous avons montré que la technique de la transformation

de Fourier nous permet de calculer les fonctions de Green des équations:
aux dérivées partielles & coefficients constants. les conditions sux
limites se traduisent simplement par un déplacement dens le plan complexe,
dans un sens bien déterminC, des pSles de cette transformée de Fourier,

Cette proprifté€ nous permet de tenir compte de facon analytiguement simple

du principe physique de causalité (K = 0 si ty < tl).

Nous allons maintenant appliquer les techniques des fonctions

de Qreen & la théorie des perturbations :

E., Développement en série de perturbations

Soit un systdme quantique dont 1'&volution est déerite par un
hamiltonien H . Supposcns connue sa fonction de Green retardée X, (2, 1),
Elle vérifie les relations !

[ a s

K°+ (2, 1) =0 sl t, <t
Appliquons maintenant une perturbation V (dépendente au indépendante du
temps), Le hamiltonien devient H = H  + V. Cherchons i déterminer, a partir
de X, et de V, la fonction de Green retardée du hamiltonien H, c'est-d-dire

+*
la distridbution X (2, 1) vérifiant :
» a L] ‘
[1}{ -5%-;- - H (2)] K+ (2.."1) = iy 61& (2, 1)
' K, (2, 1) =0 8i tp <ty ‘
Pour cela, &crivons 1'8quation (32-a) sous la forme inhomogéne :

[ix 322 - H, (2ﬂ X, (2, 1) = iy 5y (2, 1) + vV (2) K (2, 1)

et considérons formellement le second membre comme une source p (2).

[}




(33)

{3b4)

(35)

(36)

TG

Nous avons vu alors (§ C) que si K' (2, 1) vérifie

[% 322 - Hj (2)] K' (2, 1) = ¢, (2, 1),

alors
SRCIEVEY PRCVENCRERE

K., (25 1)
Or, d'aprds (31-a), on voit que K' (2, 1) = ‘+iM .

(34) s'éerit alors

K, (2,1) = -j—- f }{o+(2,3) [ibi 6’*.(3’1) + V(3) K+(3,1)] as
Soit
K,(2,1) = K (2,1) + ;%— I Ky, (2:3) V(3) K,(3,1) a3

I1 est facile de montrer que X (2, 1), défini par 1'&quation (35),
satisfait bien & 1'équation (32-a). Nous montrons dens la suite qu'elle
satisfait & la relation (32-b). Ies deux fonctions de Green retardées
du hamiltonien non perturbé et du hamiltonien perturbé sont donc reliées

entre clles par 1'éauation intéerale (35).

Nous pouvons, dans le second membre de (35), remplacer K (3, 1)

par son expression intégrale et on obhtient ainsi par itération le dévelop-

‘pement en série de Neurann-Liouville de la perturbation : .

K, (2, 1) = Ko, (2, 1) + I%‘ J Koy (25 3)V (3) Ko+ (3, 1) a3

g [, 2DV G K, (3,0 V00K (1) a3k s

Dans chaque terme de la série (36), la présence des fonctions de

Green retardées Ko fait que les temps sont automatiquement rangés par
+

ordre croissant entre t; et t, : per exemple, le troisidme terme est nul




8 moins que l'on ait simultanément t, > tas bty 2ty t) >ty I1 est donc
nul si t2 < tl‘
lLa solution de 1'équation (35) est donc bien telle que K, (2, 1) = O si

t

I1 en est de méme de tous les termes de ce dévelcppement.

. C'est donc bien la fonction de Green retardée du systéme perturbé.

2<%

Remarquesi
Dans le développement (36), les intéprations sur les variables 3, 4, ete.

. . - -3 . - ..
(c'est~d-~dire sur Tasbas Tty etc.) sont libres et s'étendent a l'espace-
temps tout entier, Les conditions aux limites sur les fonctions de Creen

P

sont implicitement contenues dans les intéprales et annulent toutes les con-

tributions autres que t, > ... z,t3 >ty Le développement (36) correspond
i une simplification notable de 1l'@criture par rapport au développerent
classique de la page bl (formule (27) ). Cette simplification est effective
car nous avons vu qu'on peut tenir compte des conditions aux limites de fagon

mathématiquement simple.

F. Représentation diaprammatique du développement de Neurmann=Liouville

Nous allons définir une convention qui va nous perrettre d'asso~

~

cier wn diagramme & chaque terme du développement (36).

Conventions :

a) les temps sont représentés en ordonnée, croissant de bas en
haut, et en abscisse, on portera une "variable d'espace”.

b) A chaque terme X, (i, j) sera associée une ligne pointilliée
+

joignant i et ) x
i1 i
/:\ Ko+ (i,3) K, (i,3)
ik 3

c) A chaque terme K (i, j) sera associe une lipgne pleine joi-

gnant 1 et Jj.
d) A chaque terme V (i) un cercle autour du point i,




(37)

T 8=

On associe ainsi & chaque intégrale du déveloprement (36) un

diagramme, Chaque diagramme est affecté d'un facteur de poids (Z%—)n, ou n

représente le nombre de cercles du diagramme, et pour obtenir le terme du
dévelorpement (36) associé, il faut intéprer librement sur les variables

entourées d'un cercle. On obtient slors le développement diaprammatique :

2 Q 2
! \ X
! \ S
! \ ‘3 ~
:: " .‘,_ @ + ///@3 -}-c.oo
v ‘ @y
7 7
J / Y
1 4! 2 | ok T

11 est évident qu'avec nos conventions, il y a correspondance
biunivoque entre chague terme du déveloprement diagrammatique et chaque

terme de la série (36).

Les diagrammes conduisent i une représentation physique simple de

la perturbation + 1'amplitude de probabilité pour que la particule en Tl

a4 1l'instant tl se trouve en r2 d 1l'instant t2, en présence du potentiel
rerturbateur V, est la somme de plusiecurs contributions :

- une correspondant aux chemins ou elle ne subit aucune interaction avec V
- une correspondant aux chemins ou elle subit wne interaction avec V

- une correspondant aux chemins ou elle subit deux interactions avec V

etCoee




Prenons pour exemple le diasramme de diffusion double

\
éa N
\
AN
\
/,(33
®%
\
\
ve

Ce diagramﬁe représente une particule qui va librerent (sous l'effet de

0 seul) de 1 4 4, qui est.diffusée en 4 par V, qui va ensuite librement

4 3 ol elle est de nouveau diffusée par V pour aller ensuite libremert
jusqu'en 2. A ce chemin correspond une certaine amnlitude de probabilité,
Pour avoir la contribution des processus de diffusion double, il faut
sommer sur toutes les positions des points intermédiaires 4 et 3. FPour
avoir la contribution de tous les processus de diffusion, il faut ensuite
sommer tous les diarramres correspondant aux différents ordres de diffusion.
Fn réswné® : Pour joindre 1 a 2, plusieurs chemins sont possibles, A chaque
chemin est associéc une amplitude de probabilité. Il faut sommer sur toutes
ces amplitudes pour avoir 1'amplitude de probabilité globale K (2, 1),

On retrouve ainsi 1'idée de base de l'approche de Feynman de la mécanique

quantiaque.
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Remarques @

o) Les conditions aux limites sur Ko font que les diagrammes du type
+

N\ / \
N L’ \
N o
) \
3 \
\' i
que nous n'avons pas exclu a priori ont une contribution nulle,

Fn mécanique quantiaue non velativiste, de tels diagrammes n'ont

pas de simification physique. Ils correspondent en effet 4 un retour du
chemin dans le passé ou encore d la présence de trois particules entre les
i s t t).

instants t3 e N

En mécanique quantiaue relativiste, ils ont au contraire une

signification, car il existe alors une possibilité de création et d'anni-
hilation de particules {le nombre de particules n'est plus une constante
du mouvement) ., A

Par exemple, dans le cas ou la particule est un &lectron, nous
verrons que le diagramme représente un électron rartant de 1 & l'instant tl’
voyant apparaitre une paire &lectron-rositron sous l'effet du potentiel V
a4 l'instant t3, annihilé par le positron de la paire & 1l'instant t), teandis

que l1'électron de la paire arrive en 2 4 1l'instant t,. le positron s'inter-

~ - rd - -
preéte alors naturellement comme un électron d'énergie népative se propageant

dans le sens inverse du temps (théorie de Feynman du positrom).
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g) Avec les conventions adoptées, 1'équation intéprale (35) peut se

représenter par le diapgramme :

2 12 14
, \
[ \
f \
(38) |l - )+ 3
I
!
: |
1 x 1

Ce diapramme (38) peut s'interpréter aussi comme le résultat obtenu en
sommant toutes les parties de diagramme comprises entre 1 et 3 dans le
développement diagrammatique (37) (la perticule ve de 1 4 2 en répgime
"forcé" sous l'effet de H O+ V, puis librement (sous l'elfot de Ho) de
3 en 2). Nous définissons ainsi sur les diagrammec une opération trés

importante, la ressommation.,

G. Opérateur fonction de Green., Proparateur

1°) Cas général :

3 ' by 2 . ng
Nous nous sommes jusqu'éd présent placés dane la représentation r

dans laquelle la fonction de Green retardée s'écrit :

- -> > >
K, (2, 1) = 8 (t-t;) <1y t, Irl ty > =8 (tymty) < r2|U(t2,tl)|rl>

K+(2, 1) est donc un €lément de matrice de 1l'onérateur 6 (tz“tw) U (t?’tl)'




(39)

(4O=a)

(40-b)
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Ceci nous conduit & nous affrenchir de la représentation r en définissant

1l'opérateur fonction de Green retardé per la relation

K, (tyy t) = U (ty, t,) 0 (ty=t,)

L'opérateur a'évolution U (t2, tl) satisfait & 1'équation de Schrddinger :

if U (t,, tl) - H (t2) U (ta,tl) = 0

—a
at.,

On en déduit aisément que 1l'opérateur J’ﬁ+ (t?, tl) est défini par les

deux relations :

[M—E—-—--H :|¥€ ty, ty) = K 6 (b, = t,)

X, (ty, ) =0 si t, <ty

Les relations (LO-a) et (LO-b) sont en effet équivalentes & (39). Elles
sont 1'équivalent nour les opérateurs fonction de Creen des relations
(10=a) et (10-}9) de définition des fonctions de Creen. De méme que pour
les fonctions de Creen, la condition (L40-b) est indispensable & la défini-
tion compléte de -7{+. Notons cependant qu'a la différence de (10-a) et
(10-b), la distribution § de (40-a) est & une dimension : seul le temps

reste une variable,

Néfinition : On eppelle proparateur ‘§+ (w) 1l'opérateur transformée de

Fourier de X , par rapport 4 la variable t, : "9‘4‘ (w) est défini par la

2 L]
relation - . -1wt2 |
ﬂ+(t2, t]:)*"—é-;r- Je ‘9’_._((», tl) dw

Il est facile de montrer que tous les résultats &tablis au § E sur le

développement en série de verturbation s'adapte sans changement aux opéra-

teurs fonction de Green, Notamment les &quations (35) et (36) deviennent :
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(h2) K (t t,) = ‘7(0+(t2,t1) + ﬁ—f \Zﬁo+(t2,t3) V(t3) .7{+(t3,t2) dt

(43) K (t,,8) = J(M(t?,tl) + %Tf 7’60+(t2,t3) V(ty) Z{o+(t3,tl) at

+ (—7—2 )2 [ K, (ats) Vt) Jto+(t3,t,4) Vi) A (6t)) aty at,

+ L N 2

Le développement (L3), compte tenu de (39) redonne immédiestement la Tormule

classique (27) de la pape L1,

2°) Cas ol le homiltonien H ne dépend pas du temps :

Un cas particulier trés important et trés fréquent est celui o
H est indépendant du temps.
On connalt alors U (tz, tl) :
iH (ta'tl)
U (t2, tl) = e

L'opérateur fonction de Green ne dépend plus alors que de la différence

t, - tl (i1 y a invariance par translation dans le temps) et (39) devient :

iH (te-tl)
(k) J‘C+(tz,tl) = R_*(t?-tl) ='e # 6 (t, - t,)
_ iHt
= e 6 ()

en posant T = t2 - tl'

Posons w = E/{{; le provagateur %§.+ (w) devient %§+ (E) et il est défini

par :

ikt

40 _
) K=z [ e ¥ Y ma




(46)

(47)

=8k~

ou encore
+o  1ET
Y, (&) = J_w ¥ K, (1) &
soit : " i (E-H)T
1?+(E) = J e i ar
)

La relation (L46) définit (é;[+ (E) comme une intégrale d'opérateur. Dans
une représentation déterminée %;+ (£) définit une distribution (par

exemple la fonction de Green en représentation T) qui est du type
[ e X ax
o

Une telle quantité n'a pas de sens en tant que fgnction. En tant que dis-

tribution, on peut la considérer comme

dk = lim
e > 0,

1lim
e—>0+

® ik k ® ik ( ie)

X =€ 1 X + 1le
I e e J e dk,
o o)
ce qui revient & introduire dans 1'intéprale wn facteur de convergence aussi
faible qu'on veut, qui donne un sens 8 1'intégrale, mais qui ne modifie pas
1'action de la distribution sur une fonction i support borné (ou suffisam-

ment décroissante & 1l'infini).

{Cﬂ . .
Or 1lin J e1k (x + ie) dk = i lim -
o

€ > 0+ e >0,
L'équation (46) conduit donc 3 la relation

iy

E - H + 1€

ﬁz; () = 1im

e » 0,

L'opérateur H ayent ses valeurs propres réelles, E - H n'a pas d'inverse

lorsque E est épal 3 l'une de ces valeurs propres. La forrule (47) nous

montre donc que de fagon analogue & la méthode employée plus haut, le




propasateur s'obtient en déplacant d'une facon infiniment petite les valeurs
propres du hamiltonien H dans le plan complexe. 2z étant la varisble comple-
xe, nous appelons résolvante 1l'opérateur

1
z -1

G (z) =

(47) s'éerit alors Lﬁ_._ (E) = i¥ 1lim & (E + ie)

£ > O+
(45) @evient :
_ 1ET
(48) :;{/_'_(T) = ;“ lim Ie # G (E + i¢) ar
: e =+0
_ izt
= — f e H 1 dz
2n c z - H
+

C, représentant la droite paralléle & 1'axe réel déplacée d'une quantité

infiniment petite dans le demi-plan supéricur :

----- ¥ K- 2 %% X- -4

\/\vﬁo

On peut définir de méme 1'opérateur fonction de Green retardé Jﬁi (1) par
1'@quation (40-a) et la relation :

Je_ (tr) =0 si >0

On montre alors aisément

(49) K _ (1) ==U(x)e (~1)




-86-

Le propagateur retardé est alors

) Jo i (E-H)t

‘-ﬁ (E) = e dr
= lim if
e_)()*' E - H - 1¢
et : ‘ _izr
(50) Kot [ e ¥ 25w

C représentant la droite paralldle d l'axe réel déplacée d'une quantité

infiniment petite dans le demi-plan inférieur :

Rk RK = X — - b 3

__%
C.

De (39) et (L9) on déduit

U (1) =x, (v) =x_ (1)
et de (48) et (50) :

_ izt
(51) U (1) = —= J e K 1 dz
2% c z - H
avecC=C+—C_:
N,
>

i S e e e »

v




(52)

(53)

(5k)
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Reprenons enfin la formule (42) qui s'écrit, dans le cas d'un

hamiltonien H et d'une perturbation V indévendants du temps :

A +(t2-tl) = J¥0+(t2-tl) + —%ﬂ—-I ;ﬁfo+(t2-t3) v JE+(t3-tl) dt

L'intégrale de (52) est un produit de convolution qui devient un produit

ordinaire par transformation de Fourier :
‘ ] Q? ,
‘?+ =4, mely, @ (é(+ (E)

(53), compte tenu de (47), s'écrit encore :

1 1 1 1

= - + Vv
E~«H+ie E = Ho +ie E = Ho + ie E - H + 1ie

La relation (54) apparait ainsi comme une cons@auence de (52). On peut

également la démontrer beaucoup plus simplement i partir de la relation

générale entre opérateurs :

1.2 _ .1
A "B B

o- 0%
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APPLICATION DES FONCTIONS DE GREEN A L'ETUDE DU SPECTRE DU HAMILTONIEN

Nous avons, dans les chapitre précédents, développé le for=-
malisme de Feynman, Ceci nous a amené tout naturellement & 1'étude de
la fonction de Green de 1l'équation de Schrddinger et & celle de sa trans—
formée de Fourier, le propagateur,

Nous avons ainsi fait connaissance avec certains objets ma-
thématiques, d'une utilisation trés courante en physique théorique mo-
derne et qui se révélent trés importants pour 1'étude d'un grand nombre
de problémes.,

Nous allons, dans cette partie du cours, passer en revue un
certain nombre de ces problémes afin de nous familiariser un peu plus
avec ces objets mathématiques; ces problémes permettent par ailleurs
d'introduire des notions trés importantes qui nous serviront constamment
par la suite.

Le théme général de notre &tude sera la recherche des valeurs
propres et des états propres d'un hamiltonien ;H% constitué d'une partie
Z%%, dont le spectre est supposé connu, et d'une perturbation V, Cela pour-
ra €tre le cas d'un systéme libre placé dans un potentiel extérieur ou de
deux systémes couplés par une interaction. Nous nous attacherons, en outre,
4 donner une image physique des états propres de FHo en étudiant comment
ils peuvent s'obtenir, dans une approche temporelle, & partir de ceux de
%,.

Le spectre de ;6 présentera en général deux parties : un spec=-
tre continu et un spectre discret. Cette division sera respectée dans le

plan de cette &tude qui sera le suivant :

coo/coo
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1°) Etude des états stationnaires de collisions (états propres

du spectre continu) : _
Nous étudierons tout d'abord, de facon mathématique , les états

propres du spectre continu (non normés) satisfaisant 4 certaines conditions
aux limites, Ceci nous conduira i 1'équation intégrale de la diffusion, ou

équation de Lippmann-Schvinger.,

_ Nous donnerons ensuite une image physique et temporelle de ces
états, ce qui nous conduira & la matrice S et & la théorie des collisions,

Nous terminerons par quelques méthodes d'approximation.,

2°) Etude des états 1iés (états propres du spectre discret) :

Nous verrons l'utilité de la résolvante pour 1l'étude des états
1liés du hamiltonien Eﬁ% , ce qui nous donnera une nouvelle théorie des per-

turbations stationnaires.
3°) Etude des états instables :

Nous aborderons enfin le probléme des états instables qui, dans
une certaine mesure, est intermédiaire entre celui des états liés et celui

des états de collision. Nous donnerons, & partir de la résolvante une théo-

rie de la durée de vie.

'../‘ll




- 90 -

I - ETATS STATIONNAIRES DE COLLISION

A, Introduction,

1°) Description du systéme

- Le systdme que nous étudierons sera celui d'une particule

dans un potentiel V (r). Son hamiltonien s'écrira donc
>
H=T+V (r)

T représente le hamiltonien d'énergie cinétique €pgal & P2/2m;

Vv (¥) un potentiel décroissant avec la distance plus vite que =,

. r
non nécessairement central. |7
- Nous pouvons ramener au probléme précédent, celui de deux

particules A et B en interaction. Le hamiltonien s'écrit alors

PA2 PB2
H = + + V (A, B)
2mA Y

Le systéme présente l'inveriance de translation et l'impulsion totale du
mouvement est donc constante,
Nous pouvons séparer le mouvement du centre de masse, rectili-

gne et uniforme, du mouvement relatif dont le hamiltonien s'écrit

H=T+ YV
avec T = —EE—Y
2m n, m
A B ~ A
m = ——— (masse réduite)
m, +
AT "B
en posant : z ?
3. Mg ¥p =1y B
mpy * My
> -»> >
r=1r, =-r

.../...




Les particules A et B peuvent de plus gtre doufes de degrés
de livberté interne (spin).

- On pourrait envisager le cas plus complexe oi A et B sont
eux-mémes des états 1iés de plusieurs particules, par exemple ces atomes.,

Le hamiltonien reiatif s%crirait alors
= +h +h +V
7 T8 * A T B Vip

o Ty représente 1'énergie cinétique relative, hA et hB les énergies in-
ternes des atomes A et B, V,, ltinteraction.

Un tel cas pourrait conduire & des collisions inélastiques
(o les atomes A et B voient leur énergie interne modifiée) ou & des col-
lisions de réarranpgement (ol la composition de A et B peut €tre 2lle-méme
modifiée).

Nous n'étudierons pas ces cas plus complexes pour ne pas
alourdir trop l'exposé. En fait, les méthodes que nous allons étudier
s'appliquent parfaitement & ces problémes. '

Nous ne souldverons pas non plus au début les difficultés
1ides 3 1'indiscernabilité des particules et nous considérerons les colli-
sions entre deux particules différentes.

2°) Le spectre de T et de H

a) Spectre de T :

C'est un spectre continu de O & 1'infini que 1'on peut écrire

ﬁ2 k-2
E; = 2m1 . A chaque valeur de E. sont associés les états propres
> : ) . L.
| o > (avec | k; | = kj) qui dans la représentation ¥ s'écrivent
1 > >
i k..r (%)

> 1 ,3/2 8
< > = | ————

r | °§i (=" e o

Nous omettrons parfois dans la suite le facteur de normalisation
1 )3/2

(e

2n
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Le systéme | >, lorsqu’on a spécifié éventuellement les
i
états de spin des deux particules My et U, constitue un systéme complet
de fonctions propres. (De fagon rigoureuse, il faudrait écrire
-’
| ki’ uA’ UB

ou méme | o, >, tant qu'il n'y aura pas d'ambiguité.).

>, Pour simplifier, nous écrirons les états propres | o >
i

Nous ne souldverons pas ici les difficultés liées au spectre
continu (les fonctions d'onde représentant | ¢, > ne sont pas de carré
sommable et seuls les paquets d'onde ont un sens physique).

b) Spectre de H :

Nous al%ons2voir qu'd chaque état propre | ¢i > de T, de va=-
e k.
leur propre E; = 2m1 , on peut associer au moins deux &tats propres

| wit > du hamiltonien H, de méme valeur propre E..

Le spectre de H comprend donc au moins une partie continue qui
va de zéro & 1'infini.

On sait d'autre part que si V est attractif, il y a en plus un
spectre discret de valeurs négatives, les états correspondants étant les

états 1iés : le spectre de H présente donc en général l'aspect suivant :

0 oo

S
¥ 7

. t - 3
Notons que les | wi >, qul constituent ce qu'on appellera

les "&tats stationnaires de collision", ne forment donc certainement pas
en général un systéme complet, car ils ne représentent pas la partie

discréte du spectre.

eoeloos
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3°) Plan_suivi

- Nous allons tout d'abord, de fagon purement mathématique, re-
chercher les états propres de H ayant un comportement asymptotique donné,
que nous appellerons | wi+ > et | wi- > (états stationnaires de collision).
Pour cela, nous utiliserons les fonctions de Green. Nous serons conduits
& 1'équation intégrale de la diffusion (§ B).

- Nous ierrons ensuite 3 quoi correspondent physiquement les
états mathématiques ainsi introduits. Nous verrons notamment que si on

établit adiabatiquement la perturbation V et si on appelle U 1'opérateur

d'évolution correspondant & cet établissement adiabatique, alors

| v.% > = lim U(o,t) | o, >
i o i
t * = o
(o]
| .7 > = 1im U (o, t) | ¢ >
1 to >+ o * o 1

ce qui justifiera les définitions d'onde entrente et d'onde sortante don-
P ~ + - -
nées & | y;° > et & | v;™ >
- Nous serons alors amenés d étudier la quantité S = 1lim U (tl, t2)
t. * - ®
2

: £y >+
(matrice S). 1

- Nous verrons enfin 1'utilité des états stationnaires de collision

pour le calcul des sections efficaces de collision.

B. Approche mathématique.

1°) Probléme mathématique

- Les états propres du spectre continu de H, sont donnés par

1'équation de Schrddinger indépendante du temps :

.0./0'!
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2
W -EwBrvHeB=rvH (€50

M2 k2

2m
2
VR =dou )

Posons E =

(1) devient alors
(2) | =a+U@ | v (F=xy

. t .
Nous cherchons les solutions de (2) v (¥) qui lorsque | r | tend vers
1'infini ont- pour forme asymptotique - .
> 1 .
ir oz +1 k1 r
i >

A, (r) = e +f, (K., 6, ¢)

(avec k; = | % |5r=1]71])

i
ce qui signifie que l'on a, lorsque | r | tend vers 1l'infini :
z >y 1
(3) wK' (r) - Ai (r) =0 (*;*)
i
Nous appellerons ces solutions ondes stationnaires de collisions entrantes
et sortantes,
Le fait qu'il existe des solutions asymptotiques de cette for-

i - -> e 3 . -
me pour un potentiel U (r) quelconque n'est pas &vident. Nous pouvons ici

. - . . . >
établir une condition nécessaire de son existence : il faut que U (r) dé-

croisse plus vite que 1/r. s s ik r
1 ki r e 1
En effet, aussi bien e que ————er— sont solutions de

1'8quation "non perturbée" (A + kie) f =0,

.l‘/‘l.
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Il en résulte que
- 2. > r > ~ 2 >
[ + x5 - T A, (F) - lpk»i (¥)] =[6 + x5 - U(r)] A,(r)

e P EIT
= =U(r) A, (r) + —5— £, (k;, 8, ¢)

Or Afz(ii' 9, ¢) décroit en l/r2 lorsque r - @, quel que soit
f*(ﬁi, 6, ¢) (d*aprés la forme du laplacien en coordonnées sphériques) .
On en déduit donc (& moins que U (¥) décroisse plus vite que l/r3) que

. . s 2 - > t >
la partie p_x;lnilpgle de [A + kI -U ()] [At(r) - wl-zi (r)] est
- U (;) ol kj r°
Or, d'aprds la définition (3), la partie principale de

4 . . .
A (;) - WE_ (;) est en l/ra avec o > 1, La partie principale de
b
2 > "4 L e . z « a a
[A +ki-U (r):] [A:(r) il 1 (r)] doit donc épgalement &tre en 1/r
1

(& cause du terme en k?, les termes en A et U (;) conduisent a des

ordres supérieurs).
P . > - . o
I1 est donc nécessaire que U (r) décroisse en 1/r  avec

o > 1 . Nous imposerons cette condition & U (¥) dans la suite de cette

(%)

étude,

. t .
Nous montrons par le méme raisonnement que Y (r), s'il
: i

existe, est solution de (2) avec k = k; et représente donc un état pro-
pre H d'énergie (Hz kie)/Qmo

2°) Fonction de Creen de A + kig

. - ‘ . 4 t
Pour déterminer, si elles existent, les fonctions ¢p, (;),
3

solutions de (2), admettant Az(;) pour forme asymptotique, la méthode

de choix est celle des fonctions de Green.

L ] . « .
(%) Nous excluons donc le cas du potentiel coulombien en 1l/r. On sailt
dans ce cas traiter le probléme rigoureusement (cf. Messiah, "Méca~
ique Quantique, t. I, page 357).




(k)

(6)

(1)

T1 suffit en effet d'écrire l'équation 2) formellement

sous la forme inhomogéne :
(4 + k%) v (F) =U () y ()

. > >
et de considérer U (r) ¢ (r) comme une "source".
Nous sommes donc amenés i chercher la fonction de Green

-+ >, oz T2 e e " ty 3 "
GE (r = r') de 1 opérateur A + ki verifiant les "bonnes conditions
i
aux limites pour r - =,
P 3 PR R > >
L'8quation vérifiée par G (r = r') est
i
(8 + k) G, (F=%') =5 (F=-%")
‘ i

Nous ne préciserons pas & ce niveau la forme des condi-

tions aux limites sur G, Nous nous contenterons de choisir a priori parmi

les solutions deux fonctions G, et G_ et nous vérifierons qu'elles condui-
sent bien, par résolution de (4), aux fonctions wﬁx (%),
i
Pour résoudre (5), nous allons, selon une méthode qui nous

est maintenant habituelle,utiliser la transformée de Fourier :

Posons
> 1,3 > ix (F = 7') .3
G, F-F= 5% [ (D e X

.
La transformée de Fourier de (3) conduit & :
2 2 >
- A . G =
(= %" +%.%) G (X) =1

L'équation (7) est anaiogue & 1'équation (27) de la page
TO. Sa solution générale s'écrit {(cf page T1) :
G—r(;=--—l—--{g)l——]lT-_i-Aé(x-ki)-@[t-:'—]:———;]'*)\'a(X*‘k-)}
i il -k X kg o
Envisageons a priori les solutions
A= =im 'j A = +inm
AV = 4w et ( At =

!

i
e
=

Y
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Elles donnent

r L, . 1 1 1
G (x) = 1im = [ r— - ._R]
ki' el » o, 2ki X =~ k; g 1€ X + K. ¥ 1le

= lim
2 2 4 o:
' - - . '
e' » 0I ki X 21kle

Soit, en faisant le changement de variable ¢ = 2kie' :

L
(8) 6. (X) = 1im —
1 € +> Q+ ki - X * e

i . t 3 - - -
Ce sont les deux fonctions Gf (;) que nous allons cholslr a priori pour
1

notre probléme : elles correspondent aux contours d'intégration des figu~

res a) et b),

oS N\
- kl + ki - kl + kl
+ ’ -
(a) s C'gi (x) (v) Gi;i (x)

Nous constatons que C-:t ne sont fonctions que de x2 et

P t 2
nous allons les écrire G (x%).

. : . . oo s
Pour obtenir Gp (r - ¥'), il suffit d'utiliser la for-
i

. . > =+
mule (6) : en passant en coordonnées cylindriques avec r - r' pour axe po-

. -+ ng ] ’ .
laire et en posant | r - r' | = p, {6) devient

"c/ucc
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o n .
GK (; ~ ;') = 1 f an x2 dx Gt(x2) [ elxpcose sin6 40
. 3

i (en)” ‘o o

et aprés intégration sur 6 :_

. . .
> (r=7') = 1 1 xdx (elxp - e 1XP) Gt(xz)
k. ip 2
i v (2n) o
1 A ixp .t 2
= . > I xdx e xp G (X )
(2m) -
[+ -
1
- :in - 2 J xax e — 2
(ow) - k- x % ie

Pour calculer cette intégrale par la méthode des résidus, il faut fermer

le contour d'intégration par un demi-grand cercle dans le plan des x tel

. L o
que | etXP | = e'-'Jm XP tende vers zéro. Il faut donc fermer le contour

dans le demi-plan supérieur

N\
' - A -
5 %
i
et on a
£ ‘ . 1xXp
G}-E (;-;')=2inx_}-—— 12Résidu[ 2xe2+ ]
i 1p (2n) k;" - X - 1ig
Soit finalement . > >
+1 k. r -r!
(9) Gt (FoF)=oio & | |
T T TR TR R

k3
G sont donc les solutions & onde sortante (ou entrante),

YATY
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Reprenons maﬁntenant 1'équation (L) et traitons le cecond

membre U (¥) ¢ (¥) comme une source o (})

Nous savons que Gk (r - r ') permet de construire les so-

. i
Jutions

i

(20) v (¥) f 6" (F-F) 0 (7)) &
1

[af G-tvany @ d
1

L'équation (10) est une équation intégrale qui remplace

1'équation (L) : ¥ (r) satisfaisant (10), satisfait nécessairement (W),

Mais on peut ajouter & v (?) une solution de 1 eguatlon

membre" (4 + k-2) ¢ (¥) = 0, par exemple e1 kl'r

"sans second

L'équation intégrale (10) devient alors

k.
1

I1 est facile de s'assurer que toute solution de 1'équation

(11) w6>=ékvr+jm G- u @) e (B1) a3

intégrale (11) satisfait épalement & 1'@quation (%),
Nous edmettrons sans discussion que si le potentiel U (r),

qui décroft plus vite que 1/r est suffisamment reguller, 1'équation in-

tégrale (11) admet une solution pour ug (r = ') et une solution pour

1

- . .
(r - ;'). Nous montrons par la suite que ces solutions admettent

G,
X

A J}) pour forme asynptotique. Nous avons donc ramené le probléme que

nous nous étions posé & la solution de 1'équation intégrale :
d -> {
b 4 .
(12) v (F) = &' kior | th (¥ = *') U (F') ¢+ (F*) a3 7
i / i ks

qui porte le nom d'€quation intégrale de 1la diffusion.

Oon/oon
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Montrons en effet que les solutions wif (¥) (dont nous
admettons l'existence) ont le bon comportement asymp%otique.

L'intéprale de (12) convergeant, il existe nécessairement
une valeur de | ¥ | telle que la contribution & 1'intégrale des valeurs
de »' telles que | *' | > | T | soit négligeable : en d'autres termes,
on peut toujours prendre ] r | suffisamment grand pour que | ;'I soit
trés petit devant | 7 |.

>
r' ou encore,

On peut alors développer | r-1'|=r-

en appelant % le vecteur unitaire dans la direction 6, ¢ de T

I—;"_{"|=r-go;'o

On développe alors @

%% _1 e 1
Gﬁ (r - x')~ b r xe

. 5> >
;l ki nor'

et (12) conduit

~
a
. > >
1k;r

Yy

1 et kj r

= Thn T

: > >

+ 1 . o ] - t
P> (;) noe e * ki ner’ (r*) v (?') FER
L'intégrale au second membre n'est plus qu'une fonction de k; et de 3,

clest-d-dire de 8 et ¢ et on peut l'écrire :

7i ki B.E' L > oy .3
] LRy () gt B B3

£,(K, 0, ¢) = = 44— J e .
EI . T kl
et (13), compte tenu de (1), nous donne bien le comportement asymptotique
cherché,
Les solutions de 1%équation intégrale (12) sont donc bien
les ondes stationnaires de diffusion cherchées et les fonctions de Green
choisies a priori &taient bien celles qui correspondaient au probléme

étudié. De plus, la formule (1L4) nous donne le calcul explicite, connaissant

O../OC.
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1'état stationnaire de collision, de la fonction f (Ki’ 6, ¢), qui comme
nous le verrons joue un role essentiel dans le calcul des sections effi-
(#)
caces .
I1 nous reste maintenant, comme nous 1'avons fait dans les
chapitres précédents, & nous affranchir de la représentation r et & don-
ner wne forme intrinsdque & 1'équation intégrale (12).

4°) Lien entre les fonctions de Green G:(; - ) et le

propagateur de T

Rappelons que le propagsteur avancé ou retardé de T s'éerit

()
. 1 L 1
f? t(Ei) - eliéo E, =T = ie sliﬁO ﬁ2k.2 .
+ ¢ e - T I de
on

lLa relation (6) peut s'écrire

A ’ 1 3 i-';' 1 _i+;l 3 -
(15) G‘ﬁ (r-r')= lim (—é-r) Jex 5 5 e @ X a’ x

i e >0, K7 - x t e

Appelons | —)E > les états propres de T de valeur propre
2 .2
B

Sm représentant une onde plane de vecteur d‘'onde ;.

(Q)Nous pouvons montrer que 1'intépgrale (14) est toujours convergente a
1'infini si U(Y) déeroit plus vite que 1/%. En effet nous pouvons majorer
¢kf(F') par un nombre M et U(¥') par 1/r'® (o > 1) R
f; En intégrant d'abord sur les angles polaires de r' par rapport
i n, il vient M sin ki 1! '
£l < ——*[-————-i——— r'2 ar' qui converge puisque & + 1 > 2.
ki I"a+l ————

- e eus . e . . o
( )La définition que nous donnons icCl du propagateur différe 4d'un terme
en if de celle du chapitre V de la premidre partie.
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Nous avons les relations

> 1 \3/2 ix T
- = (e X r
<r l X 7= ( 2m ) © > >
. 4 1
< ; ‘;i > = ( ;-." )3/2 e 1X r

Compte tenu de ces relations et du fait que l'ensemble des | ; > est

complet, (15) peut s'écrire :

2
t,> 'ﬁ . f > > 1 > - 3> 3_).
G @ =K 2 | Fbal gl oKl e
1 . € O+ 1
2
=.H lim <ri—————}-+-s—|r'>
2m T = 1€
e >0
+
Soit
‘ 2
t > >0 _ R > >
(16) Gﬁi (r=r1')=—F—<r | g%t (E;) | r¢ >

Remarque
Ce résultat peut 8tre obtenu trés simplement par ailleurs : l'équation

.. t P .
(5) vérifiée par G (¥ = 7') est la transformée de Fourier par rapport

su temps de 1'équation vérifiée par la fonction de Green de la particule
libre (équ. 13-a, p. 6U4) (& un coefficient en U prés). D'autre part les
conditions aux limites adoptées sur les "y ransformées de Fourier totales"

(par rapport au temps et & l'espace) sont les ‘mémes pour GK (r - ¥') et
i

pour les fonctions de Green retardécs et avancées de la particule libre
(comparer les formules (20) p. 6T et (8) de ce chapitre qui sont identi-
ques & des changements de variable évidents prés : la "variable d*énergie"

Hw est remplacée par ks 2 ot 1a "variable d'impulsion" k par x). On en dé-

duit que Gg (r - r ') eut 1a transformée de Fourier par rapport au temps

de la fonctlon de Green retardée ou avancée de la particule libre (4 un

coefficient en Y prés). Or nous savons (cf page 81) que la fonction de

ooo/ooo




Green de la particule libre est 1l'E&lément de matrice entre < ¥ | et | o>

P . - > > - gl 2
de 1l'opérateur fonction de Greeno Gﬁ (r = r') est donc 1'élément de ma-
. i
. + - ‘ P
trice entre < r l et | 7 > de la transformée de Fourier (par rapport au
temps évidemment) de 1'opérateur fonetion de Creen, c'est-fi-dire du propa-
gateur avancé ou retardé (au coefficient M2/2m prés). C'est ce qu'exprime
1a formule (16) ci-dessus.

5°) Equation de Lippmann~-Schwinger

Compte tenu de (16), 1'équation intéprale de la diffusion (12)
. o o t ? - .
peut s'écrire en considérant ip () comme la foncticn d'onde du vecteur
i
- . nd
I 4 > dans la représentation | r > et en notant que
CE VI =8 (F ) V(EY) s
Fyp > = <Flep > + 7| ¥z (E-)|r'><r']V|r“><r“|¢4t> a3 ¥ a3
k. K. 41 1 X.
i i ¥ i
ce qui représente la projection sur | T > de 1'équation entre vecteurs
d'états :
A ———
(17) | w.’> =| 9, >+ —eee |y, >

(17) représente L°'équation de Lippmann~Schwinger de la diffusion.

On peut lui associer 1'équation conjuguée entre bras :

1

|
Ei"TziE

(18) <Yy | =<y | + < witl v

dens laquelle il faut remarquer le changement de signe devant ie .
Nous pouvons donner & l°équation (17) une autre forme, non

intégrale, Partons de la relation eénérale entre opérateurs :

1 1 .1 1
A -~ "B B(E"A)A

..0/0"0
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et posons A=E. - T# ie
B=Ei-HiiE

Nous avons alors B = A = -V et

1 1 _ 1 (=) 1
Ei-T«'-'-'ie El—}Iiie E. = H # 1¢ E. = T & i¢
Soit

1 _ 1 [1 v 1 ]

-7 * ig - H % - 7. = T * 1
E1 TZX 184 El H 1€ F1 T + 1€
d'ou

1 1 l:
— Y = V-V \'

- + - + . 5
E1 T i€ El H 1€ E1 T 1€

a'ou
1 t 1 3 1 t
(19) Ei-TEievl"’i >'Ei-H§ieVD"’i"‘Ei-TEieV'“’i >:]
Or le terme entre crochets dans le membre de droite n'est autre que
| ¢, > (a'aprés (17) ).

(17) et (19) entrainent donc

+ 1
(20) 19 ’““’i’*ii—:—?‘fz"“"i’
Remarque :

Nous avons donc remplacé l'&quation intégrale (17) par 1l'équation (20),

qui n'est plus intégrale. Cependant la difficulté est reportée sur le cal-

cul des &léments de matrice < r | iru—~%—¢—zg | r' > du propapgateur
;- H T

1 . .
F -1 E ic du Hamiltonien H.

0.0/0..
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Nous savons d‘ailleurs (grice & la remarque du 4°) qui se trans-
pose sans difficulté) que cet &lément Ge matrice représente une des fonctions

de Creen solution de l'équation 3

> >

B+l -v ] @ F-T)=8-7")

Nous pouvons obtenir, & partir de 1'équation (17), un dévelompe=~

ment en série de 1l'état stationnaire de collision :

t 1 1 1
(21) | vy 7 F E+ E.-Tiie V+_E-wT T 1e VE.-Tiie v ] | 4 >

Ce développement constitue le développement de Born de 1tétat stationnaire

de collision, Il nous permetirs d'obtenir le développement a4 différents
ordres de la section efficace différentielle de diffusion.

6°) Propriétés mathématiques des états stationnaires. de collision

- Etats propres de H
+

Nous savons déjd que les états stationnaires de COlllSéon | v, >
et | wi > sont états propres de H avec: la valeur propre E % 2m‘ .
- Orthonormalisation

Calculons le prodult scalaire <y, 1 w

En prenant pour < w * | 1a forme (20) et pour | ¢ > la forme

.( 17 ), il vient :

<wj*lwi+>=<¢j|¢i>+<¢jl-§i——_—%—-;—;; vt
*‘¢51|V’E‘;‘.’.‘}IT-'TE|‘“1+>
= o "Ei-'EJl-*fiE AR
+Ej-éi-i£<¢jlv“pi+
=< 45 | 0 > = & (k5 - K;)e

0.0/000
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On montre une formule identique pour < \pJ | q;i- > ., On a donc ¢
‘ + . > >
(22) < ¥y | wi >=§ (kj - k;)
- - -> >
L'ensemble des | wi+ > et l'ensemble des | \pi" > , pris séparément

forment donc deux ensembles orthonormés.

Nous admettrons que si on ajoute & chacun de ces ensembles
les vecteurs propres I lji > du spectre discret de H, on obtient un systé-
me orthonormé complet (11 est évident que les | wB > et les I w s COr=
respondant’ a des valeurs propres différentes de H sont orthogonau.x)

On a donc les relations

+ + . L

(24) J | W, > <uy | i g | wg > <vg | =1

(25) I | ¢i“ > < wi' | dai + g | wB > < ¢B | =1
Calculons enfin le produit scalaire < ipj" | tp; >,

Nous avons ¢

R A N KRR N s = AL i
1 +
N S
veoy |V E, - H ¥ 1c v >

1 + 1
Ei—Ej+1€ Ej-l'.oi"'le

> > +
§ (k; - kj) * <45 | v ] >

- Matrice R. Matrice S.

Posons < ¢. | V | q;i+ > = Ry et considérons Rji comme 1'€1é-
ment de matrice entre < ¢j | et ! ¢; > d'une matrice R, dite mstrice de
réaction

26 Loo= < ¢, . = . .+
(26) Rog = <45 | R &5 > =< ¢ L v ] e

soo/ooc
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- + g -*2]:8
<p.” | T > =68 (k; - ki) + Ry
J 1 1 Ji £2 + (Ei - E.)2
or 2ie
e +0 ¢ + (Ei - Ej)

Finalement :

(27) <y § (k; - kj) - 2im Ry; 6 (E; - Ej)

<
v
i

Remarque :

Si E, # Ej’ | wj- > et | wi+ > sont vecteurs propres de H correspondsnt
& des valeurs propres différentes. I1 est donc normal que la relation
(27 donne alors

< wj- l ¢i+ > = 0,

Par définition, nous appellerons élément de matrice entre

< ¢j | et |¢i > de la matrice S de collision < wj' I ¢i+ > , et nous
avons donc la relation :

-> > .
(28): sji = § (ki - kj) - 2iT Rji s (Ei - Ej)

.O./..l
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C - Approche vhysique

Nous avons, dans le § B, trouvé des états propres de H
ayant & 1'infini un comportement asymptotique en onde plane + onde sor-
tante ou entrante. MNous avons obtenu pour ces états une équation intégra-
le et un développement en série ainsi que certaines propriétés d'orthogo-
nalité et de fermeture. Il nous reste maintenant a dégager la significa=-
tion physique des états | wi+ > et | wi- >,

Nous allons montrer que | ¢J+ > est 1'état que lfon obtient
3 1'instant t = O en étant parti de 1'état libre | 4. > 3 1'instant
t = -« » : le couplage V transforme 1'état libre initial | ¢ > en I w
De méme rnous allons montrer que | wj- > est 1'état 4 1'1 nstant t = O, qui
sous l'effet de V deviendra l'état | ¢j > 8 1'instant t = + o (d'ailleurs
| w > et | w * 5 se déduisent 1'un de l'autre par renversement du temps,
si l'on fait abstractlon des spins).

Ces propriétés justifieront le nom d'état stationnaire
sortant ou entrant donné & | wj+ > et & | wj- >, |

Remarqye importante :

| w > sont des &états propres du hamiltonien H. Ils sont donc staticnnai-

res et n'évoluent pas au cours du temps. En toute rlgueur, les propriétés

que nous venons d'énoncer sur les liens entre | w > et l ¢J > sont done
inexactes : 1l'état | ¢j > qui n'est pas un état propre de H ne pourra p8s
évoluer 3 1'instant t = O vers 1'état | ¢j+ > et de méme 1'état propre
| ¢ > ne pourra pas &voluer & l'instant t = + @ vers 1'état | ¢. >,
Cependant nous allons voir que les propriétés que nous avors enoncees

sont des propriétés limites, valables sous certaines conditions qu'il va

falloir préciser. Nous allons en considérer trois :
1°) Evolution du syst@me sous l'effet d'un branchement, ou
d'une coupure, adiabatique du couplage V.

2°) Evolution d'un état initial introduit progressivement .

oao/vua
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3°) Evolution d'un paquet d'onde formé avec les états sta-

tionnaires de collision.

1°) Branchement (ou coupure) adiabatique de la perturbation

.

E

-
)

!

i

|
V

Supposons que la perturbation V stationnaire est remplacée

par une perturbation dépendant du temps

- = It
Ve (avee € trds petit).

’

Cela revient 3 considérer que la perturbation V a été branchée sur. un in-
tervalle de temps de lfordre de }/e dans le passé et qu'elle est coupée
dans le futur avec la méme constante de temps (cf figure). Lorsque € = O,
le branchement ou la coupure deviennent de plus en plus longs et la pertur-
bation est pratiquement égale 4 V sur un trés grand intervalle de temps au-
tour de £ = O : nous avons un branchement (ou une coupure) adiabatique de
la perturbation,

Envisageons maintenant un instant t trés lointain dans le
passé et antérieur & 1'établissement de la perturbation (c'est-d-dire tel

|t| >>

). Considérons qu'd cet instant, 1'état initial est constitué per
€. . :
une onde libre de vecteur d'onde K. iE: t
i i
l ‘Pi(t) > = |¢i(t) > = I ¢i > e

l'instant t,=,0. Le

. - s-_.grt.l_
hamiltonien total du systéme est éHb(t) =T+ V(t)

. + .
nous pouvons développer sa fonction de Green avancée, JRLC en fonction de

s

Cherchons & déterminer 1'état du systéme | wi(o) >

T+ Ve et

uoo/eoc
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la fonction de Creen avancée JRZO* de T,
On obtient alors le développement diagrammatique :

0 0]
* x * A
; \ /
\ \ Qt'
= ] + \ + \
l & A
| / ébt
}
| / /
| / £’
7 o & :

qui permet d'écrire :

(29) | v;(0) > =}ﬁe+ (0,8) | ¢, (t) >
= R (0, t) | oy (%) >

1 + ' ' i i '
+'i"ﬁ"f K, (0,81) Vit ) FT(er,t) | ey (t) > at
+ (%7)2 [ W, (0,81) V(&) LAICURS v(t")féo*(t",t)l o, (£)> at'ae"”

+ es s GO

avec ’ T (t' - tll)
i T ————

(30) %o"' (tl’ t") =@ K 6 (t' - ‘l'.")

Evaluons les termes successifs du développement (29) :

ler terme : | ¢; > étant un état propre de T, on a évidemment

Jk%+ (0, t) | ¢ (t) > = | ¢ (0) > = | $; 2 (avec les conventions

de phase choisies).

ooo/ocu
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se terme : Le 2e terme peut s*écrire en tenant compte de (30) et de la

relation o i ijt'
' t—1
| ¢;(t") > =e ey >
1 JO iTt! et
e K e B V| ¢ (£7) > at’
I & i
. o (Ei -.T+1€) ti
_ 1 1h 1
== e \ i ¢. > dt
iy : i
Comme -t >> —%— , nous pouvons remplacer la borne inférieure par - «
1
et nous obtenons Ei — T T i \' | ¢i >
3e terme : Il s'écrit
—— . [ a1
L2 (0 (t iTE?  et? - 12&2_3__2_1 et" - l%lf_
(TK) J at°’ J it"e ¥ e K Ve ek Ve | ¢; >
t t .
Soit, en faisant le changement de variable 't =t -0
’t"”t"""t'

bjz) f atf I at" e 1 Ve 1K T v, >

i 1
t t

Comme -t >> > nous pouvons encore remplacer la borne inférieure par = «,

et nous obtenons

1 v 1
Ei-T+218 Li-T+l€

\ I ¢i >

etCooo
La loi de formation des termes successifs devient évidente : avec les
changements de variable ' = 1!

T" = t" - tl

T8 = g1y o gV

etCQo.o /
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On obtient les termes _
1 1l 1

Ei-‘f"'niev‘.‘.. Ei-T+2IE:" in-T+i€ vl¢i>

Lorsque € » O, ,chaque terme de la série ainsi obtenue tend vers le terme

correspondant du développement de Born de f wi+
+ + ' + +
| vy "'I"i’*ﬁ (Ei)v]¢i>+ld€{ (Ei)v? (B;) V | ¢;>
+l..ll

Si 1'on suppose que les deux développements sont uniformément convergents,

on en déduit

“1im o K T (0, ) | 4. (8) >

€ 1
€+0+ !
t 9+ =

[t]>> /e
On montrerait de mé€me que
Un SO (0, 0) | 45(8) > = | 47>

e »> 0,
t >+

; t >> %/e :
L'état }6 * (0, t) | ¢5(t) > est l'éta.t 1'instant t = O qui a &vol &

partir d'un état 1n1t1al d'onde libre établi & un instant antérieur au

i
<
\'%

branchement adiabatique de la perturbation, : _f
. La relatlon (31) signifie don¢ qu'a la limite ou le branchement

| dev1ent de plus en plps lent (¢ -+ 0) et ol l'1nstant 1n1t1al, tout en étant

antérieur & l'etabllssement de la perturbation, tend vers - «, l'onde libre
évolue vers l'état statlonnalre de collision d‘onde sortante. De méme 1la

relation (32) 51gn1f1e qu'd la limite ou la coupure dev1ent de/ plus en plus
lente;(e + 0) et ol l'1nstant final, tout en &tant posterleur/L la dispari-

tion de la perturbation, tend vers + ©, 1'état stationnaire dé collision

. d'onde entrante évolue vers l'onde libre, Nous avons aln51 donne une pre-

miére 1nterpretatlon phy51que des états | w >, i 5 P !
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2°) Introduction progressive de 1l'état initial

Revenons au couplage stationnaire V.
Introduisons & un instant t < O un &tat d'onde libre
| ¢; (t) >. A 1'instant t = 0, cet état est devenu

iHt (4 - Ej)
(33) |w.(o)>=eT1¢(t)>=—f'7—“ | 0. >

1
| ¢ (O) > ne s'exprime pas simplement car | 1 > n 'est pas un état propre
. de H et la relation (33), développée sur les | w > , fait intervenir un
paquet complexe d'ondes de collision : on dit qufon a un régime transitoire
afi au fait que 1'etat introduit n'est pas un état propre du hamlltonlen.
Essayons d'échapper a cet inconvénient en envisageant un état introduit
de fagon progre551ve entre les instants = 1t et O 3 de fagon plus précise,
supposons qu‘’d l'instant t < 0, on introduise un état ¢ (t), & 1f'instant
t + € un &tat ¢ (t + €), etco et &tudions ce que devient cette superpo-

sition linéaire d'états, sous l'effet du hamiltonien H & l'1nstant t O.

Nous obtenons un état

o iHt
(38) | v; (0) >

J e? |o; (£) >at
-T .

f o i LEL;;Jgil t

e i I o5

£
T
=
T
-T
(1e facteur 1/t est un facteur de normallsatlon° Supposons en effet qu 'il
n'y ait pas de couplage et que H = T, Alors
f o _: . T
| »; (0) > = -%h- J et (B Ei) | ¢. > dt
-1
Env1sageons maintenant que l'instant 1 > - et introduisons alors un fac-

teur de convergence € et/% qui représente un effet d'amortissement des ondes

introduites dns un passé lointain, on obtient un état

|
|

eoelens
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o) 1Ht €
f ” | ¢, (£) > at

(35) | 9% (0) > = -

[ i)

(le facteur e/M est encore introduit pour des raisons de normalisation :

| ¢; >

supposons en effet que H = T, Alors, on montre que I w (0) > l ¢l .
(35) s'int&gre alors immédiatement

ie

ﬁi-1{+is)l¢i
L [E.-H+ie-(E.-H)]|¢.>
1 p R 1

>

| ‘l’l(E) (o) >

Ei"H"'le

1
. —————————

(H - Ei) | $; 2

et finalement, puisque (H - E) | ¢i¢> =V | by >

(e) _ 1
| g7 (0) > = | ?i ’*“""“"Ei-ui“’rg

Ce qui n'est autre que la définition (20 ) de | wi+ >, D'ou

(36) limite | ‘%) (0) > =] v.* >
i i
e+ 0
Nous avons ainsi fourni une deuxiéme image phy81que de | w :
| w > est 1'état obtenu & 1'instant t = 0 & la limite ol 1l'on a introduit

de fagon progressive des états d'onde 11bre I ¢ > depuis l'instant t = - =

avec un amortlssement‘tendant vers z&ro.
iy |
; :
[ |
I

| o |
' /

|
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3°) Evolution d'un paguet d'ondes

Lerme préliminaire.

Soit f(x) une fonction suffisamment régulidre de x (continue,

intégrale, différentiable) et soient g, (t) les deux fonctions de t définies

par et e-ixt
(37) g, (¢) = 1lim J_mf(X) P dx

=S
€ 0+

Cherchons la limite de g, (t) lorsque t -+ t =,
Remarque :

11 est évident que de la fagon dmt nous avons posé le probléme, la limite
e » 0, doit étre prise avant la limite t + ¢ o,
Posons f(x) = £(0) + f(x) - £{0)

Nous avons

(38) g, (t) = lim
e+ 0,

x * ie x % 1€

J*w £(x) = £{0) - _-ixt

-1xt
dx + £(0) 1im Jg—r——dx

La premidre intégrale tend vers zéro lorsque t > * «,

f{x) - £(0)

—Te n'a pas de singularité (pour x = O, elle tend vers

En effet
£9(x) lorsque € + 0). Lintégrale sur x du produit de cette fonction régu-
lidre par l'exponentielle oscillante e *** gont 1a période en x, %, tend vers
zéro lorsque t + * =, tend elle-méme vers zéro lorsque t + * =, Si f(x) est
f(x) - £(0)
X t 1€
ordre, et on peut dire de fagon plus précise que le contrlbutlon de la premle-

une courbe en "cloche" de largeur Ax, la largeur de est du méme

re intégrale de (38) devient négligeable dés que la période T—T-dev1ent petite

devant Ax, c'est-d-dire d€s que | t | >> ix o
Quant & la seconde intégrale oo e-ixt
£(0) lim0 J_w =% ic ax
€ +

nous la calculons, selon une méthode habituelle, par les résidus en fermant

le contour vers le bas si t > O et vers le haut si t < O.

..0/...
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Finalement, on trouve

g, (t) = -2inf(0) 6(t) lim et
+ 0
= -2inf(0) e(t)é -
g (t) = 2inf(0) 8(-t) 1lim et
- e+ 0,

= 2inf(0) 6(-t)

Ces résultats sont indépendants de l t | et on a donc :

(39-2) | lim

t > -
(39-b) lim

t -+ +
(39~-c) lim

t > =
(39-4) lim

t + to

+oo —1xt
lim J f(X) ;—:-TE =0
e + 0 -0
+
1lim " = -27if(0)
ge~>0
* e ~ixt
lim J £(x) — dx = 2wif(0)
X = 1€
e +0 =00
+
1" =o

Rappelons que la limite ¢ + O est prise avant la limite | t| » » , cette

dernidre signifiant simplement que | t | >>

f(x)o

1
Ax ?

Ax étant la largeur de -

a) Définition et propriétés du paguet d'ondes llbres :

libres

Considérons, dans une situation ou V est nul, un paquet d'ondes

| o(t) > formé par une superposition linéaire d'ondes planes | °i >

(qui seront ici normées & 1'unité) :

(ko)

et (Bt | 4. 5 a1
1

| o(t) > = ;

La sommation Jci di résume une sommation sur le module kj et sur la

direction 9j du vecteur d'onde de | 5 > :

f
J e i = | o (kg 8) ki2 a ky d 94

C (xj, 93) est une fonction régulidére de ki et de Q; que nous supposerons

de plus

trés concentrée autour des valeurs moyennes ki et Qi‘

ooo/cou
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Nous avons ainsi défini un paquet d'ondes libres | o(t) >,
dont 1'évolution au cours du temps, en l'absence de V, est parfaitement
connue (équation L40). '

Ce paquet d'onde posséde une dlrectlon moyenne O une vites-

se moyenne - % "J" et une énerpie moyenne —ﬁ—-=-3=— Ces resultats sont clas-

siques, Pour trouver la région de l'espace ol se trouve concentré le pa-
quet d'ondes & 1l'instant t, i1 faut passer en représentation T et appliquer
1a méthode de la phase stationnaire (cf Messish, page 43). -

Nous supposons que la phase de C (kj, Q;) est telle qu'a
1'instant t = O, le paquet | ¢(t) > se trouve autour de r = 0, dans la
région ou sera appiiqué v (¥).

Nous allons rappeler quelques résultats classiques relatifs
aux dimensions et & 1'étalement de ce paquet d'ondes.:

- les dimensions longitudinales et transversales du paquet d'ondes sont

d'autant plus grandes que la largeur de la fonction C (kj, Qi) autour de
Q; et ki est plus petite. Nous ferons 1'hypothése que les dispersions en
direction et en énergie AR et Ak seront suffisamment petites pour que les
dimensions du paquet d'ondes soient trés grandes devant la portée r, du

potentiel :

Ax
&« — —— — 7
v
| 3 LA
- I%t
1 : ! i
|
|
=

|

ooo/'oo
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- Etalement du paquet d'ondes : la longueur du paquet d'ondes, Ax, est
de l'ordre de 1/Ak. Le temps de passapge du paquet d'ondes en un point

_ M _ m U % k Ak
est At = -3 WkAk  4E ° =)

(AE étant la dispersion en énergie

ce qui n'est autre que l'expression de la quatriéme relation d'incertitude
temps~énergie.

Pendant le temps 1, le paquet d'ondes subit un étalement (4l a

=

k)° Cet étalement est égal a

la dispersion des vitesses Av = -

. Cet étalement peut €tre considéré comme négligeable tant
qu'il est tr@s petit devant la longueur Ax du paquet d‘ondes, c'est-d-dire

tant que >
"t (Ak)
m

<< 1,

Nous ferons l'hypothése que pendant le temps mis par le paquet d'ondes

pour passer en un point (At = ﬁ—ﬁFKF), il subit un étalement négligeable,
clest-d-dire que l'on a : '
’ 2
B At Lak)” << 1 soit CL S 1,
m k

En résumé, nous envisapgeons donc un paquet d'ondes libres | e(t) > , qui

passe sur la région ol r&gnera 1‘interaction, suffisamment bien défini en
énergie et en direction pour que ses dimensions soient grandes devant la

portée effective de 1'interaction V et pour que son €talement soit négli-
geable durant son passage dans la région de cette portée effective.

+
b) Paquet d'onde formé avec les | y; >

. s, - . <~ . . -»>
Considérons maintenant une situation ou l'interaction V (r)
existe et envisageons le paquet d'ondes formé avec les états de collision:

+ . - " .
| v;° > (ou les états | v;7>),avec les mémes coefficients C (ki, Qi) que

" ceux que nous avons définis pour le paquet d‘ondes libres. A chaque paquet
d'ondeslibres | #{t) > vérifiant les conditions du § a), nous associons

b4
ainsi deux "paquets de collision" | ¥ (t) > définis par

00./0..
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E.t
. 1
-] ——
(L1) | ¥'(t) > = J c; e T Y

dont 1'évolution aucours du temps est parfaitement connue (et donnée par
(41)) puisque les I w.t > sont des états propres du hamiltonien global
H= T + V avec la valeur propre E .

Nous avons ainsi créé deux paquets d'ondes I W (t) > parti-
culidrement bien adaptés au probléme de la collision. Il nous reste & voir
le lien qui existe ertre ces paquets d'ondes et le paquet d'ondes libres
'| ¢(t) > auquel ils correspondent. Reisonnons tout d'abord sur | v (t) >,

¢) Lien entre | ¥ ) > et | olt) >.
Remplacons dens (41) | ¢i+ > par 1'expression (17) de 1'équa-

tion de Lippmann-Schwinger. On obtient : E.t

: -1
+ - C s K 1 +
l\l’(t)>—|d>(t)>+ lim Idicie mV|¢i>
e >0, 1
Soit, en utilisant la relation de fermeture J d; | ¢j > < ¢j | = 1.
' - (Ei-Ej) t
+ _ i . ( e .
(k2) | ¥ (£) > = | et) > + im JJ 485 ¢ F AT AR HOR
| -i Eﬁt +
en posant | | ¢j(t) >=e | ¢j >
Ry =<5 | V Iy * (selon la définition 26) -

ji

En détaillant les intégrations, (42) s'écrit :

(43) | vh(t) > = | elt) > = ff aq, dk; ka | ogs (8) >

. (B - Ej)t
-1 ;
% |
x lim J k12 d 2 = =T Te J daq, C(ki, Qi) R(k. Q: .k, Qi)
e >0, A B : 3 J
Nous avons posé Rji =‘R (kj Q3 L ;).

oo-/--o
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Pour simplifier cette relation, nous devons faire appel aux hypotheéses
de a) et b) : le coefficient C (ki’ Qu) nfest important qufau voisinage
immédiat de Q (sur une étendue AQ), Or R (k. Q. 3 Ry Qi) varie peu en

J
Q; sur AQ : a l‘approx1mat10n de Born, R (k Q.5 ko Q. ) est égal

J
a < j | v | ¢; > , transformée de Fourier du ponentlel Vv (¥) & la valeur
X
J
1

- Ki’ ﬁs étant fixé, R (xj Q3 ko Qi) varie donc notablement dans
espace des ﬁi sur des intervalles de l*ordre de l/ro, r, étant la portée

J
]
effective du potentiel V (f). Or au § a), nous avons justement choisi AQ
suffisamment petit pour que l'intervalle de variation correspondant pour
ﬁi soit t;és petit devant 1/ro. I1 en résulte donc que R (kj Qj; ky Qi)
varie peu en Q. sur 1'intervalle AR, largeur de la fonction C (ki, Qi)° On

peut donc écrire la derniére intégration de (43) :

f
Idn C(k,Q)R(k sz 3 ky Q)-*R\k Qj;kiizi)JinC(ki, Qi)
Pgsons alors

ks R(kj Qj; k; Q_i,) I de, C(ki, Qi) F (ki, kj, Qj).

La relation (43) nous conduit donc & calculer
i (Ei - Ej) t

£ O+ 1)
. | . *e k2
c'est-d-dire, en effectuant le changement de variables E, = _—?SfL—— 2
; (Ei - E.)t
= "
B(t,k.Q.) = 1lim [ —5— F(E; ,k,9;) s d E.
Jdd e>0, ' U 379 E. - Ej + ie *

En supposant que F (E ’ kJ Q]) est une fonction suffisamment régulidre
de E;, on peut calculer B (t, kJ, Q.) & 1%aide du lemme résumé dans les

relations (39-a) et (39-b) et on a donc :

soe/eae
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(L6~a) lim B (t, k., Q.) =0
t 9 = J J
. 271 m
L6-b 1 B (t, k., .) = « =5S—=—- F (E., k., Q.
(U6-p) | 1im B (%, X;0 2) v (E5, K5, 95)

_ o1i m | .
= k. R (ki nj, kj .Szi_) J aq; C(kj, Qi)

Mz d ¢
el

Remarquons également que la limite | ¢ | + o signifie simplement que 7

est beaucoup plus grand que l'inverse de la largeur en Ei de F (Ei’ kj’ Qj),
qui d'aprés la relation de définition (4k4) n'est autre que la dispersion en

énergie AE du coefficient C (ki’ Qi). On peut donc remplacer la limite

!
AE
le temps de passage du paquet d'ondes libres correspondant en un point (ou

, c'est-d-dire | t | grand devant

| t | » = par la condition | t | >>

ce qui revient au méme dans la région de portée du potentiel),

En résumé, (L43) compte tenu des relations (46) nous conduit aux

relations
(47-8) t - RAGEREERGE
(b << - )
AE - | r Bt
(47=b) t >+ | ¥h ) >~ ]@(t)>+Jd.A.|¢.>e'1
” J J d

avec les définitions :
. 2

- . = dk. k. dq.
&hTIC) [ dJ f! Jd J QJ

21im
. = . .) T = =———— k. R(k. Q.3 k. Q. Q. . ).
AJ A(kJ, QJ) 2 kJ (kJ 53 kJ _1) qul C(kJ, 91)

Pour le paquet d'ondes | ¥~ (t) > une démonstration analogue peut &tre faite.
Elle conduit notamment au- résultat '

(48) it >+ ' | ¥7(t) >~ | e (t) >

(¢t >> ﬁE.) f

.../..l
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d) Conclusion et interrrétation rhysique.

Nous venons donc de montrer que le paquet d'ondes [W+(t) >,

formé & l1l'aide des &tats stationnaires de collision, se trouve dans le

xF ) pratiquement confondu avec le

paquet d’ondes libres | ¢ (t) > construit 4 l'aide des mémes coefficients.

passé lointain (en fait si t << =

De méme le paquet d'ondes | ¥™(t) > , dans le futur lointain

(en fait si t >> ) sera pratiquement confondu avec le paquet d'ondes

libres | o(t) > cof'?espondanto
| De tels résultats sont extrémement importants en ce qui concerne

la théorie des collisions : dans une expérience de collision, on prépare
en effet les particules incidentes, dans un passé lointain, loin de la
cible, dans une région oli le potentiel V n'existe pas.

L'état initial correspond donc & un paquet d'ondes libres
| ®(t) > constitué & 1'aide des | ¢; > o Mais les | ¢, > n'étant pas des
€tats propres de H, 1'évolution d'un tel paquet d'ondes pendant et aprds
la collision n'est pas facile & calculer, L'intérét des états stationnai-
res de collision apparait ici : nous venons en effet de mont;er que dans
le passé lointain (c'est-d-dire longtemps avant la collision), il revient
au méme de déveliopper le paquet d'ondes suivant les états libres ] ¢ ou
les &tats stationnaires de collision I ¢ « On peut donc prendre pour
état initial de la collision un &tat | V¥ (t) >, au lléﬁ5J #(t) > . Les
| wi >.etant, eux, des états propres de H, 1'évolution de ] 4 (t) > est
connue et conduit pour le futur lointain (c'est-d-dire longtemps aprds la
collision) & la formule (47=b). Cette formule, qui décrit donc 1'état,
aprés collision d'un paquet d°ondes libres incident, est trés importante
car c'est elle qui va nous permettre de calculer les sections efficaces
de collision,

Nous pouvons déja, & ce stade, remarquer qu'elle représente le
paquet d'cndes libres incident auquel s'ajoute un paquet d'ondes libres,
diffusé dans toutes les directions de l'espace, mais dont le module du

vecteur d'onde est centré autour de la valeur k; du paquet incident

cve/ooo
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(en raison du terme C (k » O ) de la relation (47-c) ce qui n'est autre

que l'expression de la conservatlon de 1'énergie au cours de la colli-

sion élastique.

.Enfin, si on veut avoir une représentation spatio-temporelle
de la collision, il faut passer en représentation r et appliquer la mé~
thode de la phase stationnaire pour déterminer la répartition 4 chaque

instant du paquet d'ondes. On obtient alors 1'image représentée par les

figures suivantes (cf Messiah, p. 316 et suivantes).
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Nous avons ainsi &tabli un nouveau lien physique entre les
états stationnaires de collision | wi+ > et les états libres | %; >, par
1'intermédiaire des paquets d'ondes. C'est cette derniére propriété des
| wi+ > qui a le plus de signification physique car nous venons de montrer
qu'elle est liée de fagon évidente & la description méme de 1l'expérience
physique. Elle va nous permettre €galement l'éclairer sous un jour nouveau
" 'approche adisbatique" ou celle de l'introduction progressive de 1l'état
"initial" faites aux § 1°) et 2°) :

e) Lien avec les 2 autres approches physiques (§ C-1 et C-2)

Plus la fonction de répartition C (ki, Qi) est étroite autour
des valeurs moyennes ki et Qi, plus le paquet d'ondes | $(0) > est proche
de 1'état stationnaire | ¢£_; et plus le paguet d'ondes | v*(0)>est proche
de 1'état stationnaire de diffusion | wi+ >, | 45 > et | wi+ > sont les
paquets d'ondes & 1'instant t = O & la limite ol on a remplacé C (ki’ Qi)
par une fonction de Dirac au point ITRUT Mais tant que C (ki’ Qi) posséde

une certaine dispersion AE en énergie, on a vu qu'il existe un temps

t << - )zE , tel que le "paquet de collision" qui est trés p;oche de 1'état
stationnaire de collision & 1'instant t = 0, se réduise & ce temps au "pa-
quet libre", qui est lui trés proche de 1'état libre | o5 > o

Dans les deux autres approches physiques que nous avons données,
le fait d'établir la perturbation sur un intervalle de temps }#/e ou d'in-
troduire progressivement 1'état initial sur un intervalle de temps W/e
fait que 1'état obtenu 4 l'instant t = O n'est pas (pour e # 0) un état
propre de H, Il existe sur son énergie une incertitude, qui provient de sa
préparation méme de l'ordre de €. On peut encore dire, qu'avant de faire
tendre € + O, 1'4tat obtenu & 1l'instant t = O, | wi+ >e qui obéit & 1l'équa-

tion (cf page 11L4)

| ws0) > = | 4 >+ —=

i Ei - H + 1€ v ' ¢:'L >

coe/veo




- 125 -

est une superposition d'états stationnaires | wi+ > avec une dispersion
de l'ordre de c. | ¢i+ > représente donc en quelque sorte un "paquet
d'ondes" de largeur en énergie e, auquel nous pouvons appliquer les ré-

sultats précédents .

En d'autres termes, le fait d'introduire progressivement la
perturbétion (ou 1'état initial) sur un temps de l'ordre de H/e est une
fagon commode de -simuler un paquet d'ondes de dispersion en énergie € (%)
I1 est de plus beaucoup plus aisé de travailler avec des &tats du type
| ¢i+ > qu'avec des paquets d'ondes. C'est 1ld tout 1'intérét de la
théorie formelle des collisions qui est basée sur l'emploi systématique
des états Iwi+ > e

I1 faut cependant prendre une précaution essentielle : le

paramdtre e, qui & été introduit dans tous les calculs a, ainsi que nous

venons de le voir, une signification physique trés simple et fondamentale :

il représente 1'incertitude sur l'énergie dans 1l'expérience physique réelle :

cette incertitude existe toujours. Tous les calculs mathématiques conduisant

aux grandeurs physiques devront donc &tre faits avec un € fini différent de

zéro. Ce n'est qu'd la fin des calculs qu'on pourra faire tendre e vers zéro.
Deux cas peuvent alors se présenter : ou bien la limite existe et elle

représente la grandeur physique cherchée dans le cas ol la définition en

or e e mn G S Gwe e e MAN M e e e e MR e e Gme G e e Wen Sm— e SR Gmm MR e e W SR Sam G e SR e

(+) On peut encore dire qu'il revient au mérme de''taire passer" le paquet
d'ondes pendant un temps W/AE devant la perturbation (ce qui correspond
a4 l'expérience physicue réelle) ou, par exemple, de brancher la pertur-
bation sur une onde plane libre pendant le réme temps (§ C-1).
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' énergie de 1'expérience était trés bonne; ou bien la limite n'existe pas
ou est absurde : cela signifie alors que le résultat physique dépend cru-
cialement de la forme du paquet d'ondes et la théorie formelle des colli-
sions ne peut s‘appliquer : i1 faut raisonner sur les paquets d'ondes.

En d'autres termes, tant que le résultat physique est indépendant de la
forme du paquet d'ondes incident, la théorie formelle des collisions
s'applique et permet de résoudre les problémes de fagon élégante. Nous
allons d'ailleurs en voir un exemple en appliquant toute 1'étude précé-~

dente & la théorie des collisions.,

D - Application de 1'étude précédente : Théorie des collisions

1°) Définition de la section efficace différentielle de diffusion

a) Probabilité de transition :

Soit P (Q t) dQ la probabilité de trouver & l'instant t le
vecteur d'onde de la partlcule dans l'angle solide (Q QJ + dn ).

Soit W (QJ t) la dérivée g‘t P (szj, t).

La quantité dﬂ at w (Q t) représente la probabilité pour

qu'entre les instants t et t + dt la particule ait été diffusée dans
1'angle solide (Q QJ + dQ ).
Si W (Q , t) est 1nderendant du temps, on définit alors W (Q )

comme la probablllte de transition par uwnité de temps.

Enfin, si k # K. 19 vecteur d'onde de la nartlcule incidente, il

est évident que P (QJ - co) = 0,
P (Q , + @) dQJ représente la probabilité totale pour qu'aprés
la collision la particule ait été diffusée dans l'angle solide (QJ, QJ+dQ )

et on a la relation o0
P(Qj:'*'“’): [ W(Qja t) at

-l

oo-/ooo
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b) Flux des particules libres ¢

Supposons maintenant que V = 0 et que la particule est

toujours libre.

" Appelons J (¥, t) le flux & 'l'instant t, au point r de la

particule libre et prenons le point r & 1'intérieur de la zone, d'exten~

sion r ol régne le potentiel V. Le flux J (;, t) ne varie d'ailleurs pas
d'un point 4 l'autre de cette zone si, comme nous en avons fait 1'hypo-

thése, la larpeur du paquet d'ondes est grande devant Toe

Soit p (; t) la densité de probabilité de présence de la

partlcule libre en ¥ 4 1° instant t. On a alors >
K ki
(rb t) P (I‘, t)v*p (I‘, t) m N

Soit o une surface située en r et perpendiculaire a4 la vitesse initisle
de la particule libre : la probabilité totale pour que la particulé'

libre soit passée & travers o est
o I J (r, t) dt.

c¢) Définition de la section efficace différentielle de diffusion :

La section efficace différentielle de diffusion pour
l'angle solide Qj est une surface o (Qj) définie de la fagon suivante :

La probabilité globale pour que, sous l'effet de V, la parti-
cule soit diffusée dans l'angle solide (Qj' Qj + dﬂj) est égale & de fois
la probabilité globale pour que la particul passe & travers la surface
g (Q ) si elle restalt toujours libre, (o (Q ) est. perpnndlculalre a la
v1tesse de la particule incidente et située en un point T ol régne le

potentiel V),

coo/-c«
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Par définition, on a donec

400
+ . .
Q.) dQ. J t) dt = 4. P (Q., + =
o (2;) an, L (%, +) P (2, + =)
+¢°.
So?t P (Qi’ + =) f_m W (nj, t) at
o (Q.) = < =
J) s (+e -
J(r,t) at J J (r,t) dt

Vis=-8-vis de la diffusion dans la direction Qj’ tout se passe donc comme
si le potentiel V €tait remplacé par la surface o (Qj), perpendiculaire
& la vitesse de la particule libre incidente : toute particule libre pas-
sant & travers ¢ (Qj) est diffusée dans la direction Qj’ d'ol le nom de
section efficace de diffusion donné & o (Qj).
‘ '"" La définition (49) présente une trés grande importance car elle.
est indépendante de la forme du paquet d'ondes si celui-ci est suffisam-
ment large (c'est ce que nous démontrons plus loin). La notion de section
efficace présente ainsi un trés grand intérét physique et elle correspond
bien & ce que mesure l'expérimentateur.

Nous n'avons jusqu'ici étudié que la diffusion dfune seule parti-

cule par un seul centre diffuseur. Les problémes réels sont plus compliqués

du fait des interactions possibles entre les particuies incidentes et de
la diffusion multiple due au grand nombre de particules de ‘la cible, Mais
nous n'étudierons paé ces problémes.

Notons enfin que l'on obtient la section efficace totale en som-

mant sur les angles/sblides la section efficace différentielle de diffusion

o (9) 4n /

‘
!

Qtotal = j(h“)

Pour effectuer le calcul de la section efficace différentielle

de diffusion, nous allons utiliser deux méthodes : P
; ; . { i “' ‘ i

veelune
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a) La méthode des paquets d‘ondes, la plus physique, qui nous permettra

d'interpréter de fagon physique simple les conditions mathématiques qui
rendent la section efficace indépendante de la forme du paquet d'ondes.,

b) La théorie formelle des collisions, beaucoup plus simple, mais présen-

tant des points délicats qu'il nous faudra discuter.

2°) Calcul de la section efficace par la méthode des paquets

d'ondes

a) Plan _du_calcul s

A l1tinstant t = - « , nous envisageons le paquet d'ondes 1li-
bres | #(t) >, qui est équivalent au paquet | v (t) >,
A l'instant t = + o , le paquet d'ondes est représenté par la \
P (

formule (47-b). Nous calculerons tout d'abord la probabilité Qi’ + ®) de

pour que la particule ait alors sa direction comprise dans 1l'angle solide
L, L +d4dQ).
( NI J)

Nous calculerons ensuite le flux du paquet d'ondes libres inci-

dent en un point ou régne le potentiel V (r), & 1'instant t, puis nous inté-
grerons le flux de - « & + « dans le temps. ‘
Nous calculerons enfin la section efficace en appliquent la re-

lation (49),

b) Calcul de P 1Qj,~i_g) :
Nous ne ferons le calcul de lua section efficace que pour une di-
rection Qj nettement différente de Qi de fagon que dans le calcul de
P (Qj, + =), seul le 2e terme de la relation (47-b) intervienne : physiquement,
cela revient & placer le détecteur dazns une direction différente de la direction
incidente, de fagon a4 éviter qu'il ne détecte le paquet d'ondes non diffusé.
veci - D'aprds (47~b), la probabilité de trouver & t = + ia ' direction du
Vd'onde entre Qj et Qj + dﬂj et sa longueur entre kj et kj + dkj est

2. 2
k., 9.) |7 k.© ak. 49..
| J? J) | J J

oc-/ooo
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On obtient P (Qj’ + ®») en sommant sur kj :

= 2. 2
L | Ak, 250 |7k, axg

P (szj, + o)

by (kj' Qj) est donné par la relation (47-c).
Dans cette relation, kj R (kj Qj; kj gi) varie notablement sur des inter-
valles en kj de l'ordre de l/ro (rO : portée du potentiel), c'est-d-dire
varie trés peu sur l'intervalle de variation de C (kj’ Qi)’ la longueur
du paquet d'ondes &tant trés grande devant roe |

On peut donc remplacer, dans la formule (51) le terme

3 R (k., Q.3 k Q.) qui figure dans l'expression de A (kJ, Q.) par

) :

Compte tenu de cette remarque et de (47-c), (51) devient :

‘°|
e

hTr 2 2 , 2
P(QJ.,+ ®) = “"'11—”‘ ky IR (k; QJ k. Q.) | ka dk II g, c(kj,ni)l

=2
Toujours en raison de la variation rapide de C (kJ Q. ) autour de k. ;o o0

peut maintenant remplacer dans (52) k12 [ ka dkj ” ae, ¢ (k., Q. TI par

4 2 ‘ .

(52) devient alogs 3

_ Lrem : 2 2 2
P (Qj, + ©) = |R (ii_ Q.3 k_l Qi)| . Idkil, f ae; k7 ¢ (kg Q)]
+0

-0

.ooo/ooo
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. > ~ .
~ Nous devons calculer le flux en un point r ou régne le potentiel, du

paquet d'ondes libres. Ce flux J (?, t) est égal & Voo (¥, t) =

. ki > 2
=ﬁ—;l""'l o(r, t) l
On a donc

o, ¥ ki R
(54) [, I (¥, 1) at = —= [ | ¢ (¥, t)]% at

-0 200

- Le paquet d'ondes libres | ¢ > est composé d'ondes plenes ¢y, dont

les directions sont lépérement dispersées. autour de la directién 2 qu'on
prendra pour axe "0z, Cefte dispersion des directions est responsagiés des :
dimensions transversales finies du paquet d'ondes. Elle ne se fait sentir |
que sur les bords latéraux du paquet d'ondes. Au centre du paquet, notam-

ment dans la région ou régne le potentiel V, la fonction d'cnde est la

méme que si on remplagait'chaque onde plane (ki’ Qi) par l'onde. plane du

vecteur d'onde ki dirigé suivant Oz. Cette approximation n'est valable que

si la région ou régne le potentiel peut €tre considérée comme "au centre"

- du paquet d'ondes, donc si les dimensions transversales du paquet d'ondes

sont grandes devant la portée du potentiel. On peut alors remplacer le pa-

quet d'ondes libres : E.t
| —%—
> - 1 2 1 ki.r
¢ (r, t) = (2n)3/2 JJ k;© dk; 4o, C (ki, Qi) e e
par le paquet & une dimension E;t
. I
_ 1 \3/2 ixgz [, 2 1’
® (z, t) = (%) f dk; e [J ks ‘in C (x5, 0;) e .
_ 2
Posons Y (ki) [ k. dq; C (ki’ Qi)
On & alors oy . O
i S
1kjz 2m

(55) ¢ (z,t) = (—%;)3/2 f k. y (k.) el

1 1
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Dans (55), nous pouvons écrire aprés un calcul &lémentaire :

. .2 :
- l.!_.}il__t -i R (k~-k.)2t -i X k. ki t i 2
2m = e 2m "1 1 e m 1 o 20 k;™ t

Dans (54), 1'intégration de ~ = & + » s'effectuera en pratique sur un

intervalle de temps de l'ordre du passage du paquet d'ondes au point §,
qui est At = 7FEZF_ (cf page118).

Pendant cet intervalle de temps, la phase de la premi€re expo-
nentielle du second membre de (56) varie d'un terme de 1'ordre

oo & m _ 1 Ak
om WkAK 2 Tk

Or nous avons fait 1'hypothése que

<<l (étalement négligeable

Ak
k
du paquet d'ondes), La phase de la premiére exponentielle varie donc trés
peu autour de zéro et on peut remplacer e "%ﬁ- (kg -~Ei)2 t per 1.

La troisiéme exponentielle est un facteur de phase indépendant de
la variable k; et qui disparaitra quand on formera | ¢(z, t)[2.

Finalement, on peut &crire

- b{-—k. 2
J (¥, %) =7 (2, ) = —— | o(z, t)|°
. ‘ "
K ki w ki (2 = == ki t)
_ 71,3 -1 1 —
= (=) —= jo dk. v (#i) e m

Posons. 2 = A ki t =u

J (z, t) devient J (z, u) avec

" kj .
_ /1 43 et 3 * i(k; - k3) u
J (z, u) = (E?) ~;r-JI dk, dk'j Y (ki)y (kj) e J |
. +e m [+
et enfin J_ J (z, t) at = 7 k J~“ J (z, u) du

UJ

i (ki =kj) u

-;—“- “rjd_k k, duy(k)y(k)

ceeleus
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L'intégration sur u donne 2w G(ki - kj)

=00
et finalement J J (z, t) at = Loy (ki){2
00 hn=
i _ 1 - 2 ] 2.

De (L49), (53) et (57), on deduit
(58) (2.) = (2n)" 5 ( 0112
5 o QJ.)---——T---- | R (kg 2, ks .zi)l

4 L
—_— ——— A——

Nous dvons ainsi obtenu, comme annoncé, une section efficace de

diffusion lndependantc de la forme du pacuet d'ondes, le terme dépendant de

cette forme | k e, € (ki, Qi) s'étant éliminé dans le quotient des relations
(53) et (57) 11 est & noter que la probabilité P (Qj, + ) et le flux

400
J J (;, t) dt n'étaient pas, quant & eux, indépendants de cette forme

00

Ie calcul que nous venons de feire est ripgoureux moyennant les
conditions imposées au paquet d'ondes (longueur et largeur suffisantes).
Si ces conditions n'étaient pas satisfaites, il n'aurait pas &t€ possible de
définir une section efficace indépendente de la Torme du paguet d'ondes.

La relation (58) nous montre l'importance de la matrice Rj' de
réaction qui, & elle seule, permetl ‘de calculer les sections eff"caceso
Notons enfin que la formule (58) se différencie par un facteur (2n) des for-
mules de certains auteurs qui utilisent au lieu d'ondes planes "normées" &

1 )3/2 ikir
an
ikir

|2

1'unité, (—=— , comme nous l'avons fait, des ondes planes non

R 6 .
"normées" e . Le facteur (27)° se retrouve alors dans lfélément de

matrice | R.
Jji

-oa/olo
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3°) Calcul de o par la théorie formelle des collisions

a) Introcduction : Les calculs 3 1'aide des paquets d'ondes,

dont la signification physique est trés claire, sont longs et assez péni-
bles.

La théorie formelle des collisions consiste i travailler avec

des "quasi &tats de collision" | wi+ > qui vérifient 1l'équation de
Lippnann-Schwinger
+ 1 +
. = IR - .
| vi e | 4 7 B, - T+ 1e v Yi e

avec un pg;amétre ¢ petit mais non nul, ce qui permet de simuler un paquet
d'ondes. |

Les calculs sont alors beaucoup pius simples, mais comportent de
nombreux pidges. En rdgle générale, il faut garder & l'esprit le sens phy-
sique de ¢ qui représente la dispersion en énergie de la particule inciden-
te et ne faire tendre e vers zéro qu'a la fin des calculs;

Supposcns done qu'd 1l'instant t = 0, la particule ait été préparée
de telle manidre qu'elle se trouve dans 1l'état | ¢i+ > défini par la rela-
tion (59). | wi+ > n'est pas un état propre de H., C'est un état approché
ayant une dispersion & en énergie. Il évolue, aprds t = 0, sous l'effet du

hamiltonien H =T + V et & un instant.t, il devient
. Ht
P

| ¢i+‘(t) e T ¢ | Vi e

La probsbilité de trouver d l'instant t la particule dans l'état | ¢j >,
P.. (t) s'écrit :
ji
+ 2
Pog (8) = l<ay [ wg” (6] > |
Nous allons tout d'abord calculer la dérivée a 1'instant}t = 0 de cette

quentité, puis nous rattacherons cette dérivée 4 la section efficace.

ceslene
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d
b) Calcul de [ 3 Fii (tﬂ -

Fn dérivant la formule (60) par rapport au temps, on ocbtient :

I QL

d %

4 + I
at | Y3 () >o =g~ He

(62)

Compte tenu de (61) et (62), on a :
___d_ o d + Vs + -
[dt Pji(t)]f,:() - [:dt ) ¢j | Y () e ¢S Vi (t) | ¢j >Jt=0

-+ + + L+ -
[<. ¢j|H] b <V M’j > - < ¢J.| ;> < ys || 45 >

1
i

le terme entre crochets est épal & la différence de deux termes complexes

€ E

conjugués 1l'un de l'autre. On a donc
< >

d = 2 + + .
EEE— Pji(t)]f,:o = ¥ I J} ¢j[H| T N A | ¢j {l (63)

Rappelons que H = T + Ve

On a notamment

<oslrl vt ol cugt ey > = By L < g

(] ¢j > est en effet un état propre de T de valeur propre Ej).

+ -
OrEj |<¢,j l;pi ,>E|

Finalement, on peut donc, dans (63), remplacer H par V et on obtient

a 2 + +
6 [Eru®)] = R AS KA
Posons

+
(65) < ¢j I v l ‘J’i e T Rji

|xp.>

1 - €

(2]
“ qui est réel, a sa partie imaglnaire nulle.

(e)

D'autré part, pour calculer €< wi+ [ ¢j >, remplagons ] ¢i+ >€ par son

expression (59); on obtient alors

coc/oc'
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+ . . 1 +
. . = - + - . .
e< lP:L l ¢J > s (4 J) El Ej - 1€ e<w1 I v l ¢J >
. *
_ .. 1 (e)
=8 U-3) + g—fr e Ry
1 J

Compte tenu de (65) et (66), (6L4) devient :

d _ 2 € . s = (e) |2
E&T Pji(t)j]tzo T H E[m Rji 8 (i-3) + (E.-E.)2 b 2 | Rji | ]
175

d
» dat
t = 0. Cependant, on peut montrer, en calculant la dérivée seconde, que

d

dt
sidérer

Nous n'avons en toute rigueur calculé la dérivée Pji(t) qu'au point

P.. varie trés peu sur des temps inférieurs & H/e. On peut donc con-

L Pji comme une constante, wji’ donnée par la formule (GT7)
et représentant la probabilité de transition par unité de temps vers
1'état | b5 >

Comme nous l'avons déja fait, nous allons supposer que i # j,

! !

autrement dit que l'observation se fait dans une direction différente de

la direction incidente. On a alors, d'aprés (67),

2 € l R“(s) |2

W.. = 3 5

Ji i (E.-E.)2 + ¢
i3

Nous voyons que la probabilité de transition n'est appréciable
que si 1'énergie_Ej est égale & E; a4 € prés. Ceci rend compte de la con-

servation de 1'énergie, compte tenu de 1l'incertitude e sur 1'8tat initial.

Nous devons calculer en fait la probabilité de transition par
unité de temps W (Qj) de vers un état dont le vecteur d'onde kj pointe

dans 1l'angle solide (Qj’ Qj + de).

veolues
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Nous avons évidemment (en supposant que Rgi varie peu lorsque

kj varie eutour de ki)

an. | x.2 ax. W..
S B R A F

[3

= an, 2% | g, ()2 J k.2 ak, —= 2

(69) W (Qj) cmj

J ¥ Ji

avec le changement de variable

Kg k.2
Ej = —-551——, (69) devient

27 (e);2 m €
W () = e [R.. | —— [ k. dF,
. 2
dJ J1 Vi J I a I:E2+ (Ej_Ei)EJ

Si ¢ est suffisamment petit, 1'intégrale en Ej donne tout simplement ki
et on obtient

21 m k3

_ ()2
(70) i (szj)- 3 leji |

(avec k. = k. dans R?.)
J i Ji

c) Calcul de la section efficace :

I1 ne nous reste plus qu'd calculer le flux de 1l'onde plane N
- —).
incidente | ¢i >. En représentation | r > s < r | ¢i > = (~%;—)3/2 et Ki.r

. k;
et J=v,p= —Kaﬁl— | ¢i(r)|2 = MK ( ;n )3

Le flux est également indérendant du temps. En utilisant (49), il vient

alors

(€)|2

v (93) _ (om)¥ 2 | R
J Mh Ji

Ce n'est que maintenent que nous pouvons faire tendre (e) vers zéro.

(11) o, (9;) =

D'aprés (65), on a

(e) _
Ryt i< [ Vg >+ |y

..'/!C.
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Lorsqu'on fait tendre ¢ -+ O, les seules divergences pourraient provenir
1

du terme en -~

o a it Mais cet opérateur est entouré par les opéra-
i

teurs V et n'agit pas directement sur une fonction | ¢i >,

(e)

< ¢j [ v | wi+ > = Rji lorsque € + O, Lorsque € est suffisamment petit,

On peut ainsi montrer qu'en général, Rji converge réguliérement vers

Rji(e) est pratiquement égal 4 Rji et varie trés peu quand kj varie autour
de k., ce qui justifie l'hypothdse faite pour établir (69) et permet de

replacer Rji par R (ki’ Qj, ky Qi).
Finalement

lim o () =0 (2)
e >0 (> )h 5
avec o (Q) = —iﬂ—;ng——— |R (ki’ Qj; ks Qi)[2

Nous retrouvons ainsi l'expression (58).

d) Remarques diverses :

o) Ressemblance de la formule (6) avec la régle d'or de Fermi :

La formule (68), donnant la probabilité par unité de temps Wji
est ripoureuse. Cependant, si on remplace Rji par < ¢ | v | ¢; > = Vji
(approximation de Born), on obtient la relation approchée

2
W.. v S{E., - E. V..
J2 " ( 1 J) Jll

qui n'est autre que la rigle d'or de Fermi.

B) Difficultés de la théorie formelle des collisions :

lNous avons longuement insisté sur le fait qu'il fallait raisonner

+ . ° ~ . -
avec des états [ wi >e avec € finl non nul, de fagon 4 simuler un paquet

d'ondes physique de dispersion en énergie e, Si dans l'expression (61) :
I2

Poo(t) = [< g | w,* () >

J J
. . -~ -~ - -+ . PN
on avait falt tendre dés le début e vers zéro, [ wi (tﬁ_t>€aura1t cte rem-

placé & la limite par 1'état stationnaire | wi+ > et W et Pﬁi (t)

auralt été une constante indéprendante du temps. On aurait alors eu wji = 0,

eoefens
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De réme si dans i'expression (G3) de Hii :

, + g
I, < o5 | H | PSR v, | ¢, >

V.. ::._é_.
€ 1 J

Ji h
: : . S + | +
on avait fait tendre e vers z&ro, et remplace | by >, par | wi >,
fonction propre de H de valeur propre L. ,on aurait eu

W, = ——

B im

1~
A
-
<
[ =
v

On voit ainsi clairement qufen théorie formelle des collisions
il ne faut faire tendre ¢ - O quféd la fin des calculss Ceci ne résulte

[N

as d'un simple artifice mathématique, mais se trouve 1ié & la significa-
. H Bt St dminuniiuiut

tion physique méme de €.

Citons comme dernier exemple le cas oui, au iieu de traiter le

spectre continu, on a enfermé ia particule dens une boite de c6té L. On

est alors amené A la fin des calculs & faire tendre L » < et ¢ > O, Or, il
intervient dans le calculi des termes du type CL3 qui conduisent & une forme
indéterminée : c'est la nature physique de € qui permet de lever 1'indéter-
mination : € étant ila dispersion en énergie du "pseudo paquet d'endes", la
longueur de ce dernier est de 1’ordre de —%— v, Pour que les conditions aux
limites ne modifient pas le probidme, il faut évidemment que l'on ait L >> &
goit Le >> Wv., Il faut donc & la fin des calculs faire tendre cL3 > ®

y) Expression de la section efficace en fonction de l'amplitude de diffusion

f (ki, 0, ¢) 3

En posant dans la formule (1k), page 100, k. n = kj’ SN

devient une fonction de Ei et de Q. qui s'éerit

> o ' i i. =t -+ + > 3
() £, 00 = -2 [ TR T v @ g T G @ )
1 J o2 ks
Ly 1
2m , 3 hnem
== (2T Ry === Ry
Lo ﬁé
On peut donc dans (58) rempiacer R,. par - % by (+.s Q.). Soit finalement
% brn o
. - > »2
(73) (o (Qj) - l T (kig Qj)'

ccc/co-




- 140 -

4°) Théoréme optique

Ftudions la quantité 5 W
J
Elle s‘écrit, d'aprds (63),

Ji

2 + +
W., = < Y. . . I b,
.Ijl sIJl T Im l:c wl [ ¢J > < ¢J [ H I vs >€]
2 + +
5 e . b .
% %n [e< wl || Yi >e]
(compte tenu de la relation de fermeture I | ¢j > < ¢j | = 1),

J
+

Or l'cpérateur H est hermitique et sa valewr moyenne dans 1'état | v >

est réelle, On a donc

(Th) L wji
d

La relation (74) exprime le fait que la somme des probabilités
de transition par unité de temps vers tous les &tats | ¢j > est nulle :
c'est une &quation de conservation de la probabilité de présence globale
de la particule : en effet, en intégrant (TL4) on arrive i 1'@quation

X Pji = ct® (indépendante du temps)
J
qui exprime le fait que la somme des probabilités pour que la particule

soit dans un état l ¢j > quelconque est constante,

La relation (T4), compte tenu de (67), conduit & :

=0

——;’——Im R, (&) +-—?-” k% aky a9, —5—Fs | R, |2
g e + (Bg-Es)” Y

£ .
se comporte comme une

Si € est suffisamment petit, i 5 >

distribution de Dirac. On a alors

2.1 g (), 2mki [ 4o | e, |2
¥ m il M3 J Jji
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ou, & la limite od ¢ »~ O_ :
¥ X,
2 1 \
I R.. + o{(Q.; 4, = 0O
¥ m i . (2“)3 m ( N

ce qui s'écrit encore, compte tenu de (50) 3

- 3 2m I
(75) Ogotar = = (217 3 T R4
. B ok
i
ou bien, compte tenu de (72) :
Y >
) : = T 1
(757) Y% otal ks Th T (Ki’ 0

La relation (75) (ou 75') porte le nom de relation de

Bohr-Peieris-Placzek et traduit le "Théor@me optique" : la section

efficace totale de diffusion est proportionnelle & la pertie imagi=
naire de 1'amplitude de diffusion vers 1l'avant.

Le théordme optique se présente comme une conséquence
de la conservaetion de la norme ou de la probabilité de présence de la
particule : physiquement, la probabilité de présence globale‘de la par-
ticule doit se conserver au cours de la collision. Pour qu'il apparaisse,
aprds collision, une probabilité de présence non nulle dans des directions

autres que la direction incidente, il faut donc qu'aprés la collision, la

probabilité de présence dans la direction incidente soit plus petite

qu'avant la collision. Ceci n'est possible que s'il existe une interfé-

rence destructrice entre l'onde transmise {qui est identique & 1l'onde

incidente) et 1l'onde diffusée vers 1l'avant, décrite a4 l'aide de
. 2

> : . e e

f (ki, 0), La quentité dont diminue la probabilité de présence dans la
direction incidente mesure 17 "absorption" sur le faisceau incident qui
est épale & la probabilité totale de diffusion dans toutes les autres

directions, liée & O otal® T1 est donc naturel qu'il existe une relation
e - ~ .
entre ototal et T (ki, 0). Ie théoréme optique montre de plus que clest

. . . a . . . heg .
la partie imapinaire. de l'amplitude de diffusion vers l'avant f (ki’ C) qui

ooe/woe
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décrit 1l'absorption sur le faisceau incident,

5°) Approximetion de Born

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que la quantité
essentielle pour le calcul des sections efficaces de collision est 1'é€lé-
ment de matrice Rji'

Or on a :

= + 2 . 1
Reg = < 05 L v]e, >=x< ¢; | v | ¢ >+ 1im < ¢j|V T T i vl v >
e >0, 1

Soit en introduisant dans le dernier membre la relation de fermeture

L > <o | =1
k g V.. R .
R = V.: + lin [ ax - S -
! e, 17 Pk
L'équation intéprale (76) est l'analogue pour les éléments de la matrice

de Péaction de l'équation de Lippmenn-Schwinger pour les €tats de collision.
Pour résoudre les différents probldmes de collision, on est amené & appli-
quer & (76) les diverses méthodes de résolution et d'approximation des
équations intégrales,

On peut notamment faire le développemeﬁt en série de Neumann-
Liouville:
V. V..
kKL dk + 1lim

E;-By +ie e » 0
+

RO

JJ ij ng Vli dk a4

R.. = V.. + 1iim J L TR +
(Li~ﬁkfl£)(Li-u2F1€)

Jx Jx
€ - O+

qui porte le nom de Dévelonpement de Born des &léments de la matrice de

réaction. Ce développement permet de calculer la section efficace sous
forme d'un développement limité en V.

Au premier ordre, nous avons l'approximation de Born : R.. = V..
> P ji ji

qui conduit & la section efficace :
bt
(Pn)" m

"

Nous n'aborderons pas ici la discussion de la validité de cette approxima-

9y (Qj) =

tion, ni de ses applications.
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¥ -~ Matrice S

Nous allons maintenant définir et étudier de fagon précise

la matrice de collision S.

1°) Rappels sur la représentation d'interaction (ou "point

) e o T A T 2 2

- de vue de Dirac')

Dans le point de vue de Schrddinger, 1'état | v (¢) > évolue
conformément 3 1'équation de Schrddinger

ey ) = e (8)

ou encore sous l'effet de 1l'opérateur unitaire U (t", t')

| w (") > =u (&, ') | v (¢') >
U (t", t') vérifiant 1'équation

il —E%W— U (t", t*') =1 U (t", t*)

Effectuons sur les vecteurs d'états et sur les observables la transiorma-
73,
> 't

tion unitaire définie par l'opérateur et 7™ . | v (t) » et V deviennent
alors ¢

v ; It

Ly (£) > =" A | ¥ (t)>
n ; It ; It
Vit)=e' T ve ¥
g ;

I1 est alors immédiat de montrer que | y (t) > &volue dans le temps confor-

ménent & l'équation :

oA " > i
==y () >=V () |y (x)>

ooo/c;n
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I» .
Par définition | ¢ (t) > est le vecteur d'état du systdme dans
la "représentation" d'interaction. L'équation (80) montre que

N
| ¢ {(t) > n'évolue pas si l'interaction V est nulle : autrement

dit, le point de vue d'interaction sépare dans le mouvement ce
qui provient du hamiltonien de la particule libre T et ce qui
provient du potentiel V qui décrit la collision.

On peut montrer aisément que 1'équation (80) est équi-

valente & :

N~ N N
(81) | v (8") > =U (t", t*) | v (¢") >

N
o U (t", t') est l'opérateur unitaire défini par

" i _IIi;" i th
(82) U(t", t") =e ¥ U@, t") et TH
vérifiant l'é€guation
a n, 4V n, .
(83) oo U (LY, 1) =V (") U (g7, t7)

et possédant les m@mes propriétés de groupe que U (t", t') :

(8h-a) ﬁ:(t", t!) = Q (¢", t') 5 (t, t')
(84-b) U (t", ') = UL (g1, £") = UF (1, ")
(8l=c) U (t, t) =1

Les opérateurs T et V étant indépendants du temps, nous pouvons

de plus écrire 3 i
‘ ~1 t" -t
U (t", t') = e ‘T ( )
et 1'équation (82) devient alors :

‘ n . 25__'_'_ . H ' .
(85) U (t", t') = el " e-l 7 (t’ - t! e—l T




L'intérét de la représentation d'interaction dans le problé-
me de la collision réside dans le fait que le vecteur d'état n'évolue
pas si l'interaction est nulle : longtemps avant ou aprés la collision,
les deux systGmes dont on étudie 1l'évolution sont éloignés 1'un de
1'autre} ils n'interagissent pas et le vecteur d'état qui les repré-
sente dans la représentation d'interaction est immobile : la collision
doit donc faire évoluer le vecteur d'état du systéme d'une position
fixe, dans le passé lointain que nous noterons l $ (= =) > & une
autre position fixe, dans le futur lointain que nous noterons I ; (+ =) >

conformément 4 la figure ci-desscus

| ¥ (+=) > |V (=) >

Nous allons étudier, dans ce qui suit, la transformation S qui permet de
n N
passer de | ¢ (= =) > & | ¢ (+ ) >
N 4"
| v (+ =) > =8| v (-=)>

\

"
et nous allons voir dans quelle mesure on peut assimiler S a U (+ @y = @),

eoe/:oo
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2°) Définition de la matrice S, Méthode

des paquets d'ondes

a) Position du probléme

: n ~ .
Soient | ¢, > et | ¢, > deux paquets d'ondes libres

en représentation d'interaction. Ces paquets n'évoluent pas au

cours du temps et peuvent s'écrire :
V)
(86-a) | ¢, > = f Cp (1) | 0 > ai

4V
(86-b) | oy >

ch (J) I ‘bJ > 4dj
Les états | EA > et | gB > sont des états physiques puisque leur
norme est finie, ]

Considérons la quantité

" N

<$B | U, ) |6,
qui représente 1l'amplitude de probabilité pour que le systéme
ftant dans 1l'état |$A > 4 1'instant t' se trouve dans l'état
| $B>a 1lfinstant t".

llous allons montrer que cette quantité admet une
limite lorsque t' + = = et t" + + » et nous appellerons cette
ligite €lément de matrice de la matrice de collision S entre

) "
<oy | et | o) >

. v v " N N LY
(87) t%lf ) < 9 | U (e", t') | o, > = < 0y [ s ] ¢, >
t" > 4+ »

.B./.DO
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N N
PPN I AL : + -
b) Définition et propriétés des vecteurs | Yo (t) > et | g (t) >

Dans la représentation de Schr&dinper, considérons les deux

paquets de collision associés & | ¢, (t) > et | ¢5 (£) > que nous avons

étudiés au § C : E;t
-1
+ . + R
| ¥, (8) > f c, (i) l v;" > e st ai
IYB(t)?: jCB (J)"PJ > e ag

D'aprds (L47-a), (4B) et (79~-a), nous savons que

iT‘t
bl n
e (S | oy >

(88-a) 1lim | ¢A+(t) > = | ¢A(t) > =
£ : 4
(88~b) 1lim | ug7(6) > = | o(e) > = e I by o
t > 4+ =

En passant en représentation d'interaction :

A i_’_I‘_t_
| wA+ (k) >=¢ N | ¢A+ (t) >
v i%:b-- _
| vy (£) > =e | vy~ (2) >
On a d'aprés (88-a) et (88-b) :
. Vot v
(89-a) | lim | V) (t) > = | @, >
t > = ®
N A
(89=-b) [ 1lim | vg™ (6) > = | ¢y >
t > + @

ooo/ooo
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N N
c) Limite de < ¢, | U (1", t') | ¢y 2

N
Considérons la quantité < wB" (") | U (", t') | w (t ) >
D'aprés (8h~a), elle est egale a N
n
<HMIU (27,00 T (0,60)] ¥t (61) > = < (o) | v, t(0) >

et donc indépendante de t' et de t",
D'autre part d'apres (89-a) et (89-b), ]a différence
g | U (e, e | ¢ > - < wB' (") [ U (", ¢') | wA (¢) >

tend vers zéro lorsque t" » + «© et t!' > - o,

On en déduit donc

‘ . N " N~ N - N +
(90)  tim < luten,en)e, > = < y70) | ¥, (0) >
t" > 4 © '

ce qui constitue la propriété annoncée au § a).

On a donc, d'aprés (87) :
n . Y N - " +
(91) <o | 8]0 >=<y" (0) |y, (0)>

d) Matrice S

A 1l'instant t = 0, la "représentation" d'interaction

est 8quivalente & celle de Schrddinger. Nous avons donc

]
1]

¢, (1) | v > ai

| v, (0) >
JCB G) | ey > 4

| vy~ (0) >

N
I $A+ (o) >
l vy~ (0) >

1]
n

et (91) s'écrit :
v ~ [y . -+ . s
(02) < ¢B|S!¢A > = JJ CA(I) CB(J) < wj ]¢i > ai aj
Mais, d'autre part, gréace & la relation de fermeture, on a
' 4] I'\: . . N : N
(93) < o5|sje, > = ff ai 4j < oy |45 >< ¢5]8]0; > o;1 ¢, >

= II di 4j C (3) Ca (i) < ¢j|sl

oeo/eao
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(92) et (93) nous conduisent a poser
+

(94) <¢j\S|¢i>=<wj“|wi >
ce qui rejoint la définition formelle (28) de la matrice de collision ¢
.Sji = < w.' | ¢i+ > =6 (i-3)=-2w1 8 (Ei - Ej) Rji
Les éléments de matrice Ji pparaipsent ainsi comme des distributions
qui agissent sur les fonctions C (J) ¢, (i) (cf équation 93).
Remargue : N
Nous avons montré que < ¢ l U (t", t*) | o, > admet une limite lorsque

g! > - wet t" >+, lorsque l ¢ > et | ¢ > sont des paquets d'ondes.

Nous avons vu que cette limite se calcule alors naturellement a 1'aide
des éléments de matrice < ¢ | s | ¢; > = < ¢ | ¢
Mais nous n'avons, en aucune fagon, prouvé que 1 operateur U (", t")
admet une limite lorsque t' > - et t" > + <.
lous allons étudier maintenant la quantité < ¢. l 5 (1, =T) | ¢i >
et nous constaterons notamment qu elle n'admet pas de llmite lorsque T * %o

3°) Calcul direct de_<_¢; l U (1, =1) | ¢ ¢5.2

Au lieu de raisonner sur des paquets d'ondes, nous allons revenir
3 une théorie formelle des collisions et raisonner sur des gtats libres | ¢; %o
Nous savons qu'il faut alors (cf § Cet D) introduire dans l'interaction un
facteur de convergence dont nous avons suffisamment explicité la significa~-
tion physique. lous allons procéder ici d'une fagon quelque peu différente,
d'une part pour montrer que 1'opérateur U (t", t') n'admet pas en toute ri-
gueur de limite pour g" > + m et T r - =, et d'autre part parce que la
réthode que nous allons employer est celle qu tuytilisent de nombreux auteurs

pour introduire la matrice S et calculer la section efficace de collision.,
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Nous allons calculer l'amplitude de probabilité

< ¢j g 6 (t, -1) | ¢; > pour que le systdme qui était & 1l'ins-
tant -1 dans 1'état libre représent? dons le point de vue d'in-~
teraction par le ket fixe | ¢; > se trouve a4 1l'instant +t dans
1'état | ¢j > , llous étudierons ce que devient cette quantité lors=-
que T tend vers 1'infini et dans quelle mesure 1l est possible alors
de lui donner un sens,

L'équation (83), compte tenu de (8h=-c), conduit pour
G (v, =t) & 1'équation intégrale :

n, 1 T n, v
(95) U (1, =t) =1 + VS J vV (t*) U (&', -1) at’
- -1

dont le dévelloppement par itérations successives est 3

"\l l fT I'\,
(96) U (1, ~1) =1 3 )I v (t*) at'
+ (;.-ﬁ-)2 J at! f at" v (¢*) v (¢")
1 - -
+ 000

Ce développement (96) a &té rencontré & diverses reprises sous des
formes légdrement différentes : en effet, d'aprds (82), on a

N 1 Tt o +i Tt
(o1) U (1, =1) = e [ U (r, -1) e [
D'autre part, pour 1 > O, U (t, -t) est identique & l'opérateur
fonction de Green avancée }C+ (1, =1) (cf formule 39, page 82).

On a donc alors
N i ot i%—T-
(98) U (7, -1) = e [ JQ+.(T, -1) e | (t > 0)

D'autre part, lfopérateur fonction de Green avancée du systéme

libre (V = 0) s'écrit :

. T{t"=t?)

-1

(99) KL ¥ (") =e B 6 (6" - b)
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Compte tenu de (79-b), (98) et (99), le développement (56) est identi-
que au developpement en série de Neumann-Llouv1lle de l'Opnrateur fonc-
tlon de Green avancée (cf formule 43, page 83).

I1 faut cependant remarquer que dans. le dovelOppement (96),

» les temps ‘sont rangés dans 1 ordre =T < oeso < t" <t' < 1 et que les
4"

operateurs v (t') et V (t") ne commutant pas, leur ordre dans les inté-

‘grales d01t &tre conservé,

A 1'aide de (96), nous allons etudler le developpement en

‘puissance de V de 1! amplltude de probablllte < ¢ | U (t, =-7) | ¢; >

'a) Terme d'ordre zéro :

|1V| ¢i>‘=5 (1-.))

b) Terme d'ordre 1

. : L T Tt
T T "1 - """"
U _ 1 Fy . .
H J-—T I V (t ) I ¢ ” dt' -iM J-TV< ¢j l © ' ‘ !q) > % '
T It (Ej - E-i)t
1 [P T )
-H Vji J_T e at

-T .
qui décrivent une transition & 1'1nstant t de 1'état i 4 1'&tat j sous

1'effet de l'interaction V. Le terme du premier ordre représente 17 1nterfg—

rence des chemins corres pondant aux diverses valeurs de t;a Lhaque chemin
1 J -.-'Jl

est pondéré par son amplitude de probabilité e 7 Vjio
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! !
. . ' | .
Nous allons voir que l'interférence de ces différents
chemins sera destructrice si la phase varie trop vite d'un chemin

d l'autre, c'est-d~dire si
(E. = Ei) T

(101) —9—7—-— >>1

Nous interprétons ainsi la conservatiocn de l'énergie
(plus précisément la "quatriéme" relation d'incertitude "temps-
énergie") en mécanique quantique.,

De fagon plus précise, nous avons
i (Es = B1) &'

1 (E. = E.) 7
A . 21 . ; i
e att = ~ sin

4(._1 N Ei - E'j W
ce qui, en posant :
(102) (s = Ei)
1 sin (1)
nous conduit 4 &crire le terme d'ordre 1 sous la forme
" . (1)
(103) -2mi V., 6 (Ej - E;)

La fonetion G(T) (Ej - Ei) est la fonction de diffraction clas-
sique, normée, représentée ci-dessous

A s{T) (55 - By)

.ﬁ /

P

-—?—ﬂ— G.O/'l.




Cette fonction a une largeur de l'ordre de Q:M , ce qui justifie
1'inégalité (101).

Cependant, pour une valeur fixée de E: mei’ cette fonction
n'admet-pas de limite lorsque T + = . L'opérateur U (1, -1) n'a donc
pas de limite lorsque T + « puisque son élément de matrice
< ¢j | 8 (r, -1) | ¢; >, 8au premier ordre, n'en a pas, Physiquement,

cette absence de limite se comprend aisément : 1l'introduction brutale

& un instant domné (-1) d'un &tat propre | ¢; > du hamiltonien libre T
feit apparaitre un régime "transitoire" Qui subsiste & l'instant 1 (quel
que grand que soit 1) et qui explique l'oscillation et 1l'absence de limi~
te lorsque T + », de < ¢i | U (1, -1) | ¢; >o Nous aurions évité ces
régimes transitoires gén;nts et qui n'ont pas de sens physique en intro=-

dulsant dans V un facteur de convergence (branchement adiabatique) ou en

introduisant progressivement 1'état initial.

Nous pouvons &palement remarquer que les états physiques réels
sont normés (paquets d’ondes) et qu'en conséquence, les £léments de matrice
de g (t, = 1) doivent &tre celculés sur des fonctions de carré sommable,
les éléments de matrice < ¢j i 5 (1, =1) | ¢; > agissant sur ces fonctions

comme des distributions. Hous savons alors, qu'au sens des distributions,

s (1) (Ej - Ei) tend vers la distribution de Dirac § (Ej - Ei) lorsque

1 » =, Nous pouvons donc dire que le terme du premier ordre du développement
de < ¢ | 5 (1, -1) | ¢; > admet, lorsque T > = , une limite au sens des
distributions apissant sur les fonctions d'onde de carré sommable, cette

limite étant =27i Vji 8 (Ej - Ei).
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¢) Termes d'ordre 2 3

1 .2 [T k! N "
(10%) (?EK) J at! J ] dt"<¢le(t’)V(t")l¢i > =
- -
1207 (" t! " A
. ny ; LEj ;{Ek)t' ; LB - Eit"
=Zv.v.fdtvf at" e .
K Jk ki — —t
T £ i (E3 - Ei)t! i(Ek - Ei )" - t")
=]V Vg f dt f at" e " e ’
k J T T

Au terme (10L4) correspondent les diagrammes du type :

qui décrivent 1'évolution du systéme de 1'état | ¢o; > & 1'état

] ¢j >, via 1'état | ¢ >» sous l'effet de deux transitions aux
instants t" et t', Pour obtenir le terme du deuxiéme ordre (104),
il faut faire interférer tous les chemins de ce type en sommant
sur t' compris entre -1 et +t , puis sur t" ~ t' compris entre
-2T et 0 et enfin sur 1'état intermédiaire k., Nous pouvons enfin
faire tendre T vers 1l'infini pour obtenir, comme au premier ordre,

une distribution,

000/000
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Fixons d'abord l'état intermédisire | ¢, > et sa durée
: k

. (E3=E5 )t
t" -t'. La sommation sur l'exponentielle et R fait, comme
pour le premier ordre, que 1'interférence est destructrice si
(Ej - Ei) T
"

Liamplitude de probabilité est encore nulle si 1'énergie de 1l'état

>> 1

initial n'est pas épale & celle de l'Ctat final :

- - 9
. (Ej El) %

T i .
l - M | — > (T) Al nl
-~ J Te dt' = -2ni & (Lj - Li).

Supposons maintenant que Ej = E;, fixons 1°état intermédiaire | ¢, >
et sommons sur la durée de la transition intermédiaire t' - t* ¢ Deux

cas se présentent alors

a) B, =B = Ej . le facteur de phase est le méme quel que soit "o~ g
(6gal & 1) : tous les chemins interférent de fagon constructive et la durée
de la transition intermédiaire peut prendre toutes les veleurs possibles 3

on dit que 1lfon a une transition intermédiaire réelle,

B) E, # E;, Ej . d'un chemin & 1'autre, la phase varie. Il va y avoir une
interférence partiellement destructive : il faut caiculer 1l'intégrale

. 0 -i (E; = Fx) u

: I e # du

1lim -
T > 4o iﬁ -27

en posant u = t" - t'.

Cette intéprale n'admet pas de limite au sens des fonctions, mais nous savons

1
<

qu'au sens des distributions, elle fend vers lim T qui, pour

: E
1 e+0, 2 k

I';i - I'.)k

+ ig

Li # Ek est égal 4
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Nous obtenons, & un facteur 2 prés, le méme résultat si

dans 1'intégrale (105), on prend comme borne inférieure

L
ek
En effet 0 3 (Ei = Ek) u
_}H— e i du = ~—g-——
i - “M Ei — Ek ?
E.-E
1k

C'est dans cette mesure que l'on peut dire que ces transitions
que 1l'on appelle virtuelles, car elles ne conservent pas l'éner-

gie, durent un temps de l'ordre de U/AE.

Si on résume les résultats précédents, le terme d'ordre
N~
2 du développement de < ¢j | U (1, -1) | ¢; > tend au sens des dis-

tributions, lorsque 1 -+ ®, vers
Vik Vki
E; - Lk + lie

-21i § (E; - E;) 1lim )
J e >0 k

Si on résume les résultats des § a), b) et c), on obtient :

n A
lim < ¢j | U (ty =1) | ¢: > =6 (i=j) = 2711 & (Ej - Ei)[ V.. +

i ji
T -+ ®
(au sens
des distri=- . Yj Viei
butions) 1im F. - FE F1c T coer
€ > O+ 1 k

Soit, en rapprochant ce résultat de la formule (77) de la page 142 :

(106) n

lim < ¢. | U (1, =1) | ¢. >
J i

€ > O+

it

§ {i=-3)=-2m1i6 (Ej - Ei) Rji

S..
Ji
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La formule (106) nous montre donc, qu'au sens des

distrib&tions sur les foncticns d'onde de carré sommable,

<¢. | U (1, =-1) | ¢; > tend vers Sji et on retrouve ainsi les r3sul=-
tats du § 2°).

Remarque importante : Calculons la’probabilité de tiransition

v 2 - . . .
| < ¢ |.U (1, -1) > |© 2 1la limite v » », Si 1 # J, la relation

| ¢,
(106) nous conduit a4 l'expression
(2

b | R.. |© E (%. ~E.):|2
ji i~ %

qui fait intervenir le carré d'une distribution 6; ce qui nfa pas de

sens, L'erreur & ne pas commettre est e¢n effet de faire tendre T, qui

représente le temps physicue de la collision, vers 1finfini avant
o - Dudimeimptnia v b3

d%avoir achevé le calcul des grandeurs physiques.
Si on se souvient que § (Ej - Ei) provient de la fonction

8 (1) (Ej - Ei), on doit envisager en fait la fonction

. ain®
[-6 (T)‘l2 _ 1 S1in R
- T3 2

qui est représentée sur la figure ci-dessous :
T)312

A (6( ))

oA

JAVAN VAV IR,

179006/ 00ac
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et que 1l'on peut encore écrire :

(E; - E;) T
r (T):]Q _ 1 sin -
§ =1 ~
- W (E; - E)? ot
J i
Or
+00 sin2 L1
A f .1
o]
'u'2 0O u"’r ﬂM
1 sin2 igh—é%l&LL;L .
Lz fonction - : ) tend donc au sens des
o (E - E)-
distributions vers 1 GJ(? i E.) et [§ (T)]Q est équiva-
Y -—Tm— uj l q

lent & T — s (1) (E, - E.).
m 3 i

On en déduit :

= 1i v 2 am_ (1) 2
Pji = Tli@w [< ¢j[U (t, —T)l¢i>| N o271 - Py (Ej_Ei)leil

d'ou 1l'existence d'une probabilité de transition par unité de
temps ¢

P..
(107) Wos = —tie = 2; s() (B, - E

12
Ji 21

)!Rji

i
gnalopue & celle déja trouvée par ailleurs (formule 68, page 136),
et permettant de retrouver la section efficace de collision.

Le principe & suivre est donc, comme toujours, de ne faire tendre

le temps de la collision (1 ou K/e) vers 1'infini qu'un fois tous

les calculs mathématiques achevés et les grandeurs physiques obtenues.
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4°) Collisions entre particules identiques

lous n'avons envisaré jusqu'd présent que le problcéme de

collision de particules différentes. Nous allons voir maintenant

que le Tormalisme de la matrice S permet de traiter aisément, en in-
troduisant le principe de Pauli, le probléme des collisions de par-

ticules identiques {(bosons ou fermions). Nous allons au prialable

analyser 4 nouveau une expérience de collision entre particules dif=-
férentes :
a) Particules diff{érentes

Envisageons, dans un probldme & symétrie cylindrique, la aif-

fusion de deux particules différentes Ay et-A,, dans le référentiel
du centre de masse. Soient O et © les angles polaires des directions
incidentes de A, et de A, et plagons un détecteur dans l'angle polaire 8.
Ltamplitude de probabilité pour que la diffusion de A ait lieu dans l'an-

ple 8 (figure o) peut s'écrire ;3

]

S?
Y
< A6, A, m-0 |u S (8)

S (6) est 1ié simplement (cf § 3°) & R (8) qui permet de calculer la pro-

(1, --T)l Al OA2 T >

bebilité de transition et la section efficace.

De méme 1'amplitude de probabilité pour que le diffusion de

°

A, ait lieu dens 1l'angle & (figure B) peut s'écrire :

N
< Ay =0, A,0 U (t, =1)] Aj O A, ™>=8 (v - 6)

1
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'""—->"7A""\""—'- Figure o

Figure B

La probabilité de trouver la particule Al dans la
I2

direction 8 est |S (9)|“. La probabilité de trouver la parti--

cule A, dans la direction 6 est s (v - 0)120 Si maintenant,

le détecteur ne permet pas de distinpuer les particules diffé-

rentes Al et A.2 et détecte donc indifféremment Al ou A2, la
probabilité de trouver 1l'une quelconque des particules dans la
direction ¢ est alors |S (6)|2 + |s (n - 6)|2.

b) Particules identiques

Le processus physique est maintenant le suivant

deux particules identiques du type A se dirigent l'une vers

l'autre dans le référentiel du centre de masse, Elles inter-
agissent et on cherche la probabilité pour qu'un détecteur, dans
la direction 6, en détecte une, On cherche donc l'amplitude du

processus unique représenté par la figure ci-dessous ¢

'oo/coo
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Du point de vue mathématique, numérotons les particules et
D que, D
envisageons les quatre processus formels représentés par les figures

et les amplitudes de probabilité ci-dessous :

A{6A,m=0[S|A0AT > =5 (8)

£
e
i
t)
!

(2) A, ——>PE—n, <A 70 A,0[8|A,08,7 >= 5 (n-0)

A P

7/
(3) Ao—> —’-ﬁeé——Al <Ay -0 A,8|S|A mA0> = 5 (8)
) >
AL A
¢ A
(b) A >-/-/—’le\/ 1 < Aj0A, 1r-6|S|AlnA20 >=5 (m=0)
Ve .
Ao

eoo/oon
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Du fait de 1l'indiscernabilité des particules, le
hamiltonien H, et par suite S, sont invariants par permutation
des particules 1 et 2, En désignant par P l'opérateur de permu-

tation, on a
(108) pspP =5
D'oi l'on déduit :

<A.6A

104, 1=6]8] A 0 A, w >= (<a,0A, m-8] P¥)(PSP")(P|A 0A,m>)

1772

< Ay =0 A0 |s| ajm Ay 0>

ce qui permet d'identifier les amplitudes (1) et (3) égales a
S (6) et par un raisonnement analogue les amplitudes (2) et (k)
égales & S (m - 8),

Quels sont maintenant les &tats mathématiques | by >

et | be> qui représentent 1l'état physique~initial-—é Let

A&
v

1'8tat physique final ?

A N .
D'aprés le postulat de symétrisation, ce sont les deux
états, symétriques ou antisymétriques, selon qu'il s'agit de bosons

ou de fermions :

1

(109-a) | Yo > = = IA OA,T> + e‘IA A OE]

(109-b) | ¢, > = 2 [EAleAa -0 > + ¢ |A ™0 Ap eil
2

+1 bosons.

(e

€

-1 fermions)
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L'amplitude de probabilité associée a la diffusion s'écrit
alors :

1
<¢f|s_l wi>=-2-(<AlBA21r-6|+e<Al1r-eA26|)S

(|A10A2n> + ¢ | AlnAQO >)
soit, en se reportant aux expressions des amplitudes (1) (2) (3) (k) :
<vo | 8 |wyg>=8(6)+es (n=-0)
Par suite, la probabilité du processus de diffusion dans l'angle 0 sera
| 5 (8) +e 8 (n-0)?
ce qui est différent de |[S (e)l2 + |8 (n - 0)12 qui était la probabili-

té pour que le détecteur détecte une particule (sans préciser laquelle),
lorsque les deux particules sont différentes,
Lorsque les particules sont identiques, il y a donc interfé-

rence entre les amplitudes de probabilité associes eux deux schémas

de diffusion :

/’Al / Ay
&

—> Sures et — &
A Ay A Aa
/ A
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Ceci est particuliérement frappant pour la diffusion i angle -
droit (e = n/2) :

pour deux particules différentes : probabilité [S(%J]z + [S(n-'%)|2 = 2[S(-g-)|2
pour deux bosons : probabilité ISC%) + S(ﬁ - %)[2 = h|S(-g-)|2

pour deux fermions : probabilité |SC%) - S(x - g&|2 =0

c) Interprétation dans le formalisme de Feynman

Dans le formalisme de Feynman, l'amplitude de probabilité

e

associée & un processus de diffusion quantique s'obtient en sommant

les contributions de tous les chemins classiques H partant de 1l'état

initial et aboutissant 4 1'état final., On peut dans ces chemins clas-

siques suivre d'un bout & l'autre la trajectoire de la particule et

il existe alors deux types de chemins aboutissant au méme &tat final :

-

(a) (v)

I1 faut sommer les amplitudes de probabilité associées aux chemins du

type (2). On obtient s(a) =8 (0),

‘ ..0/0.0
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De méme, pour les chemins du type (b), on obtient S(b) = ¢ (7 = 8),
Il faut maintenant tenir compte de l'interférence entre les chemins
du type (a) et ceux du type (t). Pour cela, nous devons introduire

dans notre formalisme un postulat supplémentaire de symétrisation gui

indique qu'il faut sommer les chemins du type (a) et (b) avec un facw-
teur de phase &gal & +1 ou ~1 suivant qu'il s'agit de bosons ou de
fermions.

Si les particules sont différentes, les deux types de che=
mins (a) et (b) ne peuvent interférer, car ils conduisent i des &tats

fingux différents,

81 les particules sont identiques, les deux types de chemins

conduisent au méme &tat final : le systdme peut donc prendre 1'un ou

l'autre type de chemins et tant qufon ne fait pas de mesure pour se-

{2

voir quel chemin il emprunte, il y a interférence entre les emplitudes
de probabilité associées aux deux types de chemins,

d) Exemple d'application : diffusion de deux &lectrons

Supposons 1l'énergie suffisamment bassz pour que 1'inlersction ne
dépende pas des spins. Deux cas peuvent alors se présenter :

a) cas ol les deux spins sont paralldles :

Les deux particules sont alors identiques et le probabilité de

diffusion & angle droit est nulle.
y\
I ;}\
A

\L . OL‘O/OOD

>
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B) cas oi les deux spins sont antiparalldles :

Les particules sont alors différentes vis~i-vis de la

-

détection et la probabilité de détecter un électron, sans préciser

lequel, & angle droit est alors 2[8(%0[2;

Ainsi, bien que les forces ne dépendent pas des spins, la section
efficace dépend de fagon critique de l'orientation relative des
spins. I1 y & une analogie trés nette avec les termes d'énergie
d'échange, introduits par le principe d‘exclusion de Pauli qui

distinguent, en dehors de toute interaction magnétique, les états

singulets et triplets de l'atome d'hélium.

v) Cas de deux électrons non polarisés :

T P G S Y T P D TV D L) T D S A L

Chacun des processus possibles

probabilité

X
o O
I
o

0

T2 _ 1 My 12
Is(z)|° = 3|s(z)|

He S s
x X
N

x2l6(@)|® = 55|

*
{7--59
A.

l;—-—‘?

LT

s'effectue avec une probabilité 1/L4, La probabilité totale de détec=

tion & angle droit est donc dans ce cas |SL%)|2¢
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F -« Diffusion par un systéme. de N particules dans l'approximation de Born

1°) Introduction

] Au lieu d'envisager, comme nous l'avons fait jusqu'ici la dif=
fusion par un seul centre, nous allons &tudier maintenant la diffusion par
‘un systéme constitué par N particules (par exemple,les divers &lectrons d'un
atome).,

Cette &étude va nous permettre de relier les sections efficaces
de diffusion & des grandeurs physiques importantes, caractéristigues du sys-
téme de N particules : la densité simple, la fonction de corrélation spatiale
(densité & deux corps), la fonction de corrélation spatio temporelle.

Toutes ces grandeurs physiques ont une interprétation clesire et
simple, Il est intéressant de pouvoir les déduire de la mesure des sections
efficaces et de comparer les résultats aux prévisions de .la méeanique statis-
tique qui permet de les calculer théoriquement.

Nous ferons le calcul des sections efficaces dans le cedre de
1'approximation de Born (ou ce qui revient au méme, comme nous l'avons vu dans
le cadre de la régle dfor de Fermi), Cette approximation est valable pour la
diffusion des photons, des électrons rapides et des neutrons lents,

Nous mettrons ici principalement l'accent sur l'établissement
des relations entre les sections efficaces et les diverses fonctions cerscté-
ristiques ainsi que sur la validité des approximations., Pour l'étude de l'egw
pect "probléme & N corps" proprement dit, on peut se rapporter & l'article de
Van Hove (Phys. Rev. 95, 2k9, 1954) ou & 1'ouvrage de Nozi&res ("le problime

& N corps").
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2°) Notations

a) Diverses particules

B
:7‘
2 o
\
] ~a!
0 i “A

. - -+ > .
Soilent Tys soe Tys oeo Ty les coordonnées des N particules du

cs > .
systéme, R la position de leur centre de masse et P la coordonnée relative

~
:eme

de la i particule, On a évidemment

- § + -
Y. = B
L pl

-.) - . - Pd
K est le vecteur d'onde du centre de masse aprés la collision (il est supposé

nul avant la collision).

+ - . 3 - 3 - -"
Re est la position de la particule incidente, ko son vecteur d'onde avant la
s 3 > « . . >
collision, k son vecteur d'onde aprés la collisionj X le transfert au cours de

la collision :

$=% -1
.x_. O-

D'autre part, l'énergie transférée par la particule incidente au cours de la

collision est

2
o = gm (k2 - %%

b) Etats du systéme

L'état des N particules diffusantes dans le systéme de leur centre

de masse est respectivement avant et aprés la collision :
) arg .
| ng d'énergie Eno

| n > da'énergie E

00./0..
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si bien que 1l'on pourrs noter 1'état du systdme global en interaction avant

et aprés la collision par :

| K ; 03 > d'énergie Mz k% 4+ E
o U Po chere 2m 0 Ny
2 2
> 2. 12 D - TN S
| K, - x; K3 n > d'énergle 5= k* + —5- K* + E

en appelant m et M respectivement les masses de la particule incidente et de

1'ensemble du systéme diffuseur,

~

. ->
Dans la représentation r, ces états sont représentés par les

fonctions d'onde

. .
1 3 1 kg ﬁé » - -+ +
( 2‘!‘[ ) e no (Ol cee pi XX ON)
et
1 3 1 Kk ﬁé i KR > + >
(“"—") e e d)n (Dl so0a pi 0o ON)

¢) Interaction entre le systlme diffuseur et la particule incidente

Nous supposerons que le potentiel d'interaction ne dépend que
de la position relative de la particule incidente et des particules diffusau-
tes, supposbes identiques et le hamiltonien d'interaction peut g'Céerire

-> -

H - R )

I

]
FOT HO—
<
=23
3=
o4
¢
=N

Remargue s

I1 semble que le cas ol la particule incidente est un photon échappe & cette
théorie., Nous verrons qu’il n’en est rien et que les colculs que nous.allons

faire s'étendent aisément 4 ce cas.

3°) Calcnul de 1%&8iément de matr:ce de gﬁﬁ entre 1'ctat initial

s 000 B s 2T R U A Ay B B PRt s B Y B2 S OB HOT T e P R I

et 1! etat 11ndl

. . > > .
Calculons 1'éllment de matirice < ko - X3 Ky n ] HI | k 3 Oy n_ >,

Il sfécrit
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(113)
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- @ [ e R E L v B R o G

i k, R >
el o ed3§ed3Rd3pi

Or nous pouvons écrire

>

vEeB-B) = [vELR) s G-FS) o

I

1
(§+g"";) d3

- [[v -y ot E s radt
L'expression (lil) s'écrit alors
< ﬁ - ;; ﬁ; n | H | K 3 Oy n_> =
o I o o)
=(}")9[rmeﬁ;—ﬁeei(g"ﬁ)ﬁ;ﬁ;@*( pie) V(F=R) e (vapged)
T J e L (eopgee e) % (o o
) oiE Pi g3 R a3k a®3; BSradt

Nous allons intégrer cette expression successivement sur les différentes va-

riables :

rd . g
a) Intégration 'sur R :
3 [ i - K) R
2m

. ->
b) Intépration sur & :

La distribution § (% - —IE), introduite par l'intégration précédente conduit a
remplacer dans (113) E par K.

L'é1ément de matrice devient alors

1,6 +ix R KT % > =
I e .~ _
(2“) f[[ e e ¢n (pi) v (r Re) Qn

>
iK p:\ 33 .32 .32
(pi)(\:‘z. e Pi@® R a”py a7 T

4

o]

..'/..l
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<k = ;; K; n l H
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ce qui peut encore s'écrire, sprés une transformation évidente :

@8 [[[ emiXGRe) vz ) 1ORT r s )] R P, 0%, 0%
2n R n ‘Pi’ n i'.j S Te i®-

. - . + 3 -
Soit en prenant comme nouvelles variebles u = r - ﬁe, reto,:
-

5 K ;03 n>=

I
1.6 iX w2y AG-KF > Kby 3 30 43
= ~1lX ) X=K)r % AL G % kY G e
(2n Jff e v (u) e ¢n (pi) Qno (pi) g e 1 d7u d pi a’r

. . > >
c) Intégrations sur u et r

} . ‘ . . . -
Introduisons la transformée de Fourier du potentiel V (r) & la
L
-+ -1X u -+ >
valeur ¥ : f ™ X Uy (3) au = qj'(x}

Il vient alors :

> > > >
<k =x3 Kyn | B | E;05n>=
> s
= (1 6 g ! i(x-ﬁ)r #* o . > -~ 1K p 3 3
= (5=)" v (X) J e o0 (pg) o (py) ) e "ia’e; ax
o 1
3 ” . ‘} * A .
Ltintégration sur r est immédiate
1,3 iGx-K)F 34 >
(5—) | e ar=268 (x ~ K)
all J )
Finalement, 1'élément de matrice de Hp entre les Stats final et initisl stéerit :
> 1 - b o> A Moo 2
-> > > 3 - - i . . \
<k =-X;Ryn | H | K ;305052 (=) 6(x=5) P (X) | ¢ (o)) e™®Pia (p,)a
o 1 o) s n 10 .= n i
12=1 o
133 o2 > LT A
- G G L ) < | ] oK P
) 1=

L'expression (11l4) est essenticlle pour le caleul des secticus efficaces 4 1lapes
proximation de Born. Elle se présente sous we forme remarquablement simple o

- le prcmier terme § (; - 1) déerit la conservation de liimpulsion globale cu

cours de la diffusion : la quantité d'impulsion Ky cfade par lag perticule incidente

est transmise intégralement au systére diffuseur, Ceci 2tant, 1'impulsion d'cneeme

oou/veu
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ble UK ne joue pas de rdle essentiel dans notre probléme et nous pouvons ne

plus en tenir compte : si la masse M est grande devant la masse m de la par-
. . e e s G .
ticule diffusée, l'énergie cinétique d'ensemble Lwr— est ndgligeable cdevant
’ & 3
A mouvement
. 2 . . - . e - s, N
les autres énergies du probléme. On peut donc négliger le ¢ d'ensemble du

. . . . > > .
systéme diffuseur (ce qui revient & confondre r; et pi) étant bien entendu

que ce mouvement existe et satisfait a la conservation de 1'impulsion pglobale,
>N ag. + > -~ 3 ~ g .
- le deuxidme terme 20°{Y), transformée de Fourier & la valeur x du potentiel

V ne dépend que de 1l'interaction et du transfert dtimpulsion (et pas de 1'état

quantique du systlme difluseur),

S>>
, RS . 1X 0. . e
- le troisiéme terme < n I X '1| ng dépend de 1'état initial et de

[ e 11

i=1
1'état final du systdme diffuseur 4 N particules (dans le référentiel de son

centre de masse) (mais nc dépend pas du potentiel).

Remaraue 3 cas des photons

(115)

Montrcns que la diffusion des photens {de longueur d'onde suffi-
samment courte) par un systdme de N électrons 1liés (atome) conduit a une ex-
pression analogue & (1lL).

le hamiltonien d'intersction s'obtient en développant le terme

%g Z (pi - e Ai)2 ol u représente la masse de 1l'électron, e sa charge, p;
1 <
. . o . P . > .
1'impulsion du i®™® Zlectron et Ai = A (;i) la valeur au point p; du potentiel
vecteur, ’

L'interaction s'écrit alors
2
e e 2
s g Ayt A )t L
1 1

Pour des longueurs d‘onde suffisamment courtes (diffusion de rayons X), on montre

que le dernier terme est prépondérant et on peut alors écrire

. e 2
Hp = =5 g A

c-o/co_o
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Or le potentiel vecteur du chanmp électromagnétique quantifié s'écrit sous

la forme
e > <i’3- + ik 3-
Alp;) =% Lo e (a, e P 4+ a e i)
1 ﬁ 3 X A kA kA

ou % porte sﬁr tous les vecteurs d'onde et I sur tous les états de polari-
sation, e) représente le vecteur de polarisgtiong a+k et ak les opérateurs
de création et d'annihilation d'un phcton dans 1'état K, X et a un coefficient
dépendant notamment de k.

Calculons 1'élément de matrice de HI, 1'atome passant de 1'état | n, > a
1%6tat | n > et le photon de 1'dtat k , X, & 1'état K, A

les seuls termes dont la contrlbutlon ne sera pas nulle seront ceux qui con-

tiendront le prodult at e et on aura :
k oo
> > > - ) - iS(f)'
<k; Ay n |HI| ko; Xo; ng > = 0 o e, <n | Z e 1 | n_ >
ce .qui est bien une expression znalogue & (114) dans laquelle V- (X) est ren-

placé par oy Oy gk EAO On ne retrouve pas le terme § (z ~'K), mais cela est

o]
normal car nous n'‘avons pas tenu conmpte ici des degrés de liberté dc translation

du systéme atomique global.

4°) Diffusion élastique ou cohérente

a) Définition et exemples :

On dit que le diffusion est €lastique {ou cohérente) si 1'état quan-
tique du systéme diffuseur ne change pas au cours de la diffusion :

In>5lno>

C'est par exemple le cas de la diffusion Thomson des photons X par un atome,
Dans ce cas la conservation de 1' énergie eu cours de la diffusion exige

K2 o ME " 2
- IS _/3 . ~ A\ D v e
< k™ = S ko {on néglige 1° énergie cinétigue dfensemble 2“ )

et on a donc k 2-k0°
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b) Calcul de la section efficace

A 1'approximation de Born, la section efficace est donnfe par
la formule (78) de la page 142, qui s'applique mime au cas de la diffusion
pur un centre diffuseur complexe puisquelle peut s'établir & partir de la
réple dlor de Fermi

do  _ (9w)2
dq Mh

> >

| < Ky = X3 ng [ Hy ] ko3 ng >| 2

(117)

Nous devons calculer la quantité

N i—> > . 5 i-> > .
< D |1 e XePi N 7 % Z I chn (pi)l e P g Pi
i=1 1 o

que l'on peut encore €crire 3

N i o
1 . > 1 r > > 2 +
(118) < | ] e P4 ng s - [ @ X | (] $GE30) I, Gyl 33
[ == : 2 32 32
Or J § (r"pi) I(bno (Dloco piooc p | Dl so0s @ pN
2 .3 > 3 3 3
= f !¢no (plooo pi"l r pi*l 660 QN)I d Ql eae 4 pi._l d pi+l oo d DN

ce qul n'est autre que la probabilité pour que la i&me particule soit au point

24

» En sommant cette expression sur i, dans 1l'expression (118), on obtient 1la
Cse s . . L > <
probabilité globale pour qu'une particule quelconque soit au point r, c'est-d=-

dire encore la densité a un corps o, (r) . Finalement, d'aprés (118)
)

N Ssding N .->->+

<n | ] e¥XPifn >-= f o (¥) e T ar

0 . o] n
=] o]

et d'aprés (11h4) et (117), on obtient la section efficace de diffusion élastique

49y 2 iX F 3%
(119) cm (@) = “‘“H | 9 ()< | f P, (¥) e a°r|
hw M o]
qui dans le cas de la diffusion des photons s'écrit
do (Q) 2 > >
(120) —2— = (=27 (¢, .37 f o, (F) X T a3 F|?
me o o
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Remargues :

(121)

- Il est clair, d'aprés la définition de la densité & un corps, que

J Py (?) i r=N
o

_Rappelons en effet que

. 2 .3 3 3 3
p, (r) = Z I | o, (py coo Py g T P4y voe P )17 87 Py wes @7 py ) d70gg ceedpy
(e} i o
et N
>y 3 2 .3 3 3., 3 3
J pno(r) d r - igl flq’no (plooopi_l r pi+lOO°pN)l d pload pi-l a r d pi+loood. pN

i

d > > 12 .3 3 3. .
N I I q’no (plcoopi aoopN)' 4 pl eoe G pi eoe & DN =N

- La transformée de Fourier de la densité & un corps qui intervient dans la
section efficace s'appelle le facteur de forme du systéme diffuseur,

- On voit que la section efficace de diffusion &lastique se met sous la forme
remarquablement simple du produit de deux termes dont 1'un dépend de l'inter=
action, mais non pas du systéme diffuseur et l'autre du facteur de forme

du systéme diffuseur et non pas de l'interaction.

On.concoit ainsi que ies expériences de diffucion £lastique sont
trés utiles pour 17étude de ls répartition des particules dans le centre diffu-
seur, '

Dans le cas de la diffusion par un systéme cristellin, le formule
(119) contient notamment la formule de Bragg.

¢) Discussion de la diffucion Thomson

On appelle "diffusion Thomson" la diffusion €lastique de photons X
par un atome : la diffusion se fait alors sans chengement de fréquence et la

section efficace différentielle de diffusion est donnée par la formule (120) qui

2
. e .
s'écrit, en posant ———-5- = T {rayon classique de 1l'é@lectron) :
e’
gy =r 2 (8, o) | (+) ST 3 zi°
a o “Tag tAl pno ’
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Nous devons envisapger deux cas limites intéressants :

«) Photons X "mous" : La longueur d'onde A des photons est

grande devant les dimeunsions atomiqueg &de 1'ordre de quelques angstrdms

ixr

par exemple). Le facteur oscillant e reste sensiblement <pal 4 1 dans

. A . > . A
le domaine ol la densité Pn (r) est importante, si bien que l'on a

(o]
L >

J o (r)e* T ar ~ { Py (¥) ar = 2 (Z : nombre d'électrons)
o o)
La relation (121) se réduit alors a
do 2 2 > 2
ot s = 7
aQ (2) o (er 99
La diffusion est isotrope et la section efficace est proportionnelle au carré

de la charge électronique.,

B) Photons X "durs"” : La longueur d'onde A est petite devant les

. . . 1 . .
dimensions atomiques., Le facteur e X T oscille un trés grand nombre de fois

A . . > . > . . .
dans le domaine d'extension de p (r), sauf si | x | est suffisamment voisin
» O :
A | I a i+ 7 2 ~ 2
de z2&ro ¢ l'intégrale | p (r) elX r dr se moyenne alors & zéro, sauf pour

| X | =0: ©

La diffusion est fortement concentrée dans la direction avant,
d“o

[o] A ND N . ) . _awag
5°) Cas général ¢ section efficace Ioae

&) Définition :
En général la diffusion n'est pas éléstique, c'est-d-dire que le
centre diffuseur peut changer d'état quantique. Dans ce cas, l'éﬂergie de 1la
M? ko2
2m

particule incidente, est modifiée par la diffusion et devient :

M2k2 . M2 k02

€= ~on om

On peut alors définir une section efficace différentielle de diffusion, plus géné-

rale que celle que nous avons envisagée jusqu'ad présent, que nous appellerons

oo-/cou
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2 2
d” g . R ) P . i
03 et qui est telle que TNde dnde est &gal au quotlent par le fluh.

de la particule incidente, de la probabilité par unité de temps pour que la

particule ait été dlffusee dans l'angle solide dqQ autour de Q avec une_éncr-

gie comprise entre e et ¢ +-dc. On voit que cette section efficace est une

quantite plus complexe que la section efficace —%%— puisqu'elle exige pour

sa mesure 4 la fois une analyse en direction et en énergie de la particule

‘diffuséeo On doit s'attendre également 4 ce que sa mesure fournisse des

renseignements plus riches sur la répartition des particules dans le centre

diffuseur,’ ;
d2 o]
b) Calcul de —35~g7— 3

La probabilité par unité de temps de voir la particule diffusée

dans 1l'angle solide @, Q + dQ avec un nombre d'onde compris entre k et k + dk

(% - % ° )J

LYétat initial du systéme diffuseur est | n, >; on somme sur les états finaux

s'écrit, en appliquant la réple d'or de Fermi :

I
=1 M

W= %— 2akd @ Z|<k n| g lkono>| [-nwEn +
. o

‘ n > puisqu'on n'observe que la particule u¢ffusée° W
En remarquant gue kdk = mg , que le flux incident est (-,;E )3 -—-:10

];l
et que la distribution & de l“expr9651on (122) peut stécrire
)

. . A 2y
) E:n - Eno = (k - kg )J § (w *"“Lﬁ‘““"

on obtient la section efficace dlffcrentlelle s

2 2 i Ep - E
d% _ Mk ()12 T« X Pi 2
0de 200 K, [ G0 Li* g n >‘ § (0 + —5—)

On peut généraliser cette expression en considérant oue 1'@tat initial du centre
diffuseur n'est pas 1° état ! n, > , mals un état statistique rcvresente par la

matrice densité

p=1 Pn | Ny 7 < Mg
o n (o] ooo/'ooa
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(125)

(126)

(127)°

(128)
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On obtilent alors

o~ m° Ko (32T, iy i 2 (‘ Eny ~ By
a0de 1”,2;45 ko l X)l rzl pno IXI <n| E e !no>| Slw + ..__._b{.-—._)
Soit, en posant
2
k >y 12
A (x) == | ¥ (0
hngﬁs ko
. . > E, ~E
o~ 2 n
s o) =1 p, Il Je* i n>% s (o v —5—=
n on 1
2 .
d
-aﬁa%- = A (X) S (X, ©)

a section efficace se présente ainsi comme le produit de deux quantités dont

[l

1l7'une, A (;), ne dépend que de la nature de l'interaction et l'autre, S (;, w)
ne dépend que du centre diffuseur. Nous allons maintenant &tudier cette der-
nidre quantité.

N ->
¢) Transformation de S (x, w) :

En utilisant la forme intégrale de la distribution de Dirac :

. (Ep = Englt
b - B . 1 __.n_T.—Q———
n -
o oy - X I at e 1wt e

+ =
§ (v 7 5 .
il vient
, . Ht . Ht .
o0 . L > i > > -1
- 1 ~iwt -ix r; ¥ ix r; r
S (X,w) = 5n J e dt Z P, Z < nole J |n><nle e e ‘no >
—c n 0 n,i,]
' Soit en tenant compte de la relation de fermeture Y ln><n|=1etdela
n

relation qui permet de passer de la "représentation"” de Schrddinger & celle de

Heisenberg :

i EE > > -1 HE +> >
e K Qi Tig e = oiXx Ti (t) .
400 . e e

00 n_,1i,J o
o? sJ
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On peut alors écrire

> i(—)-* t) > N -»>
S(x,m)=Jexr"" dtdr{-é--G(r,t)}
avec

x _ 1y v T ' I
G (r, t) = 5 2 P, .2. J ar <nol 6(rj(0) + rert) ¢ [2 Li(ti] | n, >

ng 0 i,J
= < (drv 5 E.(o) +.?-¥] 8 [r'-r{(t)]
155’ J -

ou la notation < > représente la valeur moyenne dans ‘1'3tat initial re=-
présenté par la matrice densité p = 1 D, | ng > <ng |

(o)

Remarque : Il apparalt dens 1"expression ¢ (¥, t)'le produit de convolution de deux

distributions 8. Les opérateurs r (0) et r (t) relatifs 4 deux instants diffé-

‘rents ne commutent pas et il fauu déne respecterAl'ordre des termes dans l'ex-

pression (130).

6°) Interprétation physique de G (r, 0), Approximation quasistatique

---- ERYSPAE

Afin d'interpréter physiquement 1*expression relativement complexe
de G (¥, t), nous allons tout d'abord analyser le cas simple ol t = 0, Nous allons
tout d'abord montrer que le quantité G (r, 0) intervient dans une approximation

trés fréquente, l'approximation quasistatique.

l'@/...
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. ) 3
a) Section efficace ~§%~ :

Trés souvent, on ne mesure pas i la fois l'angle de diffusion
et l'énergie de la particule diffuszée, On mesure seulement l'angle de diffu-
sion,

Au lieu de s¥intéresser a la section efficace différentielle

2
d” o . - . .
double ~Toqe » OB s'intéresse alors & la section efficace intégrée sur

1l'énergic

S 2 2
do dc_ﬁfd, d%u

(131) -3 =J A =iz T dode

Cette quantité n'est en général pas simple a calculer. En effet, nous avons
posé (relation (127))
2

== A X) S (xs w)
et la quantité A (X) dépend en général de w comme il est facile de s'en assu-
rer sur llexpression (125) et sur la figure de la page 168 : A dépend de ;
par l'intermédiaire de %P(f) et du rapport k/ko et pour un angle de diffusion
9 donné, § lui-méme dépend du transfert d'énergie Huw..

I1 faut donc, dans l'intégration (131), tenir compte d'une dépendance explicite
a2 ¢
dfide

pendant un cas ol le probléme est considérablement simplifié, c'est celui de

et implicite en w de s ce qui rend le calcul difficile. Il existe ce=-

1l'approximation quasistatique,

b) Approximation guasistatique :

Faisons l'hypothése que le transfert d'énergie est trés faible
devant l'énergie de la particule incidente. Cela s'exprime sur la figure
(p. 168) par la relation BC << 0A,
Clest le cas par exemple de la diffusion des rayons X par un atome (le dépla-
cement Compton est alors trés petit devant l’éﬁergie des photons X), ou celui

de la diffusion d'é&lectrons rapides (10 Kev) par un atome,

ccc/ooa
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Dans ce cas, le triangle AOB est pratiquement isocéle et on

peut négliger la variation de ; evec w : en effet, Y reste alors pratique-

ment égal & CA et ne dépend plus que de l'angle de diffusion :
> ' . 0
IXI_'\_’_2koSln_§_
Dans 1'intégration (131) sur w, A reste alors constant et peut €tre sorti
du signe somme, D'autre part S (;, w) n'est plus qu'une fonction explicite

de w

dg . " J dw A S (;, w) v A J dw S (;, w)

dw '
D'autre part,;d'aprés (129)

. e e
J dw 8 (X, w) f[dw e 4t a¥ e X T NG (T, t)

2 IR
=N f § (t) X (7, t) at dr
=I T ye (2, 0) ar

d'ou

do i'**' > >
-—a-"z-— ﬁAJeXrNG(r,O)dr

Nous voyons alors que la section efficace se factorise une fois de plus
en deux termes dont 1'un, A, ne dépend que de l'interaction, et l'autre ne

dépend que du centre diffuseur par 1'intermédiaire de G (¥, 0).

¢) Sens physique de G (¥, 0)

r; (0) et r. (O) qui sont deux opérateurs relatifs au méme instant
commutent (& la dlffcrence de rJ(O) et ;i(t))c On peut donc les considérer
comme des nombres, et dans l'expression

¢(r,0) = %‘Z P Z Z J r! <nolé!_rj(0) + ;‘;i‘ § [r'-ri(O{]l Ino g
R

Bo 1]

effectuer le produit de convolution. Il vient

o0 =} p, 1T <n, | s[Fj0 =%+ F 1ng >

n, &
O 1 J
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¥

Dans la double somme Z ) séparons les termes i = j et 1 # j. Les termes

¢

» . l J

i = j donnent
1 ’ >
¥ Z Py .Z < By I §(z) I Ny >
n o 1 :
o
On a donc finalement

§ (%)

[}

G (¥, 0) =6 (F) +g (¥

cn | st
L4, 0 37TLTT
n o1 j#i

avec

g(r)

i
= e
~1
ko]
=
t~
L~3

1
zha

Afin d'1aterprét reg (;), fixons i et considérons tout d'abord la quantité

- > >
g:{r) =) ] p <n_| & |r.-r, +€] l'n_ >
* j#in_ Mo © L3 °
o
=) p ) AT oo drsee Arseo dr. | o (r )I T Tomr, 417
n A l 1 [ JOO n l
n, o J#1
-+ -+ -+ -> >
= g Pno Z J drloa driao dl'j_l drj+loa drn
o J#i »
| & (¥ o0 Tiuoo T Fi=F, Toie0 T )]
n 1°° "i°° -1’ » Tial n

o)
Si 1'on réserve la sommation sur j, l'intégration sur les variables autres que

;i représente la probabilité pour que la particule i soit en ;i‘ét la particule

J en ;i-;.

L'lntegratlon sur r donne la probabilité pour que les particules
i et jJ soient distantes de ro

La sommstion sur j # i donne alors g; (¥) ou encore la probabilité
pour qu'une particule quelconque (autre que i) soit & une distance r de la

particule 1.

ooe/.oo
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+ . . .
&; (¥) représente donc la densité au point T du systéme, vue & partir de

la particule i.
On doit donc avoir J g; (¥) ar = N - 1, ce que 1'on vérifie
aisément :

> o+ [ > > >
J g;(r) ar = J ar g p, <ng | 6(rj—ri+r) | n, >

or Jd;é(;.-;.+;)=l
3 i
s > o - _
D'ou fgi(r) dr .E.an <no|no> N -1
J')lnoo
Revenons maintenant a g (¥) = —%— Z'gi (r)

i
. . . . . L
qui s'interpréte meintenant comme étant la densité moyenne au point r du

~

systéme vue & partir d'une particule quelconque du systéme (la position de

cette particule étent prise pour origine).

On peut encore dire que g (;) est la probabilité pour qu'une

particule guelconque du systéme étant en un point, une autre particule

L 2

quelconque du systdme soit, au méme_instant, 3 une distance vecteorielle
de ce point,

+ . . .
g(r) mesure donc les corrélations statiques entre les particules et est relié

3 la fonction de distribution & deux corps de la mécanique statistique.
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La fipure ci-dessous représente l'allure générale de g (¥) dans un fluide

de particules neutres

N 8 (r) attraction

disparition de la corrélation

A

< répulsion
N

r

Nous sommes maintenant en mesure de justifier le terme d'approximation
quasistatique : dans cette approximation, la diffusion ne dépend du sys—
téme diffuseur que par 1%intermédiaire de la quantité g (¥) qui décrit

les corrélations entre les positions de deux particules & un instant donné .
et g (¥).

Hous allons maintenant préciser le lien entre

do
an

Nous pouvons d‘'aprés (132) écrire

= "AN[ein E(?)+g('r’):l ar

2 N L D> e
e - 2 trrts e [s e 74

ou encore pour la diffusion des photons :

> >
do_ - r02 (gx ZA)Q N [é + J g () X d d%]
)

d) Lien entre et g (¥) :

aQ

La mesure de gg permet donc d'atteindre la transformée de Fourier de g (;).
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Exemples d'application de la formule précédente :

Revenons i la diffusion des rayons X par un atome :
Nous avons vu que la section efficace de diffusion &lastique

(aiffusion Thomson) &tait donnée par la relation

> >
el . .2@ ¢)7| J o (F) X T aF|?

Lorsque la diffusion s‘accompagne d‘un changement de fréguence du photon,
on dit qu'il s'agit de la diffusion Compton. La formule (138) donne la
section efficace globale, compte tenu de la diffusion &lastique et de la
diffusion avec changement de fréquence. Il s'agit donc de la section effi-
cace des processus Thomson et Compton ¢
- L >
do 2 2 , >, 11X r N
——— - +

5 T (e)\0 ex) Z L} I g (r) e dfj

Distinguons, comme nous l‘avons déja fait, le cas des rayons X mous et des

rayons X durs 3

=

o) Photons X mous ¢ est pgrand devent l'extension des
| X | TGN
; > > ix r viod g .
fonctions g (r) et p (r) : on peut remplacer e par 1 dens l'intégravion
des formules (139) et (1L0).

. . . 8 . 2 ,> >
Le diffusion Thomson donne une section efficace r0 (eA e}
o}

¥

)2 Z2

et la diffusion "Thomson + Compton" une section efficace r02 (gk Zk)a Z [é+z»;J
2 .2
On en déduit que la diffusion est €lastique (uniquement Thomson).

Le recul produit par lfimpact du photon X mou, peu énerpique, est "encaissé" par

1%atome tout entier qui reste dans le m@me &tat quantique : le photon ne change

pas de fréquence. Il existe une certeine analogie avec l'effet MOssbauer dans
lequel le recul est "encaissé" par un réseau tout enticr et non par les atomes

individuels qui le constituent.
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£) Photons X durs : i est petit devant 1'extension des
| x >

fonctions g (¥) et p (¥). L'exponentielle e’ ¥ oscille tres rapidement
pour ; # 0, ce qui rend négligeubles les intégrales correspondantes, Si on
exclut la diffusion en avant, on a

doel

an =0

tandis que la diffusion "Thomson + Compton" donne

do _ 2 ,> > .2
= =2, (e &)

o
‘La diffusion, dans les directions gutres que la direction avant,
est uniquement du type Compton (avec changement de fréquence),

Si on se souvient que ro2 (gx EA)Q est la section efficace
différentielle de diffusion classique dfun glectron, tout se passe alors
comme si les Z électrons diffusaient indépendamment les uns des autres : Le
recul produit par 1l'impact du photon X dur, trds énergique, est encaissé non
plus par l1l'atome, mais par les &lectrons individuels, ‘

La mesure de la section efficace de diffusion des photons X durs
est donc proportionnelle au nombre d'électrons diffuseurs et permet la mesure

du numéro atomique (cf expériences de Barkla).
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7°) Interrrétation Dh}Slque et propriétés ess sentielles de

¢ (¥, t)

a) Interprétation approchée :

En premiére approximation, on peut ne pas tenir compte du
fait que r (0) et rl (t) ne commutent pas dans 1l'expression (130), les
con81derer comme des nombres et effectuer le produit de convolution entre
les deux distributions de Dirac., On assimile clors G (;, t) & la quantité
Goy (¥, t) =3 ) P, .Z. < no 8 I (0) - ri(t) + ;1 | ng >

n, 0 1,] —

ce qui constitue 1'approximation classique.
PP !

Par un raisonnement analogue & celui développé 3 propos de
<> . > .
G (r, 0), on montre que cette quantité, Goy (ry t), que 1l'on appelle la
Fonction de Corrélstion spatio~temporelle de Van Hove, représente la pro=-
babilité pour qu'une particule quelconque du systéme &étant en un point donné

~

une particule.guélconque du systcme (1a méne ou une autre) soit 4 une distance

->
vectorielle r de ce point, un instant t plus tard.
b) Effets quantiques :
Cependant le fait que r (0) et r (t) ne commutent pas fait que

(¥, t) n'est pas égal & C (¥, t )c Cette dliference est responsable dleffets
purement quantiques,
Par exemple G_, (¥, t) est manifestement réel alors que G (;, t)
est en général complexe. En effet, on peut écrire, d'eprés (130)

{G(?,t)?* 1% 1 J ar' [_r t):l [;(O)+r-r'-l >

1,3
> o>
¢ (r, t) car r (0) et r. (t) ne commutent pas.

n
1
A

.

-+ ->
=r

’, . . . ->
De fagon plus précise, en effectuant le changement de variable muette r'-r =

ZG (;. t)}i‘ --I%- < z J ar" ¢ [}wr +r"‘[ [}' (0)r _J >

1,
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L'état initisl du systéme diffuseur p = : P | n_><ng
n o

o
étant stationnaire, la valeur moyenne < > n'est pas modifiée par une

translation dans le temps de -t si bien que 1l'on a 3
* -
{G(;, t) } = %I- < f ar" 8 [}'-?i(o) - ?ﬂ 8 Ej(--t) - ?'ﬂ
1,

G (=73 =t)

i

On aboutit donc & la relation

(142) {G (r, t) }*‘ = G (=1, =t)
qui était &vidente a priori puisque d'aprds (129), elle constitue la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que S (;, w) soit réel.

¢) Valeur asymptotique de G (7, t) s

On doit sfattendre A ce que les corrélations disparaissent
—' .
lorsque | r | -+ © ou l t l > o , Or en 1l'absence de corrélations, la valeur
moyenne d'un produit est_€gale au produit des valeurs moyennes. On a donc

->

(143) < I ¢ t»j(o) +r-r'| 8 | T -+ri(t)] >

1,) e ;
< § $ tfj(o) + T - 57]> < g $ [:;' - ;i(tz >

l;l > @

l t | > o

o (F' = 7) p (F)

Remarque : On aurait 4@ en fait écrirve p (¢! - ¥, 0) p (r', t). L'état initial du

syst&me diffuseur &tant stationnaire, les densités ne dépendent pas du temps.

On déduit donc d'aprds (130) :

. = .:!‘. T > > >,
Gasymptotique (r, t) N I ar' p (r = r') p (r')

Pour un systdme homogéne p est constant et égale & N/V.

On s alors
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La quantité physiquement intéressante, pour la mesure des corrélations
spatio-temporelles est la différence entre G (r, t) et sa partie asympto-

tique, si bien que nous poserons :

cFu=o G uedo G, @ e

On a alors

s (X, w) J i(xr=ut) o (2 ¢) o at

mlz tv,z

- >
I 1 X F= Wbl (7, t) ar at

i(+_) t) > > > e >
J(f et WX T T WY g¥ at ar' p (¥t =) p (¥')
217 )
Or la deuxiéme intégrale s'écrit
>
I=26 (w) II e T g art p (¥ - 7) p (F)
et représente le produit de § (w) par la transformée de Fourier d'un produit

de convolution, qui est égale au produit des transformées de Fourier. On a

donc
>

= 6§ (w) | f ar e*X T p (;)l2

D'ou

- N i(x t) iy » 2

-— _).

5 (X, w) = 3= f X T - at) g (F, t) ar at + & (w) | f ar % T o (D)7
On en déduit donc que la contribution & S (;, w) de la valeur asymptotique de
G (¥, t) permet de décrire la diffusion élastique alors que la contribution de

(;, t) permet de décrire la diffusion inélastique.,

d) Portée de la corrélation. Temps de corrélation :

. .. -+ .
Nous avons vu que c'est finalement la quantité G' (ry t) qui
mesure les corrélations spatio~temporelles entre les particules du centre

. LT 2 >
diffuseur. Cette quantité tend vers zéro lorsque ! r ] > out >

.O./.G.




(146)

(147)

- 190 -

Physiquement, on peut dire que si une particule passe en un
point donné i un instant donné, elle perturbe la distribution des particules
aux points environnants et aux instants voisins. C'est cette perturbation qui
est représentée par G' (&, t). Elle s'évanouit i une distance suffisante et
au bout d'un temps suffisammcat long; qualitativement, on peut définir une
longueur Ro telle que ¢! (;, t) soit négligeable quel que soit t si

* - - .
| v | >> R o R, représente la portée de la corrélation.

De méme, on peut définir un temps T tel que a' (¥, t) soit

négligeable quel que soit r si | ¢ | »>> Téo T, représente le temps de corré-

lation ou de relaxation, au bout duquel la perturbation a disparu.

Tes notions de portée et de temps de corrélation sont trés im=
portants. Leur sens physique est trds clair, mais il est difficile en gtnéral
de les calculer. .

On peut qualitativement dire, la "partie inélastique" de S (; . W)
étant la transformée de Fourier de G' (¥, t), que la diffusion inélastique

n'est importante que si les inégalités suivantes sont satisfaites

> 1
=

[o]

1

w,t T

(o]

e) Condition de validité de 1'approximation quasistatique s

Nous pouvons maintenant revenir aux conditions de validité de

1'approximation quasistatique,
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Nous avons vu qufil faut que le triangle AOB soit pratiquement isocéle et

notamment on doit avoir

BC << AB
¥° ko Ok
Or BC ='MAk° avec -———ETSL—~D = Ae
Ae m w m
D'oll BC = — = - N —— (dfaprds(1s7))
KQ ko K KO - ﬂ ko To |
R S
Vo To

en appelant ~ V _ la vitesse de la particule incidente.

1

Ro

o
De méme AB = | X |~ (dtaprés(1L6))

Finalement 1'inégalité (148) s'écrit

1 1
>> 3
Ro Vo 10
soit Ro
To >> 7 = 'I‘l
o)

Tl est le temps mis par la particule pour parcourir une distonce &gale 2 la

rortée de la corrélation.

Si ce temps T. est trés court devant le temps de relaxation To, la particule

1
incidente va trop vite pour &tre sensible aux corrélations temporelles : la

diffusion est décrite par la corrélation spatiale G (;, 0). On peut dire

é" & un instant

encore que la particule diffusée voit le centre diffuseur "fig
donné si elle va suffisamment vite. D'ol le nom d'approximation quasistatique

et la signification physique de 1'inégalité (1L9).
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II - ETUDE DU SPECTRE DISCRET DE H AU MOYEN DE LA RESOLVANTE

=== =5

A. Introduction,

Aprds avoir étudié, avec les états stationnaires de collision, la
partie continue du spectre du hamiltonien, nous passons maintenant a l'étude
de la partie discrdte de ce spectre.

Soient | i > les &tats propres discrets, d'énergie E., d'un hamilto-

nien H
o

Ajoutons 3 ce hamiltonien une perturbation V. Il devient

H=H +V
o
Appelons | A >, les états propres également discrets de H, d'énergie EA

H|A>=E | 2>
Nous allons étudier comment les états | A > et les énergies E, se déduisent des
états | i > et des énergies Ei,» ‘

Le traitement que nous donnons du spectre discret est entiérement basé
sur 1'utilisation de la résolvante, et présente par suite une grande analogie for-.
melle avec celui du spectre continu présenté dans le chapitre précédent; il nous
permet par ailleurs d'établir des résultats qui nous serviront pour 1'étude des
états instables., ‘

Nous commencons par rappeler rapidement quelques propriétés de la résol-
vante ( § B). Puis, nous étudions le cas d'un niveau non dégénéré de H (§ C), ce qui
nous permet d'établir plusieurs résultats intéressants : (développement de Wigner-
Brillouin des états propres et des énergies)., Nous abordons ensuite le cas de 2
niveaux dégénérés ou quasidégénérés (§ D) et appliquons les résultats obtenus a
1'8tude quantitative des transitions atomiques faisant intervenir l'absorption ou

1'émission de plusieurs quanta du champ électromagnétique (§ E).
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B, La résolvante G (z).

1°) Deflnltlons :

et G (z) = .~é§7?- les résolvan-
o

tes des hamiltoniens H et d « Leurs elements de matrices sont des foncticns analy=-

Appelons respectivement G(z) = - i =

tiques admettant pour poles les valeurs propres des spectres discrets de U et de
H, Ex et Li.

29) Relations entre G(z) et 1'opérateur d'évolution U (t)

Rappelons simplement la relation (51) de la page 86 :

1 -3 Z
U (t) = —= [e ¥ G (E) &
, c

2n1

Le contour ¢ est représenté par la figure ci-dessous

\'t>0

P

~

: R\ axe réel
t <0 —> >

Dans le cas ci t > 0, il suffit d'intégrer sur l'axe du demi~-plan supérieur; si

t < 0, on intdgre sur l'axe du demi-plan inférieur

3°) Relation entre G et G @ <
Rappelons que de la relation entre orpérateurs
1 1 _ 1
A - B B (B - A)
on déduit la relation
1 1 1 1
= + v
Z~H Z = Ho Z - Hy Z - H
Soit
a(z) = GO(Z) + GO(Z) v G(2) (formule 53, page 8T)

qui permet d'obtenir par itération le développement :

6(z) = z G, (Vo))"
n—O
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C, Cas d'un niveau non dépgénéré a de H_._Etude de G () = < alG(®E)]a >,

Soit | a >, un état propre non dégénéré du hamiltonien Ho,
d'énergie Ea‘ .
Nous allons voir que si l'on connait l'action sur | a > de la résol~
vente G (E) et en particulier 1'élément de matrice < a|lG(E)|a >, on est capable

d'en déduire, tout au moins théoriquement, le spectre complet des états propres
B e e

et des énergies du hamiltonien H. Pratiquement, on peut en déduire le dévelop-
pement en série de la perturbation de 1'&tat propre qui tend vers | & > lorsque
la perturbation tend vers zéro (ainsi que celui de son énergie),

L'avantage de la théorie présentée ici est d'obtenir des formules
rigoureuses, les upprox*mations niétant faites qu'd la fin des calculs.

1°) Premiére expression de G, (B) 3

-

La quantité fondamentale est < a|CG(E)|a > = Ga (E) dont nous pouvons
tout de suite donner une expression simple & l'aide de la relation de fermeture

Jlaseal=2:"
A 2

<alo(®)|a> = <o |z @ =] -L%__‘fli-imL

On voit tout de suite sur 1l'expression (6) que les EA du spectre discret sont les
pbles, de résidu |< a |A >|2 e G, (E) (sauf si < a|A > = 0), On peut donc dire

qu'en général, les valeurs propres de H sont les zéros de [ (L)\ la

¥ . ey 2ok z
La relation de fermeture I |A><A| = 1 doit évidemment porter sur les &tats du

spectre discret et les états du spectre continu de <%, Seules les énergies propres .
ky du spectre dﬂqcreb ”cr¢e:pondent 4 des poleo de la résolvante. Nous verrons plus
tard que le spectré continu de €% correspond 4 une "coupure" de la résolvante G(z).

Il est sous-entendu daas la suite de ce chapitre que les valeurg propres by envisa-
gées sont des valeurs propres du spectre 2giscret et nous n'exprimerons dans les re=

latlons de fermeture que les sommations sur les états discrets &tant bien entendu
qu'il faut éventuellement y ajouter une sommation sur les &états du spectre continu,




(1)

(8)

(9)

- 195 -

Calculons maintenant 1'é1lément de matrice < b|G(E)|a >, | b >
étant un &tat quelconque autre que | a > : on a de méme
<blr> <2rla>

L - L

A

<blc (E)|la > =]
X

Lorsque E - Ex, les relations (6) et (7) permettent dfécrire

l I 2
G (E ) n, < a L:..L..
E ~ EA

a

< blr >< Ala >

<blG (E)|a > ~

b= E)
On en déduilt que l'expression <bjo(E)|a > reste finie et tend vers b LAz,
? ¢ P G, (E) ste tan ST TR
< bIG (EA)Ia > _<b A >
G, (E,) <a | A>
Les | b > formant un systlme complet, on a encore
lin -5—%57 G(E)|la > =) | b > lim = b[g(?&%a .
E > EA a b B EA a
_ Co<bla> _ 1 N
_glb>'<"ax>-<ak n
Enfin la connaissance de G, (E) nous permet grace & (3) de calculer
. Et
<a|U(t) | a>=—= JC G, (E) e dE

qui représente l'amplitude de probabilité pour que le systéme &tant dens 1l'état
& 1l'instant t = O y soit encore & l'instant + > O,

t étant positif le contour d'intégration est le suivant

pd ¢ :
7
axe réel /////
\‘__‘_'_"/

ceol e
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et on a ¢

il

- _.i Bt.
ZRes [G(E)e [
a . Ext
-l
Dl<alas)2e ¥

A
La relation (10) que nous venons d'établir & l'aide de la résolvante est d'ail-

(10) < alu(t)|a >

leurs évidente : 1'état | a > qui s'éerit & 1l'instant t =0

la>=fla><rla> »

. A -i =

devient, & l'instant t : ) | A > <X | a>e
A

et l'amplitude de probabilité pour que le systime soit dans 1'état | a> 4 1l'ins-
Ejt

-1 e

tant t est bien
Il <xla]?e
A

2°) Définition des opérateurs I et R :

Les relations (8) et (9) nous ccnduisent & définir un nouvel opéra-

teur, F(E), par l'identité :

(11-2) <b|G(E)|a > = < b|F(E)|a > < a|G(E)|a >
ou encore

(11-b) < b|F(E)]a » = = b|G(E)|a >

< a|G(E)|a >

L'opérateur F(E), d'aprds (8), n'a pas de singularité lorsque E > E, et on a évi-
demment 1'&galité
(12) <alF(E)|a>=1

Les | b > formant un systéme complet, nous pouvons de méme définir 1l'action de

F(E) sur | a > :
.1
(13) F(E)|a > "'E;FEY G(E) | a >
et d'aprés (9) :

(14) F(E,)|a > = ?_E%X‘§ | A >

..0/...
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L'opérateur F(E) est donc 1topérateur qui, lorsque I = E, transfor-

me 1'état propre discret | a > de Hjen état propre discret | A > de H.

Appelons maintenant R (E) 1' opérateur défini par son action sur le
vecteur l a > i .
(15) " R (E)]|a > = v F(E)|a »
Ra(E) est 1'élément diagonal de R (E) =
R, (B) = <& | R(E) | & >

. 3°) Deuxiéme expression de G (r)

Nous sommes maintenant en mesure d'établir une deuxicme expression

rigoureuse, mais plus condensée de Ga(E)'
pe (4), (11) et (15), on déduit

1 1 } -
G, (B) =g TF ¥ -F, cajve(® [a>

! ,

= e 6 (B) =g <& | v F(E) | 2>
a a

1 !

=5 B ETE, T (E)
8 a

Soit
B 1
(26) Gy (E) = g—F =R _(E)

a a

L'expression (16) est rigoureuse. Les valeurs propres de H &tant les zéros de

(Ga (E) le spectre de H est donc fourni par 1l'équatlon implicite

(17) By - E, = Ry (EA)

D'od le nom d'opérateur shift donn
, représentent la gifférence entre E, et E_.

?

)-l

¢ & R (E) : ses é1éments diagonaux dans 1'état

| a >, pris pour E = E,

Ale/-.m
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Remarque : L'équation implicite (17) fournit théoriquement toutes les énergies

discrétes du hamiltonien H, et non pas uniquement, comme on pourrait le croire,
1'énergie E de 1'état | « > qui tend vers | a > lorsque'V + 0,

Cependant, pour ce niveau | a >, le déplacement R, (E ) = E - E
sera une quantité petite lorsque V sera petit et on pourra en donner des
expressions approchées intéressantes. L'équation (17) est donc surtout prati-
quement utile pour le niveau d'Cnergie Ea qui tend vers E, lorsque V -+ O,

4°) Calcul de F(E) | a > :

Appelons P, = | & > <a | le projecteur sur 1l'état | a > et
Q =1~ P, le projecteur complémentaire,

Nous pouvons écrire

F(E) I a > :l a><a | F(E) | a > + ; I b><Db ] F(E) | a >

b#a

[

|a>+QaF(E)|a>

1
| &>+ E;TET Q, G(E) | a >
Soit, en remplagant G(E) par Go + GOVG et en remarquant que Qa Go | a >=0:
Q
A - 1 a .
PE) fe>=er ggy gy VO e

D'oli, finalement, compte tenu de (13) 3

(18) F(E) | a>=|a>+gt %Y F(E) | a >
qui s'éerit pair E = Eu :
: = —_— z
(19) F(La)'a>~|a>+Ea_Ho Q, VF(E) | a>

or F(Ea) | & > est, d'aprds (14), proportionnel & | « >+ (19) est donc une
équation "intégrale" reliant entre eux les vecteurs propres de H et de H et
présente une grande analogie avec l'équation de Lippmam Schwinger reliant les
états propres de collision t wii > et les états propres ¢ de 1l'énergie cinéti=-

que T :
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t 1 . +
l b; 77 ‘ 0;> 7 E; = T * 1e v vy

i V est petit, on peut résoudre 1'équation (19) par itération : on obtient

le développement de Wimner-£rillouin

Q

P(E) | a>=1]a>+= &~ vi]a>
s I =il

a (o]

Qs Q,

- v - 4+ soce

T Vi o a Y | &>+
(o] o (o]
“a, n
t g W La o r e
o (o]

I1 faut remarquer que dans ce développement 1'¢nergie perturbée figure au

dénominateur (contrairement au développement classique de Rayleigh»SchrBdinger).
Le projecteur Q fait que les sommations intermédiaires se font sur
des &tats autres que | a > : les dénominateurs sont de la forme Ea - By et si

V est suffisamment petit, E - L, est petit et les termes en ,_3;,,7- (b # a) ne

hiN -
divergent pas. o ®
L'équation (18) permet théoriquement de calculer tous les &tats pro-
pres de H, mais on voit ainsi que c'est uniguement 1'état | « > que 1'on peut
atteindre par un calcul de perturbation.

5°) Calcul de R LE) :

De (18) et (15) on déduit
a,
R(E) | a>=V |a>+Ve—5— R (E) | a >

que 1'on peut écrire de fagon opératorielle :

a

E - H0

étent bien entendu que les deux membres agissent sur a > .

R (E) =V +V R (E)
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Remarque : Notons ici l'analogie qui existe entre 1'opérateur shift R(E) et la
matrice de réaction en théorie des collisions,

Nous avons en effet, d'aprés (15)

<b | RE) | a>=<b | VFE) | a >
. . PR " + "
ce qui, compte tenu de l'analogie déjd notée entre | vy > et P(Ea) | a >,
est l'analogie de l'équation
+
Rji—<¢j|Vllpi >
Nous pouvons maintenant effectuer un développement par itération de 1'équa-

tion (22) :

Q Q
. a a n
R(E) = V + V& e V4 eooe ¥V (i;:rﬁo V)T 4 eaeas

ce qui nous donne le développement de R, (B) =

Q
(23) Ra(E)=<a|V|a>+<a.|VE_aH°Vl8.>+.o.
Qa n
+<alV('E——:—H—-V)|8.>+.-e
o

Ce développement ne pourra converger que si Ra(E) est suffisamment petit, donc
notamment pour E = an

Compte tenu de 1'équation (17), on obtient alors le développement de

Wipner-Brillouin de 1°énergie perturbée :

Q
(2k) E, =E, + <a | v]ia>+<alV ir—%?if— v]an>
o a o
+aooo+<alv(i{"“:§"§"V)n’a>+a¢e.

) ‘
Tout comme dans le développement (20), l'énergie perturbée apparait au dénomina-

teur, mais pour les mémes raisons, aucun dénominateur ne peut s'annuler si la

perturbation est suffisamment petite.
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En remplagant de proche en proche dans les dénominateurs 1'énergie
perturbée E par le développement, (24) lui-méme, on peut obtenir aux ordres

successifs le développement de Reyleiph-Schridinger, qui est explicite, mais

moins simple.,
Faisons & titre d'exemple le calcul jusqu'au 3e ordre :
Jusqu'au 2e ordre inclus, -le développement (24) reste valable, le

remplacement de Ea rar E  dans le terme du 2e ordre introduisant une correc-

tion au 3e ordre : on a en effet, en posant <a | V | a > = Vg

Qa Q

<ca | Ve——V]a>=<a]| Vs 2 vVi]a->
E~H L ~H +V,  + o (V)
Qq Qs Vaa
= et . ittty - - hetvaanautnemiad - + et @
<a|vE“H Vle > = < al|V e 575 V]a »
a o a o a O
a Qy
e calV e < alv v B Ve +
B =i a
a o (E_~H_)
a o
D'ou le développenent de Rayleigh~Schrddinger au 3e ordre :
Q Q Q
E =K + <alvlja >+ <alV f~~%— Via > + < alv g aq V= ﬁ Via >
@ a Eg~ilo a~to  PBa™ty
Q
- < a|V -~ 2 5V Py Via >
(B_~Y )
a o

L'expression (22) de R(E) est une expression implicite. Nous allons maintenant
donner une forme explicite de Ra(E) qui pourra &tre utile pour certaines appli-

cations. (22) peut s'écrire

Q
[l-V-E”:T—l R(E)

10_ l
ou (E-HO-VQa)-ﬁ-—-__——H—;R(L)=V

1

V'

Soit —e——s—— R(E) = v

=i
(o) o a

1 1 1 S 1

Al - - i’ - 1 :I . yr fs 3 . - \
E Ho v Q E Jo E Hy a b Ho v Qa

oou/soa




(26)

(27)

(28)

(29)
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il vient :
1 1 1 1
———-—-—R(E) =—-—-?--V+";'--"7-VQ = \
E - ho E —ho E - ho a b - Ho -V Qa
Utilisons & nouveau l'identité
1 1 1 + 1 P VQ 1

E-MO—VQa E—Ho-PaVQa—QaVQa E-HO-QaVQa E-HO-QaVQa a a E—HO-VQa

dans l'expression (26); on obtient

1 1 1 1
= RE) =g Vi VT Qv a v
(o] (o] o (o] a a

1 1
b rm— A
=1 VR F T oo va fal %aTTH
(o] (o] a a

v

-V Q

a

= O |+

Qa commute avec E - ho - Qa v Qa’ donc avec TR Qa 7 Qa.

1
-, =8V Qg
développement (27). On fait alors apparaltre le produit Q, Pa = 0 et le der-

dans le dernier terme du

On peut donc commuter Qa et T

nier terme est nul. D'autre part, on peut dans ltavant-dernier terme, en re=-

2 P 1 1
marquant que Q = Q , écrire Q e = Q Q .
a a aE~-H -Q VQ aE~-H =-Q VQ a
o a a o a a

On obtient enfin, en multipliant les deux membres de (27) & gauche par (E-Ho)

1
R(E) =V + V QW EF T a0 Va QaV
o) ‘a a

Etant bien entendu que dans (28}, les deux membres sont des opérateurs agissant

sur a .
On a en particulier :
1l
-Q, vV Q,

a

R, (E) = < alV]a > + < a|V Q7+ Q, Via >

Si on revient i la définition de R (E) :
R(E) |a>=VF (E)|an>

1'équation (28) conduit 4 1l'équation que 1'on aurait pu établir directement :

oo./ooc
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(31)
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Q
F(E) | a>=]|a>+= 2 vVi]a>
m-—lio—ke’VQa
qui, pour E =k s'écrit
E) | a>=| i |
F(E 8 > = a > + - Via>
. o La - Ho - Qa Vv Qa

équation qui présente une grande enalogie avec la forme explicite de

1'équation de Lippmann-Schvinger :
1
. = B D v e eramna .
T | ¢ B, - H * 1e v ;7

D, Cas de deux nivesux | a > et | b > dégénérés ou quasi-déménéres.

1°) -‘Position du probléme :

Nous allons maintenant envisager le cas ou deux des niveaux d'éner-
gie, a et b, du hamiltonien non perturbé 0 sont dégénérés ou trés voisins 1l'un
de l'autre, c'est-a-dire tels que leur différence d'énergie est trés feible de~

H

vant celles qui les séparent de tous les autres niveaux.

A\
e
d
a
©
Cc

L'introduction de la perturbation V va en général perturber fortement

les niveaux a et b et lever la dégéuéréscence.

ocv/ooo




Les quantités intéressantes & calculer vont &tre Gaa(E), Gab(E)’
Gba(E)’ be(E), soit encore en appelant P le projecteur sur la multiplicité
dépénérée ab, la matrice P CP . L'étude de ces quantités va nous permettre
de calculer les nouveaux niveaux d'énergie et les nouveaux états propres.

L'étude de G, est épalement intéressante pour une autre raison
Gba(E) permet en effet, grice & la relation (3), de calculer la guantité
Uba(t) qui représerte 1l'amplitude de probabilité pour que le systéme étant

dans 1'&tat non verturbé a i l'instant t = O se trouve dans 1'@tat non per-

turbé b a l'instant t.

L'étude de la probabilité de transition entre deux niveaux a et b
d'un hamiltonien H  sous 1'effet d'une perturbation V est un probléme trés
important en physique : il arrive que les niveaux de Ho dépendent d'un para-
métre € (ils sont par exemple fonction du champ magnétique). Pour certaines
valeurs du paramétre, deux niveaux a et b de HO se croisent. L'effet de la
perturbation V peut &tre spectaculaire en ces points de croisement, La proba-
bilité de transition entre a et b induite par V passe par un maximum résonnant

en ces points. Nous en verrons un exemple important dans la suite,

Energie

coo/ocu
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Plutdt que d'étudier la théorie des perturbations dégénérées pro-
prement dites, mous allons surtout insister sur l‘&tude des probabilités de
trensition entre deux niveaux dégénérés de L Hous soullignercns d'ailleurs
au fur et = mesure les liems &troits gqui existent entre ces deux problimes.

| Afin de nous familiariser davantage avec l'emplol de la résolvente,
nous alloms tout d*abord envisager un cas trds simple, gue 1'on peut traiter
rigoureusement jusgu'aw bout et qui ne nécecsite pas 1'emploi de technigues
nathénatiques aussi &élaborées. lious alloms envisager un probléme & deux ni-
Veaux & et b couplés par une perturbation mon diagonale V et nous montrerons
comment les formules simples obtenues peuvent se généraliser cu cas plus com-
pliqué ol 1l existe un grand nombre de niveaux.

2%) Btude d'un cas simple (probléme & dew: niveaux) :

Appélons‘Eé et EbllGS»émergies des deux piveaux | = > et | b>en
1l*absence de la perturbation. Aprds aveir éventuellement intcgré danms H_ les
éléments dizgonaux de la perturbatiom V, le seul €lément de matrice nen nul de

*
Vreste V=V "

Czlculons 1'élément de matrice mom diagomal de la résolvante Gba'

nouveau la relatiom (&) ¢

Eerivons 4
G=6G +G VG
o (0]

et itéroms-lz au deuxicéme ordre :
GC=0¢ +C VG +G VG VG
() o o o

(<o)
Om cbtiemt
G, =<ble|b>v, < afc a > + <bfe b > v, < alg la > ¥, < b|c fa >
ouw encore ' 5
G (B = E-EE-E) "TE-EIE -5 ‘ea

¢
OUI'/E&C-"




(32)

(33)

(34)
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Soit

Vba

Al Al ) 2
(E - E)E - B,) - |vabl

LHOR

llous savons que les zéros de {Gba(E))'l représentent les énergies perturbées
qui sont donc les racines de l'é@quation du second degré
3 't 2
(B - E)E-E) - |Vl
qui s'écrivent

E, + E, Bb-E)
B, = —=%— \/Ivab'

Le calcul de 1l'élément de matrice G,_ (E) nous a ainsi fourni au passage 1l'ex=~

pression des énergies perturbées, résultat que l'on aurait pu obtenir beaucoup

plus simplement dans ce cas en diagonalisant la matrice

Ea Vab

Vba Elb '
La relation (32) peut s'écrire en fonction des énergies E et E
¢ (E) = Vba - vba [ 1 - 1 ]
ba _(E-E_")(E—L__) It..’.—f,_. L-E+ E=-E_
On en déduit 1'amplitude de probabilité de transition

(t) =

{ 'i'M'E'E G, (E) aE
€ , ba

211'1 Je

¢ étant le contour e

A4

Se
X
E

&K

ooc‘/oao




(35)

(36)

(37)
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it

D'ou
Vya 5 L "'" L 1
U, _(t) —}-.:——""'—"' ) Résidus - )
+ )
J

ba - B \ - E, T E~I
v (B LBt
_ ___be S’ S
= m——— (e - e )
L -
St - . E'l- + E.- ) . E.;. - E. E' - _i
_ Voa e-l (m—§a~——)t e—l —~§ﬂ—-0t i \—n-—jrm~/ﬁj
E+ - E
- ( ' !. I‘ )
v el (= 2
ba 27 2 . (,b - E.)° .
= ::: )~—§ e sin -——ﬁ—-\/ ]V ¥ ....u._..u--.,.l‘... t

\ﬂv 12, (Ly~Eg

On en déduit la probabilité de transitior de L'état a 4 1'état b & l'instent t ¢

| V2 f Ej - E
(12 ba .21 2 > a
Pba(t) = IUba.(t)l - - sin '1:{\ 'Vabl * 2

v, |7 +(dbzRen)? '

S
!
ot

La formuleJ appelle 1a formule de Rabi.

Faisons 1l'hypotné€se que la perturbation V est appliguée & un ensen~
ble comportant un trés grand nombre de systdmes & deux niveoux a et b identiques
& celul que nous venons d'éludier et que lec temps pendant lequel la parturbation
V est eppliquée varie aléatoirement d'un systéme d& ltautre, la probabilité pour
que l'interaction dure un temps compri.s entre t et t + 4t étant égale & %E e”t/T
(t étant le temps caractéristique du processus aléatoire).

On obtient la probabilité moyemme de transition de l'état a vers 1tétut

b en moyennant sur le temps P (t). On obtient

—_— 1 -t/1 . ~Tt .
Py =7 [ e tp  (t) dav =1 ,-f e P (t) at
1\

(en posant T =

ce qui, aprés un calcul simple, donne, compte tenu de (36),

> | |12

P =

ba 2 .2 2 2
, / T - F
er -+ L | \ba ] + (__b E )

coolons
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Supposons maintenant que les énergies non perturbées E et B va-
rient linéairement en fonction d'un paramétre .. llous avons représenté en

trait pointillé sur la figure ci-dessous ces deux niveaux qui se coupent en

un point I

Nous avons représenté en trait plein les niveaux perturbés E et E qui
se repoussent, en formant ce qu'on appelle un anticroisement, constitué par les

deux branches d'une hyperbole centrée en I dont la distance des sommets est égale

aalvabl.

..0/'0.
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Nous voyong sur la formule (37) que la probabilité moyenne de tran=-
sition de 1'état a & 1l'Eétat b sous 1leffet du couplage V passe par un maximum
maxamum
résonnant au point d'anticroisement I (tel que E_ = E )e
———— TS AL >

La forme de la raie de résonance est lorentzienng,'L‘intensité a

résonance varie corme | Vi lg pour les valeurs faibles de V {tant que

| Voa | << Yr) et cst donc d‘'sutant plus prande que les nivesux E_ et F_ se
.repoussent plus. Elle se sature et tend vers-%%— lorsque V augmente.

La largeur de la résonance, A =\/:i2 r¢ 4 b} Via [2 dépend & la fois du temps

caractéristique d'interaction t = 1/T et ce 1'intensité du couplage. Pour les
3!

faivles valeurs de V (| Vba | << Ur) la largeur A est sensiblement égale & T
ce qui correspond & la quatridme relation d'incertitude temps~-énergie : 1tine-
teraction durant un temps moyen T, 1'énerpie non yerturbée est conservée &

WI = W/t prés. Pour les fortes valeurs de V, la largeur est gale a2 | Vah‘ s
distance des sommets de 1'hyperbole d'anticroisement,

Le problime classique que nous venons dfétudier est extrimement simnle
et pouvait &tre résolu sans feire appel & la résolvante. I1 pous o cependant pers
nis de mettre en évidence un certain nombre de résultats trés péntraux i nous
avons vu comment 1iintroduction d‘une perturbation non diaspgonale entre deux ni~

veaux dégénérés repousse les deux niveoux et l8ve la dégénériscence et comment
"1tanticroisement” ainsi créé peut Stre associé % une résonance dans la probabi~
1ité de transition entre les deux niveaux non perturbés.

_ Les probldmes physiques sont en général beaucoup plus compliqués : il
existe plus de deux niveaux et la perturbation V peut induire un couplage entre
a et b et des niveaux c autres que a et b, Diautre part, le couplage entre Les
niveaux a et b peut &tre plus compliqué et s'effectuer par 1'intermédiaire 4'eu-
tres niveauxX.

Nous allons maintenant établir une formule rigoureuse pénéralisant
1'expression (32) de Cpa et valable dans tous les cas. llous appliquerons en-

suite cette formule & un exemple tr3s important : celui des transitions & plu-

sieurs gquanta . Nous obtiendrons alors pour les probabilités de transition des

formules généralisant (37). ;
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3°) Cas pénéral : Opérateurs I et R :

Py étant le projecteur sur les états a et b, appelons QQ le pro=-

jecteur complémentaire :
£~P

o)

%

llous avons vu que la erandeur essentielle de notre théorie est la matrice

Gaa(E) Gab(E)

| a > < a [ + l b > < b.l

i

l1-P
o}

n,
G(E) = P G(E) P =
palE) Gy (E)

'-. .

. v -~ . -
Afin de caleuler G(E), nous allons, en généralisant la mé&thode employée
pour le cas non dégénéré, définir deux opérateurs '(13) et R(E),

Nous définissons F(E) par la relation

ks Al Enl ™ a 'V "l
2 e 0 P = i e = {L T )
(38a) c(u) P F(E) Py G(E) P F(E) G(E) P
qui généralise (1ll-a).
N
Comme G(E) commute aveec P_, on a aussi

(38-p) F(E) P = G(E) (3(E))~1 P,

gui généralise (11-b), ;
Remarque : Nous voyons d*aprds (38-b) que 1'on a défini en fait non pas l'opéra-
teur F(E) mais 1'opérateur F(E) P e A
On déduit de (38-b)

(39) P F(E) P = P

qui généralise (12).

Nous définissons alors R(E) P par la relation
{40) R(E) P, = V F(E) P
N
et nous appelons R(E) la projection de R(E) dans le sous-espace a,b

(41) %(g) =P R(E) P_°

cnn/oof




. (h2)
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n
4°) Calcul de G(E)

Considérons & nouveau 1l'identité

G=G°+G°VG

‘On en déduit

N Po 1
G(E) —ﬁ—:—ﬁ-;*' PO-I—‘:-:_}-i-o- v ¢ (E) Po

et compte tenu de (38-a)
P

o o 1 -
UE) = 2 i e F(E) P

il

e

(

&3

P P N a
(0] (o] :
= + e R(E) G(R)
E -1 E-H

L - — » ) T ermmemscsana
Soit 1-g= Ty R(E)) G(E) = g— T

Soit en multipliant & gauche par E - Hy et en tenant compte du feit que
(E - H ) et P commuteﬂt :

v
P (E -H - R(L), G(E) = P

L'équation (42) est une égalité entre opérateurs agissant & l‘lnterleur du
sous-espace a,;b. Elle smgnlfle que, dans ce sous~espace, 1l'opérateur C(E)

est l'inverse de E - H_ - R(L), Or E -~ H_ =~ R(E) est représenté par la

matrice
f\' '\J
E-E, - Raa(h) - Rab(E)
bty W ~_, .
- Rpg () - B, - Ryp(E)

o,
G(E) est donc représenté par la matrice inverse et on trouve, aprés un calcul

Roo(E)
R

—(E)(E ~ By ~ Rp(E)) - [R(E

simple :

aba(E) = Gba(E) =

(E-kE, - )|2

La formule (43) rigoureuse, généralise la formule (32). Afin de l'utiliser, il
————————— 4"

nous faut &tre capable de calculer R(E), et donc F(E) P e

o-c/ooo




(L)

{(45)

(40)

(47)

5°) Calcul de g(E) P,

Nous avons

F(E) P, = Po F (B) P+ Q F(E) P,

ce qui, compte tenu de (39) et de (38-b), s'éerit

N
F(z) B, = P_ + Q 6() (G(E)) L
Remplagons alors G(1) par GO(E) + GQ(E) V ¢(E); il vient
Q n
o 5 =y )1
= v ¢(e) (c(E))

F(E) P, = P+ %

et finalement

Q
3 = P .—.__;9-—_ Ny &N
F(E) Po ‘o * E - Ho v F(E) Po

expression qui généralise (18).

"t e S S 0 v 40 S

De (L4) et de (LO), on déduit

Q
N ] = _-——.a.?-—- 3
R(E) Py VP o+ ' T R(E) P,

exprecsion qui généralise (21).

On peut aéduire de (45) le développement de Wigner-Brillouin de R(D) :

R(E) P, R(L) =P VP +PV ——fi—-v P+ PV % v % _yop
RlE) P, VP, E - i E-H, 'E-H, o toeee

Les sommations sur les &tats intermédiaires dans (46) font 1ntervenir tous les
états autres que a et b et le développement pourra donc converger si on donne
& E des valeurs assez voisines de Ea et P

On peut enfin donner a R(E) une forme explicite analogue & (28) et qui
se démontre de la méme manicre :

1
Hy = Q v Q,

Q VP

"
R(E) = P VP o+ P,V Qg = o A

ooa/uo-
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*
E., Application Théorie des transitions d plusieurs quanta

Nous allons appliquer les résultats du paragraphe précédent aux
transitions & plusieurs quanta de radiofréquence entre les sous=-niveaux
Zeeman d'un atome.

1°) Description expérimentale :

S s coms s Vo e

Considérons un niveau atomique de spin J = 1/2 et supposons que
par un procédé quelconque, nous puissions orienter le spin dens une direc=-
tion donnée, le long de laquelle est appliqué un champ magnétique statique
H . Supposons que ce spin interagisse pendant un temps t avec un champ de
radlofrequence Hl cos w t, linéaire, de pulsation w, orienté perpendicu~
lairement & H » Supposons enfin que le syst3me observé est constitué par un
grand nombre de spins indépendants, le temps d'interaction t avec le champ
de radiofréquence variant aléatocirement d'un spin 4 1l'autre et que 1l'on me-
sure la probabilité moyeunc P de trouver le spin renversé & la fin de 1'in-
teraction (ces conditions expérimentales pourront par exemple dtre réalistes
sur un jet atomique orient& par un aimant de type Stern et Gerlach et passant
dens une région ou rdgne le champ de radiofréquence perpendiculaire au champ
statique (cf fig. a). La variation du temps d'interaction entre le spin et
la radiofréquence est alors due a la dispersion des vitesses. On peut égale-
ment envisager une orientation des splns par pompage optique longitudinal

d'une cellule de résonance placée dans un champ )0 + 1. cos wt (fige D)o Te

1
temps d'interaction dépend alors de la relaxation des spins dans la cellule).

\

\ . > {

/T | Hycosjut
) 2 ~ & ~
N 7 < 7 H,cos wb
l | . \? .
] !
orientation region d'inter=- détection
action
Figure a Figure b

L ] B
J.M. WINTER - Thdse Paris 1958 (Ann. Phys. 4, 1959, p. TU5) coefese
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Quel que soit le procédé expérimental utilisé, on constate que P
passe par un maximum résonnant lorsque la fréquence de Larmor dans le champ

magnétique H s w = YH (y rapport gyromagnétique), est égale & la fréquence

o
w de la radiofréquence : il s'agit de la résonance magnétique classique ordi-
naire., Lorsqu'on augmente 1l'intensité de la radiofréquence, on constate que
la résonance W, = s'élargit et subit un déplacement vers les faibles va-
leurs du chemp Hj (shift de Bloch-Siegert) alors qu'il apparalt une nouvelle
résonance pour wy = 3w, Cette résonance subit & son tour un &largissement et

un déplacement, etc, On peut ainsi mettre en évidence tout un spectre impair

de raies de résonance megnétique qui apparaissent lorsque la fréquence de
Larmor est un multiple impair de la fréquence w de la radiofréquence et qui

subissent des élargissements et des déplacements importants lorsque 1'intensi-

té de la radiofréduence augmente, (cf fipure ci-dessous)

de la radiofréquence

Intensité croissante

0 w 3w 5w : Tw wo=yﬁ
Il est possible de donner une interprétation physique simple de ces
résonances : le champ de radiofréquence linéaire peut &tre décomposé en deux
composantes circulaires droite et pauche o _ et o_. Les résonances observées cor-
respondent & des transitions entre les deux sous-niveaux Zeeman +1/2 et -1/2
par absorption d'un ou plusieurs photons de radiofréquence. La nécessité de

conserver & la fois 1l'énergie et le rmoment angulaire au cours de la transition

‘../.0.




fait que le nombre de photons intervenant est nécessalrement impalr : chaque

photon transportant une unité de moment enpgulaire * L le long de Ho’ seul un

nombre impair d'entre eux permet d'induire des transitions Am = 1.

+1/2 AN IN
j
\ o+
+1/2 i) ) | h
{ w_ = 3w | i
W, =W | o) i I g-
0 o+ {
J | 1
-1/2 ; A
{ } o+
\
_1/2 W |

Ce raisonnement, qui justifie le spectre impair, ne nous permet cepeundant pas
de rendre compte des &larpissements et déplacements observés, Hous allons pour
cela faire une théorie plus compldte de ces transitions en traitant quantique-
nment le chemp de radiofréquence.
2°) Hamiltonien du systéme " spin ~-radiofréquence” :
. -»>
Orientons Ho le long de 0Oz et Hl le long de Ox.

+ . oy e . o
Appelons a et a  les operateurs d'annihilation et de création d'un

photon dans le mode du champ. Le hamiltonien du systome combiné constitué par

le spin 1/2 couplé au champ de radiofréquence est constitu? de trois termes :

z
8) Le hamiltonien du champ de radiofréquence : Hw (a¥a)

o) Le hamiltonien Zeeman du spin 1/2 : ch J

(en négligeant le terme 1/2 Hw ce qui est justifié Atant douné.le trds grand

nombre de photons contenus dans le champ de radiofréquence).

v) Le hamiltonien 4'interaction entre le spin et le champ : li;

Ce hamiltonien s'écrit classiquement Yﬁl(t)° I = Hu, J, cosw b '(wl = YHl).

OOO/COQ
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->
Afin de traiter quantiquement Hl(t), rappelons que le potentiel
-’
vecteur A du champ électromagnétique s'écrit

> " s iR¥ .+ +% -iK¥
A= g § uk &kA ex e + 8 Y e

Z ) étant une somme portant sur les directions et polarisations des modes
k A
dont les opérateurs d'annihilation et de création respectifs sont a, et a+kk.

. b o .
Le champ magnétique 4 s'écrit
R S
P et k r a* PN P et kr
kA X T

Fovor K= oi [ Lo [, ¢
ii = ro = -1 Ll Gy ?kA e

Dans le cas présent, un seul mode du'champ est rempli, celui dont la polarisa~

tion gx 2~ K est paralldle & Ox et dont le module du vecteur d'onde x| = —g—.
On peut donc écrire
R .
> T [ ikr + =ik
H= =20 1R, |ee - o e

}f; étant le vecteur unitaire le long de Ox et a une constante de proportionna-

1ité réelle. Afin de se débarrasser de la constante imaginaire i, il est toujours

. . . -> « .
possible de faire sur la variable r un changement d'origine en posant

-+ > +-> §+ ]
=r avec 2 o
r o] P To 2
. .}—z-» .i-r—>
P . r . 1Kk
On en deduit i e =1e P
\) R . > >
) =1k . =1k op
e = =1 e

- T ikop + f*
. 1 -1 k
et H=a ﬁxx 8 e P+rave p

La longueur d'onde du champ de radiofréquence est trés grande et nous supposerons
que l'interaction avec les spins se fait sur des distances beaucoup plus courtes;
. s> -
on peut alors poser et k7 A 8
.;..‘.. o+
et = ai (a+a)
Le hamiltonien Hy s'écrit alors

Hy = Mo (a + a+]

e

A étant une constante de proportionnalité.
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Pour évaluer cette constante, nous devons faire une hypothdse sur

1'état quantique représentant le champ de radiofréquence classique.

Nous prendrons pour représenter le champ 1'état duantique se rap-
prochant le plus de 1'état classique, c'est-d-dire un état cohérent de
Glauber | y > (ef Phys. Rev.131,1963,2766 ). Rappelons que cet €tat est tel
que les valeurs moyennes de 1'énergie et du champ sont égales aux grandeurs
classiques correspondantes et qu'il s'obtient en faisant agir un opérateur

de déplacement D (a) sur 1l'état représentant le vide | 0 > :

(48) | 9 >=D (a) | 0>
L'opérateur D (a) se définit par son action sur les opérateurs a + at .

p* (a) aD (a) =a +a

pt (a) a” D (a) = at + o

Rappelons enfin que le nombre moyen de photons contenu dans l'état { v >,
W est égal a v a.

D'aprés la propriété fondamentale de 1'état | v > , la valeur moyen~
ne’ dans cet &tat de l'opérateur A (a + a*) doit &tre égale a4 la grandeur clas-

sique correspondante, ﬁwl :
+
A<y | (a+a”) Jyp>= ﬁml

<0 | D" ) (a+a")D(a) | 0>

Or<¢|a+a+|q;>

<0 | a-+ a’ + 2a | 0> =2a=2 ' W

On en déduit

(49) Ho, = 2) V N

ooc/coc
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Remarque : L'énergie du champ de radiofréquence est proportionnelle & w12

(classiquerent) et & N (quantiquement). w, est donc proportionnel a N.

C 'est cette proportionnalité que traduit la formule (k9). -

" En conclusion : le hamiltonien du systéme "spin 1/2, champ de radiofréquence"
est 7@ = 5€° + %I

avec

(50-a) {%o = )iwo J, * Yu ata
;qu

(50-b) = My (a + a¥)

avec 2A VI = )iwl

' 3°) Etude des niveaux d'énergie de %o :

Le hamiltonien % o, admet pour énergies propres les énergies -
w

=+ )
En,t '"-Hz + n Ko

les Etats propres étant les états | ¥, n > représentant le spin dans 1'état
% 1/2 le long de Oz en présence de n photons de radiofréquence.
Le diagramme d'énergie de %o est représenté sur la figure ci-dessous en
fonction du champ magnétique H o
Nous voyons que ce diagramme présente une infinité de croisements de

niveaux pour toutes les valeurs du champ H telles que u, = nw (n entier positif,

Ener%ie

négatif ou nul).
(n+3)w 4§

(o] -no/coo
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Le couplage M,  (a + a’) possdde des &léments de matrice non nuls
entre les états tels que An =% 1 et am = ¥ 1. Un simple examen des niveaux
d'énergie montre alors que les niveaux qui se croisent eux points tels que
w, = (2n+1)w sont connectés par la perturbation (3 1fordre 2n+l) alors que
les points de croisement tels que wg = 2nw ne le sont d aucun ordre.

4°) Principe du calcul des formes de raie des transitions &

plusieurs quants &

Hous sommes donc, pour les croisements tels que wy = (2n+l)w
remenés & 1'étude du § D et nous pouvons prévoir une résonance dans la proba-
bilité de transition sous l'effet du couplage li; entre les deux niveaux non
perturbés qui se croisent. Afin de calculer les probebilités et les formes de
reie qui en rééultent, i1 nous suffit d'appliquer les résultats résumés dans
les relations (43) et (37).

Pour calculer la probabilité de transition entre a et b, au poini de croisement

des niveaux non perturbés a et b, il faut partir de l'expression rigoureuse (43)
N
Roa(®)
o P . N ~ ) 2
(E - Ea - Raa(E))(E - I"'b - Rbb(E)) - lRab(L)l

Cpa ) =

3 1'aide de laquelle on calcule

erny

( L - g
Ubat.)r-——--— A cba(}::)e I 4E

puis

2
P (t) = 1V, . (t)]

et enfin

—_— ~Tt
Pba-I‘Je P, (t) at

Le calcul de Uy (t) se fait par la méthode des résidus : nous avons vu (§ B) que
Gb (E) admet pour pdles toutes les énergies propres discrétes PA du hamiltonien

H avec pour résidu < a | A > <]l b o>,

0.0/.00
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Nous voyons tout de suite que les résidus les plus importents sont ceux pour
lesquels | A >= | a>ou| B> | a >et | B> &tant les états perturbés de

veleur propre E et E_ correspondant aux états non perturbés a et b, Tous

les autres résidus sexs'ont d'un ordre supérieur, | a > et | b > étant pratique-
ment orthogonaux a tout état l A > autre que | a > ou | g8 >, Nous nous conten-
terons donc, pour le calcul de Uba(t) des deux résidus aux pdles E_ et EB'
qui sont donnés par J;:i équations implicites
{Eq=Ea+§%E(Ea)

By = By *+ Ryp (Eg)

Nous nous bornerons de plus & un calcul de perturbation & l'ordre
le plus bas. Nous savons alors qu'il est possible de remplacer les &nergies

perturbées Eu5 et E, par les énergies non perturbées, et en particulier par

B
1'énergie E correspondant au croisement des niveaux non perturbés E, et E .

Nous pouvons alors écrire

N, —
G, ,(E) = ~ oa®)
NS
S (EeE - R @)(E - By - Ry @) - (R @

Nous obtenons alors pour Gba(E) une expression explicite approchée analogue

-~

& 1l'expression (32) & partir de laquelle nous pouvons, par_ les mémes calculs,

déduire pour Py, une expression analogue & (37) :

2| R (E)]

R m (5, R - L)

Pab

I1 nous suffit maintenant, afin de calculer les formes de raie des transitions
& plusieurs quanta & l'ordre le plus bas de la perturbation, de nous placer au
point de croisement des niveaux non perturbés correspondant (wo = (2n+l)w) et

de calculer a l'ordre le plus bas ou elles sont non nulles chacune des trois

quantités Rba(f), Raa(f), Rbb(fl'), a& 1'aide du développement en série de la per-—
turbation (L6).
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L'expression (52) fournit alors la forme de raie et donne notamment 1'in-
s,z s iz o 2 DNz 2 P
tensité (qui dépend de Rba(E)) , la largeur \/rl + b IRba(E)I et le dépla-

L B (T <
cement radiatif Rba(ﬁ) - Raa(E) de la résonance, lous allons prendre pour

exemple le cas des transitions d un quantum (wo = w) et 4 trois quanta

(No = 3“)0 .
5°) Transition & un quantum : Shift de Bloch et Siegert :

Nous allons prendre pour états | a > et | b > les &tats

Ia'):'n"")

|b>=|n+l - >

Remarque : L'état du champ de rayonnement n'est pas un état | n >, mais une su-
perpoéition cohérente d'états | n > autour d'une valeur moyenne N, Le caractére
cohérent du champ n'intervient pas dans 1'étude de la probabilité de transi-
tion. La dispersion relative du nombre de photons du champ ZﬁYﬁ'étant trés
petite, tout se passe comme si 1l'état initial du champ était un état | n >
avec n ~ N.

Les deux niveaux d'énergie correspondant aux états a et b se coupent
pour w

o
Nous avons Eb -E = ¥ (mo -w)e

= et pour une énergie E = (n +v%) Hwe

a) Calcul de ;;;ﬁiﬂ

D'aprds le développement (U46), en remplagant V par éﬁéI, on a

Ny,
Rba(E)=<a|%I|b>=x<n+1-|Jx(a+a+)|n+>
LON

L

(d'aprds (L49) )

.0./000
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"\_', — ’\/ —
g) Calcul de Raa(h) et Rbb(l',)

D'aprds (46), on a

~ _ Q
Raa(E) =<a | VeeTem V| &>
E~H
o
N =
Rp(E) = <b | Veeime V| b >
E-H
o
Or le niveau | & > = | n+l - > est relié au ler ordre aux niveaux | n + >

. . e e "N o . N .
et | n+2 + >, Le niveau intermédiaire dans le calcul de Raa(E) doit &tre dif=
w

L . O
férent de | b >, Ce ne peut donc Etre que | n+o, 4+ > d'énergie (n+2)w + -5=

~ (n+ —g) Ruw.
On a donc
i o . +
A < n+l - | J (a+a”) | n+2,+ >< n+2,+ | J (a+a’) | n+l,- >

=3
Lo
=i
N
]

(n+2)ho = (292

I R - G B ¢/ 0 L
L 2dw = Bfw 32w
g (Buwy)?
l?h N zm&-—-
On trouve de méme Rbb(b) T

ct finalement, d'aprds (52), on trouve
wl%/%

P2+ —Sﬁi— + [}wo -w) + "%%2—“]2

Nous retrouvons les différentes propriétés de la transition & un quantum : la

—n—————

(53) P =

w
largeur, re + -—%—— gui est égale & T pour les faibles valeurs de wy augnen=

te lorsqu'on augmente Hl et est proportionnelle & wy pour les fortes valeurs de 0y

coc/ao.
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"2
“y
le résonance, centrée en w_ = w - T subit un déplacement radiatif en
» fo) l w p

Hl2 vers les faibles valeurs du champ : c'est le shift de Bloch et Siegert

dont nous avons donné ici un calcul particulidrement simple.
) . . . P a 2
Lorsqu'on augmente H,, 1'intensité & résonance crolt en w, pour
les faibles valeurs de H,.

6°) Transition & trois quanta ¢ (wo = 3w)

~,

Nous prenons pour états | a > et | b > les &tats
| & >= | n+3 - >
| b > = | n+ >
Les deux niveaux d'énergie corre5pondant se coupent pour Wy = 3w et pour une
énergie E = (n +-:2_-) Ku.
t D = -
Nous avons d'autre part E ~ Eg )\ (wo 3w).

N/ ..
a) Calcul de Rba(E) .

La relation (46) nous montre que pour aller de < n + | & | n+3 = >

il faut passer par deux états intermédiaires :

~N
ba I = I FoE 1
‘n+l,- n+2,+
= )‘3 Y n+3 Y n+2 ¥V n+l X 1 X 1
8 2Hw - 2k
3
. )\3 31-3/2 ) 1 (Mml)
- ~ 7256 2 2
32 ua w2 M w

g L
g) Calcul de Raa(i?) et Rbb(}:,)

I1 s'effectue comme pour la transition & un quantum :

o Q
Raa(E)=<a|V-_-_-—-2—-V|a>

i

A
o
<

NS
Ryp(E)
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Or le nivesu | a > = | a+3, - > est relié au premier ordre aux

U)o T .
= v (n +'§) fo et | n+h, + >,

3_(n + —%g;d Kw qui sont tous les deux différents

niveaux | n+2, + >, d'énergie (n+2)u +

dténergie (n+bjuw +
de | b>=|n+ .
On a donc

e}

(=9

’“
R a(E) = A" < n+3,-|J (ata’) | n+2,+ >< n#2,+ | J (a+a ) | n+3 - >

‘- (n+—-) Ko - <n+-> o

+ < n+3,- IJx(a+a+) | n+h g+ >< ntb+ | Jx(a+a+) | n+3 = >

(n+%) Ko - (n+%i)%w

} -3 (Mwl)2

16Hw OLiw

( n;3 . *f%y ) -3\° W
E -2hw ~Liw

De méme cn montrezque
o = 3(hwy)
Rbb(E) = B w

et finelement, d'apree (52), on obtient

(1 )0

— (M
P, =
2.2 1 2(»&») 3 (Hwy)
KT +h(256) (MA)k 0'3}“"’*3"2"'7’]‘—1,@ J
w 6
ou encore ( 1 )2 1
2 533 —
F__‘=‘ . w
ab

) : " & -2
2 W 3 9 :
s 4 ) —r [og - 30+ B~ J

.oo/con




(54) nous fournit les principales nrOprJetns de la t*ansition a trois quante
la largeur de la résonance, r2 + L (=2 75 )& .._%"w, qul tend vers T lorsque
®y tend vers zéro, ect proportionnelle 8 w° lorsque wy devient suffisame
ment prand.

. . 6 .
_L'1nten81té i résonance croit en w,  pour les faibles valeurs de

i, puis se sature. 2
. 3%
Enfin la résonance, centrée en w_ = 3w = =35~ T subit un

. 2 .
déplacement radiatif en wl& vers les faibles valeurs du chemp.
On peut trés facilement calculer les formcs de rale pour les transi-
tions 4 (2n+l) quanta et trouver des formules analogues i (53) et (54).

On montrerait notamment que la résonance & (2n+1) quanta a une intensit®

proportionnelle a H12(2n+1) pour des valeurs suffisemment faibles de Hy, une

~

largeur proportidnnelle a Hl(2n+l) (pour des valeurs pas trop faible de Hl)

et subit un déplacement radiatif en le vers les faibles valeurs du.chemp.

‘0./0..
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III ~ DUREE DE VIE D'UN ETAT INSTABLE

Szmmsmszn T P

A, Introduction.

1°) Position du probléme 3

Le théorie que nous allons développer dans ce chapitre va nous per-
mettre de préciser et d'étudier la notion de durée de vie d'un &tat quantique
préparé & un instant donné et évoluant irréversiblement, sous l“effet d’une
interaction donnée, vers les états d'un “oontinuum" d’énergie avec 1equel il
est couplé.

C'est par exemple le cas de la désintégration d'une particule é1é~
mentaire @ )

méson ™ - méson p + neutrino

+ +
L > u + v

ou encore celui de 1'évolution irréversible d'un état atomique excité sous l'ef-

fet du couplage avec le champ electromagnethue-:'l'em1s51on spontanée.

On peut, en général, poser le probléme de la durée de vie de la fagon
suivante : un systdme physique (qui peut, par exemple, &tre composé de deux par-
ties) possdde un hamiltonien H_  +V (H décrivant éventuellement 1%énergic des
deux partles en présence et V l°1nteractlon qui existe entre elles).

Le hamiltonien H possé&de un spectre continu, c‘est-d-dire un spectre

dans lequel 1'énergie varie contlnuemeﬁt a partir d'une valeur Eio' les états

*
propres correspondants a', b, n'étant pas normés . Superposé & ce spectre con=

000/000

¥ [our norme n'est pas finie. Ils sont cependant "ormés" au sens de la distribu=
tion de Dirac.
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tinu, le hamiltonien Hy possdde un spectre discret, c'est-a~dire qu'il existe

60 Ea Eb

- —r— o 3¢ >

'des états propres de H , | a >; b > etcos, de norme finie dont 1l'énergic, -
prenant des veleurs. discrdtes coIncide avec certaines valeurs du spectre
continu,
On suppose qu'd l'instant t = 0, on peut, par un procédé quelconque,
préparer le systime dans l'un de ces Etavs, | b » par exemple,
| b >, état propre ce ‘"Ho, n'est pas un état propre de . Sous
'Pﬁkt%lﬁﬂnmﬁmv,hswﬁmva@d%ml%mt[b>wvﬁmtw
profit des &tats du continuum d'énergie avec lesquels.il se trouve couplé.
Les deux questions qui se posent alors sont
Comment 1l'état instable | v > se vide-t-il ?
Comment les autres &tats se remplissent-ils 7
C'est la réponse 3 ces deux guestions qui va constituer 1l'@tude de la
durée de vie de 1'état instable | v >
Nous pouvons déja leur fournir une réponse qualitative par un reison-
nement élémentaire .
L'état instable | b > est couplé par V & un continuum d'énergie. Il

existe donc, & l'instant initial, une probabilité de transition par unité de

temps vers le continuum que 1l'on peut calculer 3 l'aide de la régle d'or de

Fermi : il suffit de sommer sur les &tats finaux le carré de 1l'élément de ma-
trice d'interaction V en ayant pris soin de multiplier per une distribution de
Dirac assurant la conservation de 1l'énergie. L'existence de cette probabilité

de transition par unité de temps implique une décroissance de la probabilité

ouo/oon
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de présence dans 1'état initial qui acquiert ainsi une durée de vie finie
T"ﬁ/ro )
Cette durée de vie finie de 1'état instable initial conduit & une

indétermination dans l'énergie de cet état, donc A une dispersion, de l'ordre
9

de T, en énergie des &tats finaux résultant de la disparition de 1'état ini-
tial.

Toutes ces conslusions, établies par un calcul au premier ordre,
seront confirmées par le raisonnement rigoureux que nous allons faire dans
ce chapitre., Nous allons nous servir une fois de plus des techniques de la
résolvante afin de calculer les amplitudes de probabilité <b | U(t) | b >
pour que le systéme créé dans 1'état b & l'instant O y soit encore d 1'instant
t, et <a' | U(t) | b > pour que le systdme soit 3 1'instant t dans un état
a' du spectre continu de H . Nous devrons pour cela calculer les éléments de
matrice de la résolvante Gy €% Ggooy dout 1'étude nous permettra ainsi de ré=
pondre aux deux questions que nous nous sommes posées. L'intérét de la résol-
vante est qu'elle permet de mener jusqu’au bout des calculs rigoureux et d'en
tirer des conclusions rigoureuses sur le phénoméne physique étudié, les appro=-
ximations indispensables au calcul pratique n‘étant faites qu’en tout dernier
lieu,

Nous devons enfin dire que la fagon dont nous abordons ici le pro=
bléme des états instables peut ne pas toujours étre justifiée : nous avons en
effet admis implicitement que 1'on pouvait préparer instantanément, 4 1'instant
t = O,un &tat | b > du systéme non perturbé H o Physiquement, cela veut dire que
le temps de préparation est trés court devant la durée de vie de 1%&tat instable,

Dans le cas de 1l%émission spontanée, par exemple, la préparation du
systéme peut se faire par excitation a partir de 1'état fondamental de 1‘'atome
d l'aide d'un train d'onde lumineux, Il faut donc que ce train d’onde ait une

dispersion en &nergie A trés grande devant la largeur T de 1°&tat excité &tudié.

000/000
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Une fagon beaucoup plus générale d'aborder le probléme, et qui
léve cette restriction est d'étudier non plus le spectre et les &tats propres
de H_, qui n'ont pas une évolution simple, mais plutSt le spectre et les
états propres de H = H_ + V.

Nous allons en effet montrer que le spectre de H est continu et
ne présente plus d'états discrets (sauf éventuellement 1'état fondamental),

-

le spectre d'énergie partant dfure valewr &

Les &tats. propres de H sont done des &tats stationnaires de colliw
sion et le probldme se raméne & un probléme de diffusion. Dans le cas de 1'émis~
sion spontanée, il s'agit de la diffusion de photons par un stome.

Si le spectre de H ne possdde plus d'état discret, au voisinage de
1l'emplacement des &tats discrets du spectre de H , il reste en quelque sorte
™an souvenir" du spectre de H, et les éléments de matrice de collision et de
réaction S et R subissent des variations trés importantes pour les énergies
correspondantes. Il en résulte une variation résonnante pour ces valeurs de la

section efficace de diffusion.
Le probldéme des états instables se trouve donc également 1ié de fagon

étroite & celui de la diffusion résonnante et constitue ainsi en gquelque sorte
un intermédiaire entre le probldme des états 1liés et celui des états stationnai-

res de collision du spectre continu.

2°) Propriétés analytiques de la résolvante :

Avant d'aborder le probléme qui nous intéresse ici, nous allons &tu=

dier les propriétés analytiques de la résolvante.

000/00'
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Nous nous plagons dans le cas, tout & fait général,d'un hamilto-
nien H possédant un spectre réel continu partant d'une valeur £ et un spectre
discret, d'énergie E., dont une partie peut éventuellement &tre superposée au

spectre continu,

En appelant y un ensemble de nombres quantiques, discrets ou conti-
nus, servant 3 distinguer les &tats de méme énergie, on peut écrire la relation
de fermeture sous la forme trés générale d'une somme sur tous les états discrets

et d'une intégrale sur le spectre continu :
(1) g | Ei > < Ei | + [I dy 4E? | YE' > <E'y | = 1

Soit | w > un état normé. On se propose d'étudier les propriétés analytiques de
1Yélément de matrice de la résolvante :

G, (z) = <u | 6(z) | u>=<nu | ~ i = | u >

qui peut s'écrire, 3 l'aide de la relation de fermeture

< . 5|2 d7t<u'YE“>I2
(2) Gu(z) é g l uzl.Eéi I + IdEa f g

Plusieurs cas peuvent se présenter, suivant les valeurs de z :

1) z est strictement différent de 1°'une des valeurs propres de H

Il est alors clair que | z - E; | et | z = E* | sont minorés par un

pombre & positif représentent la distance de z 4 la valeur propre la plus

000/000
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voisine :

| z - E; |y f 2~E" | >4

Tous les numérateurs intervenant dans Gu(z) dtant vositifs, on

peut majorer | G, (z) | :

L

.

| G, (z) | ¢ r-i < ulE; > < Ejlu >+ J ag* ( dy < u|yE' > < yE' | u >*]

et d'aprés la relation de fermeture (1)

| Gu(z) | <= uiu A 2 (| u-> est normé)

Il en résulte gue G (z) est vorné, tant que | z = E; o | 2 =B | 32

On montre également trds facilement que la dérivée C° (z\ resie bornge dens
les mémes conditions., Il en résulte que G (z) est anulyk}oxc dans toute région

du plan complexe ne contenant pas le spectre de H. -

2) z tend vers une des veleurs provres du spscire discret E de d

le terme prépondérant dans la somme (2) est alors ﬁkauan~ gui
tend vers l'infini :

Les valeurs propres du spectre discret de ¥ sont donc en géntral
(sauf si < uIEi > = 0) des poles de Gu(z) admettant |< u|4i zl pour résidus.

Tous ces résultats ont déja &té ovtenus au chapitre précédent.

3) z tend vers une valeur du svectre coutinu en un point E qui n'est
L qQ

pas confondu avec un é¢tat du spectre discret, soit dans le demi-plan supérieur,

soit dans le demi=-plan inférieur.

/I\ By

|
|
T
!
|
e X

.06/000
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(3-b)

(%)

considéré comme une coupure, les valeurs prises de part et d'autre par la
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Nous devons calculer lim G, (¢ ig)

e » 0,
avec
2 £ (E')
. J<ulE] >| : [ : u
4 9.
-~ > 4 i -—_—-ur—-—
Gu(E ie) = Z E # 1e - E; * |dE E -« E? t1¢
i i !
en posant

fu(E') = [dY <ul| yE' > < yEf | u>
Le premier terme du second membre de (3-a) tend simplement,
. 2
lorsque ¢ -+ 0, vers Z Jii%g%?iFl-», ce qui est une grandeur réelle.
' 1 i
Quant au deuxidme terme du second membre, il tend comme nous l'avons déja
vu & plusieurs reprises, lors ¢ + 0, vers ' '
1 . s
« S e £,(8") > ¥ in < 8(E - E'), £,(8") >

E«E
les limites ade Gu(E t ie) lorsque € » O _ existent donc mais ne

s <PL, £ (8) > Fin £ (R)

sont pas les mémes, suivant que l'on tend vers l'exe réel dans le demi-plan
supérieur ou dans le demi-plan inférieur (& condition que f (E) # 0) ¢ on
dit que la fonction analytique Gu(z) présente une coupure le long du spectre
continu de H, Le point ol commence la coupure, €, s’appelle le point de bran-
chement ,

La notion de coupure intervient pour toutes les fonctions analyti-
ques & déterminations multiples : par exemple la fonction Log z augmente de

2in & chaque tour autour de l'origine., Le demi-axe (O + =) peut donc Etre

fonction différant de 2iw,
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Dens le ces présent, les valeurs prises par la fonction Gu(z)
‘de part et d'autre de la coupure sont complexes conjuguées 1l'une de l'autre.
I1 est facile de s'en assurer sur les expressions (3-a) et (L),

- Lorsqu'une fonction analytique est définic dans une partie du
plan complexe, ocn peut, sous certaines conditions, la prolonger par conti-
nuité en une fonction analytique dans une partie plus grande du plan complexe :
c'est le principe du prolongement analytique.

La fonction Gu(z) est analytique dans le demi-plan supérieur,
On peut la prolonger au deld de la coupure en une fonction analytique dans
le demi-plan inférieur. La valeur prise par la- fonction proiongée par contis-
nuité est différemte de la valeur prise au méme point par la détermination
initiale de la fonction, puisgue la coupure introduit justement une discon~
tinuité dans cette déterndnatioh s on dit qu'on a prolongé Gu(z) dans le
deuxiéme feuillet de Riemann, le pian complexe initial, constituant le premiex
feuillet de Riemann,

On aurait pu également prolonger la détermination du demi-plan
inférieur au deld de la coupure dans le demi=plan supérieur.

Pour nous résumer, la fonction Gu(z) est analytique dans le plan

complexe privé des valeurs du spectre discret de H qui consiituent des pOles,

et du spectre continu de H qui constitue une coupure., Il est possible de prolon-
' ger analytiquement Gu(z) au deld de la coupure dans le deuxidme feuillet de
Riemann, ce qui constitue une deuxiéme détermination de Gu(Z)a Cette deuxicme
détermination peut posséder dee pdles et nous allons voir que l'étude de ces
pdles va se révéler extrémement utile dans le probldme de la durfe de vie des
états instables,

3°9) Exemple choisi. Notations s

Nous sllons illustrer notre thforic .» la durée de vie sur liexemple

tré&s important de 1'émission spontenée, Ce prob: .. présente des difficultés
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inhérentes au fait que nous traitons l'interaction d'un systéme matériel avec
un champ ¢ certaines des grandeurs que nous allons Etre amenés & définir
seront infinies car elles correspondront & des intégrales divergentes., Ces
divergences na pourront 8tre écartées que dans le cadre d’une théorie de la re-
normalisation, Cependent, comme ces difficultds ne sont pas liées & la théorie
de la durée de vie elle~mfme, elles n'infirmeront en rien les résultots géné-
raux obtenus et nous les laisserons de cdté pour l'instant,

Le systéme envisaglé est donc celul d'un atome couplé au champ
8lectromagnétique,

Les états d'énergie de 1'atome sont des états discrets | a >,
| © > cou, d'énergie E ot By < 0 et des &tats du spectre continu pour E > O,

Les états d'energle du champ s'obtiennent par action des opéra-

teurs de création sur 1'état du vide | O >, Nous prendrons le vide normé :

<0|o0>=1

et nous appellerons a, T (k) et a, (¥) respectivement les opérateurs de création
el d‘annnhllatlon d'un photon de vecteur d'onde k et de }olarl‘“atloneA perpendi-

culaire & k,

Nous prendrons des modes continus, avec pour relations de commuta-

tion 3 ,
Eax (%), a; (i’°)] = Sau & (K - K')

Nous obternons donc pour &tats propres d'énergie du systdme combiné
"atome-photons"” en l'absence de l'interaction &lectromagnétique entre les atomes
et le champ, les &tats & zéro photon

| a,-0 >, l b, 0 > etcoos

les &tat3 & un photon

N >
| &y k, >, | Dk, >ete
les états & deux photons :
| a, K,, K'., > o000 et ainsi de suite., voelooo

A* Al

# On peut montrer que si 1l'on prend pour masse et charge de 1%8lectron les masse et
charge expérimentales, c‘est-d-dire les masses et charges "habilléesd' par les fluc=~
tuations électromagnétiques du vide, on €limine les divergences., C'est ce que nous
ferons dans la suite de ce chapitre.
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| a > étant 1'état fondamental de l'atome; le spectre de Ho‘est un spectre
continu qui part de 1'Gtat fondamental | &, O > sur lequel s¢ surimposent
des &tats discrets | a, 0 >, | b, 0 >, | ¢, 0 > etcoco
Le vide de photons étant normé (relation 5), les &tats | a, 0 >

etcooo Sont en effet des états normés aloxs que les €tats & un, dewr; etco,
n photons ne le sont pas ¢ on a, en effet, par exemple '

- > , > L3 -
<bk, A]ak' A" >=<bo0 | N (k) 8y (k*) | a 0>

=<b0 |8 (k)a, E)-a), &')a &) o>

(car le 2e opérateur n'a pas d’€lément de matrice entre deux états 4 zéro
photon) _

et finalement <b K A | a k' A' > = <b O | [jaA (&), azv (Kﬂ}] | a 0>

»> -
- ¢
=6 84,0 6 (k= k')

d'aprés (6)
Il en résulte que 1°'état | a, ; A > , contrairement & 1l'état
[ b0 >, nlest pas normé,
Nous scmmes donc ramends & étudier, comme nous lavions annoncé
dans 1%introduction, l'évoluticn d'un état | b 0 >, normé, superposé avec un
continuum d'états non normés, | a K> etCooo, Bvec lesquels il est couplé

par une interaction.

000/300

Voir note de la page 226,
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Appelons G° (z) la résolvante de L'hamiltonien H ¢

o - 1 1
Nous avons Gy (z) = <b O | Z = 0 |vo>= Z = Ey

et Gg (z) présente un pdle au point EB correspondant & l'&tat instable
| b 0 > &tudid,

Introduisons maintenant l’inteﬁgction entre l'atome et le champ @
le hamiltonien du systlme devient H = Hy 45%%0

Nous ellons voir que le pdlea au polut z = E, qQui existalt dans
la résolvante Gg (z) disparalt dans G, (z).

Cependant G, (z) va subir wne wvariation rapide au voisinage de
z =E, ce qui constitue en quelque sorte un souvenir du pole qui existait
en ce point sur'Gg (z), Clest 1%8tude de cette variation qui va nous periete
tre de définir la notion de durde de vie de 1'état instable | b 0 >,

D'une fagon plus précise, nous allons €tudier dans une premicre
partie (§ B) un moddle simple dans lequel on supposera que l'interaction 9@1
ne connecte qus 1°état instable | b 0 > et 178tat fondemental en présence
d'un seul photon‘ltA . | &y kA >,

Ce hodéle,que ncus pourrons traiter rigoureusemsnt jusqu'au bout,
npus permettra de dégager les principaux résultats de la thforie : notion de
durée de vie et de déplacements radiatifs de 1’&tat inctable, Nous &tudizsrons
ensuite, toujours dans ce modlle simple, les produits de désintégration de
1'¢tat instable, ce. qui nous permettra notamment de prévoir les formes de raie
d'émission.

Nous rattachercas ensuite le probléme & 1l'étude de la diffusion
résonnante des photons par un atome et nous montrerons que chaque état instable
correspond & upe résonance duns la section efficace de diffusion. Nous envisage-
rons enfin la préparation de 1l%état instable, ce qui nous permettra de préciser
dans quelles conditions-il est possible de donner un sens & la notion de durée

de vie,
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Nous passerons ensuite dans une seconde partie (§ C) & 1'étude
du cas général ou l'interaction 589 a d'autres Gléments de matrice que
< &, K A I %I | b 0 >, Nous verrons comment l’m‘crodgigtgr&u%c; tous les au= '
tres éléments de matrice conduit & ."habiller'" les états ™~ et l'interaction
électromagnétique et nous corrigerons ainsi les résultets du § B (déplacement
de 1'état fondamental, influence de la désintégration de b vers des états
autres que 1'état fondemental).

Enfin, dens une dernidre partie (§ D), nous appliquerons les
techniques développes dans les parties précédentes & 1'&tude de la diffusion
résonnante au voisinage d’un croisement de niveaux d'énergie (effet Hanle =

effet Franken),

-

.

B, Etude d'un modéle simple.

1°) Hypothése simplificatrice :

Faisons l'hypoth&se que les seuls éléments non nuls de ('751 sont
les éléments < a k A | %I | b 0 > qui joignent 1'état eycité dans le vide
| b O >4& 1'tat fondamental en présence d'un seul photon | ok A > '

L'étude de 1'évolution de 1'état | b 0 > est donc un probléme cire
conscrit & l'espace go sous tendu par les vecteurs | b 0 > et | a k A >, vec~
teurs propres de ‘H.'o avec les énergies respectives E et E_+ Heko

2°) Etude de G (z) = <b 0 | 6(z) | b 0 >:

L'état | b O > étant un état normé, tous les résultats sur la résole
vante et sur ses &léments de matrice que nous avons &tablis dans le chapitre pré-
cédent et au § A 2°) de ce chapitre sont valables.

a) Calcul de Gb(_z__)_ '
'On peut, en reprenant la formule 16 7p.197, écrire
1

z = B, = Tp{z)

Gb(z) =
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en posant, d'aprés la formule 29 p.202 3

T (z) = <b01561|bo>+<bo|2@1% Q,b.%l|b0>

T
Q, &tant le projecteur 1~ | b0 ><b0 |

Mais, d'aprés les hypothéses simplificatrices du 1°) :

b 0O>=0
0

Q) JéIIbO>=JéI|bO>

Op
X
Up

Si bien que finalement, (8) peut s'écrire

T(z) = <bo | Fb ;-_-%T;Jfélybm

< a+ >2
de | bolJéII X A >|

Z - Ea - Hek

=1
A

oll la sommation est &tendue aux &tats de polarisation et éux vecteurs d'onde
des photons a K Ao
Afin de préciser les propriétés analytiques de Gb(z), nous allons
d'abord étudier T, (z)s e
b) Etude de T (z)
- BEn conguguant la relation (9), nous obtenons la relation
importante _
7 (2)* = 7, (z*)
-~ D'autre part, nous voyons immédiatement que l'expression
(9) ae Tb(z) est analogue & l'expression (2) que nous avons donnée de Gu(z) au
§ A 2°). I1 en résulte de la méme _fagon que Th(z) est analytique dans le plan

complexe ‘coupé de la demi droite Ea’ + o |,
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Remarque : D'aprés la relation (T), il est évident que Gb(z) présente €galement
une coupure admettant le méme point de branchement E, que Tb(z) : appelons
en effet E'a le point de branchement de la coupure de Gb(z); par définition
au-deld de E'a’ il y & wne discontinuité entre G (E +ie) et Gy (E - ie) et
au~deld du point de branchement Ey» il y & une discontinuité entre
Ty (E + ie) et T (E = ie). D'aprés (7), la.discontinuité de Tb(z) est une
condition nécessaire et suffisantc de celle de Gb(z)b On a donc
B', =E. "

- Afin de préciser les propriftés de la coupure de Tb(z),
nous allons &tudier la limite lorsque z tend vers lfaxe réel de Tb(z) et plus
précisément calculer

lim T (8t i) =T (E)

€ + 0+
Pour cela, nous allons réécrire (9) sous une forme plus condensée
en séparant les intégrations sur 1l'angle solide et sur le module de k en po~

sant

(11) £ (k) =x?J f de [< b0 | 54%1 la®a> |?
X

000/000

* D'aprés les résultats généraux de § A 2°), la coupure de G,(z) s'étend sur le
spectre continu de H et le point de branchement correspond & l'énergie fonda-
mentale du systéme: il correspond ici avec l'énergie fondamenta¥ du systéme non
perturbé E,. Si nous voulons tenir compte du déplacement d'énergie de 1l'etut fone
damental, il faut traiter un modSle plus complet dans lequel 1'Ctat | a O > se
trouve 1ié & d'autres états par la perturbation, C'est ce que nous faisons au

§c.




(12)

(13)

(1hwa)

(14~b)
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Il vient alors

o £ (k)
Tb(z) - J z - E, = Hek dic

et on obtient alors sans difficulté

7' (B) = 8 (5) 7 ALLE)L
en posant '
A(E)=<\C/3E_Ei_ﬁck,f(k)>
r () =2r <¢§ (E - E, - Kek), £ (k) >

Nous voyons, d'aprés (14-b), que I' (E) est nul pour E < E_ car
alors l'argument de la distribution § est négatif. f (k) &tant strictement
positif d'aprds (11) d8s que k > 0, I' (E) est strictement positif dds que
E > E_. Nous retrouvons ainsi le fait que la fonction Ty, (z) présente une
coupure s'étendant de E, d 1'infini, les valeurs prises.par la fonction de
part et d'autre de la coupure &tant complexes conjuguées l'une de 1l'autre,
ce qui est d'ailleurs évident d'aprés la relation (10).

Nous sommes meintenant en mesure de préciser complétement les
propriétés analytiques de Gy (z)e

¢) Propriétés analytiques de Gy (z)

Nous savons déjad que G, (z) présente une coupure cofncidant
avec la demi-droite:] Ea’ + o |,
Nous savons également d'aprés A 2°) que les pdles &ventuels de
Gy (z) ne peuvent &tre que les énergies propres discrdtes de l'Heamiltonien H ,
ou plus précisément de ‘Pc> H ‘Po’ P étant le projecteur sur l'espace 250
dans lequel notre probléme est circonscrit, Ces pdles &ventuels sont donc réels
(8 cause de 1'hermiticité de H ) et nécessairement situés sur la coupure (car

le point de ‘branchement E_ correspond i 1'4tat fondamental de H '),
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Meis s'il y avait un pSle su point E > E_, on surait d'aprés (T)
_ t . - il' (E)
E=E + T (E) = B+ A(E)+—--2——-
ce qui est.impossible car, pour E > E_; I' (E) est strictement positif.
Gb (z) n'ayant pas de pdle sur la coupure n’en a nulle part et le spectire
d¢ P, H ‘P, est entiérement continu,

. . O o
En conclusion, G (z), contrairement & G ~(z), n'admet aucun pdle

dans le plan complexe et est donc analytique dans le plan privé de la coupure

JEa» + °°_-J .
Cependant, su voisinage du point E = E, pole de Gbo(z), Gb(z)
subit une variation importante.
I1 résulte en effet de l'expression (12) que Tb(z) est une ex=
pression du second ordre en ()zéI, donc petite. Elle variera donc peu avec 2z
lorsque z variera aufour de E, dans le demi-plé.n supérieur et compte tenu de

(7), on peut écrire au voisinage de E_ dens le demi~plan supérieur :

000/000

* Une fagon directe de voir que Gb(z) n'a sucun pdle dans le plan complexe et de
reprendre l'expression (12) de Ty, (z) en explicitant les parties réelles et ima=-

& £ (k) r x-Ea-»]Ack-iy ]

ginaires de z : T (z) = T (x + iy) =
b b (X_Ea_ﬁck)z 3 L

On en déduit immédiastement :

ImE[‘b(z)] '-VJ( e £ () € a (=z )

55 qui est de signe opposé & y = Im

x=E_<fck) +y 1

Il en résulte que l'équetion (Gb(x+iy)] = x+iy-E, =T (x+iy) = O ne peut avoir
de solution pour y # O. Nous avons vu qu'elle n'a pas de solution pour y =+ O,
Gb(z) n'a donc pas de pdles dans le plan complexe.




(15)

(16)

(a7)
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1
z»Eb~A(Eb)+£-§*@h-}-

Gb(z) Ly

On a de méme dans le voisinage de E , dans le demi~plan inférieur

.

G (z) ~
z=~E -4 (E) -H—@'i-)-
Comme nous l'avons déjid vu, ces expressions ne possddent pas de
pole et il est facile de s'en rendre compte directement., v
 Prolongeons maintenant analytiquement, dans le demi-plan infé-
rieur Gb(z) en partant du demi~plan supérieur, Le prolongement analytique se
faisant par econtinuité, Tb(z) restera pratiquement &gal a T + Eb) et nous

obtiendrons dans le deuxidme feuillet de Riemann une determlnatlon G (z)

dont nous pouvons écrire la valeur approchée 3

G (z) = L
° z -E ~-4A (E) + ir_(By)
b o 2
Le signe de Im (z) ayant changé 3 la traversée de la coupure, on

prévoit ainsi l'existence dans le deuxidme feuillet de Riemann d'un pole de

G (z), Zos dont la valeur est sensiblement

ir (Eb

z mEb+A(Eb)-

_ i Eb 5
T T (\..\____‘__)/‘\ >
AlR) ) (e
) 2
V
X Z,
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L'effet du couplage ;le a donec &été de dfplacer le pdle de Cbo(z)
qui était en E_, dans le deuxidme feuillet de Riemenn. La prlusence de ce pdle
va affecter G (E) qui va varier rapidement au voisirepe du point B+ A(Eb)c

Remarque : On aurait pu tout aussi bicn prolonger Gb(z) en partant dv deni~plan
inférieur, On aurait olcrs obtenu un pdle & la position complexe conjuguée
de 2ge

Le raisonnement que nous venons de faire cst resté qualitatif,
Lfessentiel est qu'il préveit la présence du pile Zg o

Nous allons voir dens le paragraphe suivant que la partie imaginai-
re de ce pSle est lie & la durée de vie de 1'Gtat instable | b O > alers que
sa partie réelle nous fournit le diplacement en &nergie de cc méme niveau.

3°) Evolution de 1'état instable :

L B L T e

a) Caleul de < b O | U () | v O >

Connaissant G (z); on calecule <0 | U (t) | b 0 >, ampli-
tude de probabilité pour que 1l'atome cré@ dans 1l'@tat b 4 Ll'instant t = O, ¥y
soit encore & l'instant t par 1l'intégration

(18) <b Oju(t)|b 0> = é"ﬁl"n’" [c G, (2) izt/ g,

Nous calculerons 1l'intégrale (17) par les résidus en fermant conve-
nablement le contour d'intégration C qui représente l'axe orienté (+= +ig, wo +ic),
Pour les instants t > 0, il faut feruer le contour d'intépgration dans

~izt,
2t /i tende vers

le demi~plan inférieur de fagon 4 ce que la contribution de e
2éro, Mais i1l est indispensable que Gb(z) soit continue le long du contour d'ine
tégration, Il faut donc, au point 4+« +ic,pusser dans le deuxiéme feuillet de
‘Riemann et adopter la deuxiéme détermination_EEZZ) de Gb(z)o Enfin, de fagon &
raccorder par continuité les deux arcs de cercle qui pertent de += +ie et

- +i¢ , il est nécessaire de contourner & l'aide d'un lacet le point de bran-
chement Ea' On réalise ainsi un contour f? représenté sur la figure ci-dessous

qui comprend :

0('0/00.
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- 1°) La droite C
2°) Un quart de cercle dans le demi-plan inférieur du premier
feuillet de Riemann (en trait plein)
3°) Un quart de cercle dans le demi-plan inférieur du deuxicme
feuillet de Riemann (en trait pointillé)
4°) Un lacet C' qui permet de .raccorder.les deux quarts de
cercles et de passer du premier au second feuillet de Riemann en tournant

autour du point de branchement

i

1 .
} /
i J
i /

/

N\ v p

L V4
{ /",’f
] -~
i -

le long de ce contour i?, Gb(z) est continu et on peut appliquer
le théordme des résidus, Or les seuls pdles. de Gb(z) ne peuvent, d'aprés
§ B 2°),se trouver que dans le deuxidme feuillet de Riemann. Nous' avons montré

I;éggl.de l'axe réel.,

l'existence d'un pdle Zys situé sensiblement & la distance
Nous supposerons dans la suite que ce pdle est bien le seul. On peut alors com-
pléter le contour 5 & 1l'aide d'un petit cercle orienté autour de z, et
éérire. & la limite ol le rayon des quarts de cercle tend vers l'infini et

en explicitant l'intégrale du lacet :

coo/ooo
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izt izt aniaa izt

- =22 E - 2T A
l _ﬁ = ..} a T <) }'& 3 l o)e M
(19) 5o JC Gb(z) e dz = =T JE i Gb(z) ¢ dz 5T JE Gb(u)u dz

\ & /“““"""“\-&\____‘______//

Intégrale le long du lacet

. __'izt

+ Résidu en z Gb(z) e

le contour 4&'intégration correspondant étant représenté par la figure ci-
P

dessous
Ea . Ep
(‘,i‘.iwmm PRSTRTSEVIP I ——— :},\
| NGRS
1 l\ xﬁa:
M ~=
v

)
|
!
!
'
|
'
i

b) Calcul approché :

Nous justifierons plus bas que la contribution & l'expres-
sion (19) du lacet C' est en général négligeable. Nous n'en tiendrons pas
compte pour commencer et nous calculerons la contribution prépondérante du
résidu :

Boit7f;(z) la détermination de Tb(z) dans le deuxidme feuillet

de Riemann., Nous avons
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G (z) = L.
z-Eb-Tb(z)
et izt 1;fot
L. -— " 1 TTH
Résidu en z_ Gb(z) e d“lg(z) e
1~ dz
z
o

L'expression (20) est rigoureuse, 7fg(z) est peu différent de TbT(Eb).

C'est une quantité du deuxidme ordre enz%% dont les variations sont trés

faibles et g;g%iﬁl est absolument négligeable devant 1, si bien que
: %o
1l'on peut écrire, si on néglige la contribution du lacet
izt 1 2zt

oo a-—-—-'d?Qmu

<b0|U(t)|bo>=-—-J-‘-.- G (z) e K dz=e ®
271 c b
i\'?_l‘\;)e(z )t _ 7'm(29)t
= e i e

Nous prévoyons ainsi, rigoureusement, et non plus par un calcul

au premier ordre du type "régle d'or de Fermi", que dens 1'hypothdse de notre
modéle simple, l'état | b U > disparaft avec une constante de temps &gale &

4 et voit son énergie déplacée de la quantité V%?e (zo) -E.

2 jm(zo)

Nous pouvons maintenant, & une excellente approximaﬁion, remplacer

2, par son expression (17) et &crire

. (Ep+A(Ep)t r(Ey)t
< vojut)|bo>=er T X e '2%2""

oao/ooo
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A (Eb) et T (Eb) étent donnés par les expressions.(li~a) et (1kh-b) :

(23-a) A(E) = < €Z>Eb "Ei —7r k2 ; f e | < v o}é%lla Eas|?s

(23-b) r () =2r < (B ~E_~Uck), K2 ) f o | <1 olééﬁlla kA |?s
A

Remarques : - 1la formule (23~b) n'est autre que celle que nous aurions
obtenue pour la durée de vie de 1'&tat | b 0 > en appliquant la rdgle d'or
de Fermi, Le traitement que nous donnons ici nous permet cependant de prée
voir le décroissance exponentielle rigoureuse & tous les ordres et 1'exis—
tence d'un déplacement radiatif du niveau instable.

- l'intégrale (23~-a) permettant de calculer L;(Eb) est diver-
gente (terme croissant en k & 1'infini). Cette divergence est Gue au fait
que nous traitons un systéme en interaction avec un champ (voir remarque de
la page 234 ) et disparait si nous prenons pour la masse et la charge de
1'électron les masse et charge expérimentales.

¢) Ordre de grandeur de l'erreur faite en néplipgeant le

lacet

Revenons maintenant a4 l%intégrale le long du lacet inter-

venent dans (19). Elle s'écrit :

A T e e -

2ni Ea Z-Eb-Tb(z) z-EbJT;(Z)
. izt e
E i - T (Z) - T (Z)
L R
E, (z~Eb-Tb(z))(z-Eb-Tb(Z))

509/00.
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les quantités T, (z) et T (z) sont des quantités petites du second ordre en
;ésl,de l'ordre de Ty (nous posons T (Eb) Ty )o D'autre part, e q

décroft trds vite lorsque | Im (z) | augmente le long du lacet et on peut
izt
majorer de fagon trds séviére e K par 1, On a alors une majoration de A :

A << L JEa'l” Ty g = L T
2n1 2 T 211 E_ -
E, (z«Eb) o~ By

Deux cas peuvent alors se présenter :

a) Le temps t nfest pas trop long devant M/Fbs la contribution du résidu &

1'amplitude < b O|U(t)|b O > est de l'ordre de 1., L'erreur commise en négli-
T

b
AR

que la largeur naturelle du niveau b, Iy est petite devant 1l’énergie de la

geant le lacet est alors négligeable dés que << 1, c'est-d=dire dés

transition optique, ce qui est le cas la plupart du temps. Fﬁt

B) Le temps t est trés grand : l? contribution du résidu, en e 2 , devient
b
AN

que la correction apportée par le lacet & la loi de la décroissance exponen=

trés petite et la condition << 1 n'est plus suffisante pour assurer

tielle est négligeable,

De fagon plus précise, lorsque t est trés grand, seules les por-
tions du contour d'intégration pour lesquelles Im (z) est voisin de zéro in-
terviennent de fagon notable, c'est-d-dire d’aprds la figure de la page 25 ,
la partie du lacet voisine du point Ego

Mlors que pour le pdle z_, | Im (2) | est égal & I)ys on peut
trouver sur le lacet des points tels que l Im (z) | soit sussi petit que 1l'on
veut. Pour t trés grand, le facteur e~ 'TT’ atténue la contribution du pSle
beaucoup plus que celle du lacet. Il est donc intéressant dans ce cas d'étudier

le comportement de la contribution du lacet,

oao/ooo
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La partice la plus imporluante de cette contribution correspondra

8y =dnm (z) trés petit, Les deux déteruinations de Tb(z) différent alors pra-

tiquement uniquement par leur partie imsginaire et on peut écrire

T(2) =~ (2) v2dmn [ E +iy )

Or, d'aprés (12) :

T

oy [T ey ax
e[ e

1y - Mck

rc‘;o (.\ ;
(Ea “+ _)_.Jr) = m:)“y J! u.m..f..g.k,.’.ui}g.

et 2InT ST
o vy +iTck

b

Or d'aprés (11), t (k) varic comme Ke,

[ -] ‘)
f(k) dk » o k“ dk
_E_—§-:75 se comporte comme j TSRS
o y e K" : v 4 ek

Soit, en faisant le changement de variable u = k/y,

comme ¥y J SRR
1+Mac‘u“
On en conclut donc que Im Tb { Ea+iy ) varie comnue -y2°

D'autre part, comme pour t trés grand, la contribution la plus
importante & A dans (24) provient de z voisin de E , on peut dans les dénomina.

teurs remplacer z par Eaa Mn a alors

1 1 A2
=371 2 J e ¥ 2im (T (B +iy) ) dy,
(B £ o
. YR >
quentité qui varie donc comue J e W Yy aye

eeolass
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En faisant enfin le changement de variable v = ty, on a

A" - .
I e” U y2 ay = —lg- ( e v/ v dv et on montre ainsi que, pour t trds grand,
t /

la contribution du lacet varie en 1/t3°
Elle diminue donc beaucoup moins vite que la contribution du
P . o -(rbt)/ZM
résidu qul varie en e °
On peut résumer les résultats précédents, en fonction du temps,
sur la figure ci-dessous. On a porté en ordonnée le module de la contribution
& <b O|U (t)|b O > du résidu {exponentielle en trait plein) et du lacet

(en trait pointillé).

P~

LY
e
LN
— ———
- -»\-A.A-N.,.‘.‘nn__."". il )
’

>
i e 6
‘0

OOO/OOG

* On trouverait une contribution du lacet en 1/t3/2 au lieu de 1/t3 si on étudia%t
1s durfe de vie d'un systime sous l'effet de désintégration produisant des parti=
cules ayant une masse &ifférente de z&ro, et non des photons de masse nulle, comme

c'est le cas dans 1l'émission spontande,




(25)

On voit gue cettz dernidre part, pouwr t = 0, d'une guantité

o T .
temps to Irés ersnd. elle devient plus importante que celle de 1'expenentielle.

r : . = ) .
de l'ordre de TR el daéeroit pour t trés grand en 1/43, Powr un certain

Mais alorS‘Ub(t) cst pratiquement nul et la désintépretion est pour ainsl dire
terminée.

En d'actees termes, la loi de ddcroissance exponentielle de

1%état instable n'est pas théors

B e  c a L

t, vérifide pour des teumps trés lengs.

Elle 1'est cependant tant que 1%on est prutiquement capuble dfobhsevver le nro=
cessus de la désintlpgration,

Conclusion : La contribution & lf'évolution de 1'C€let ianctable du pdie au point
RASISL AR AL

Z est de loin la pluas importante. Elle nous o permis de prévoir une durée de

vie et un déplacenent radiatif de 1%¢nergle de cet &lat. On néglige en général
1a contribution du lecet introdunit par la méthode des résidus, ce qui revient

& remplacer Gb(z) pe 1

fonction enalytique qui n'a plus de coupurce mais qui présente un pole au voisi-
; DLt
pod

°

V. ] LJH‘ A..: + "l v
nage de Z,» 8u point X A (]D)

1 1

z - B - Tb+(Eb) Z - E = A+ i(rb/z)

en posant & (Eb) =4 et T (E,) = Te

4°) Produits de dcsvntegratlon de 1'é&tat instable :

s W S L o 1 D O T 110 LT oA T T D M R A e L L T PR L

Nous alions maintenant 8tudier les produits de la désintégration de

1'état | b O >, Pour cela, il nous raut calculer 1l'explitude de probabilité
<ak A |U(t) ]| b0 > pour que le systéme dens 1l'état | b 0> 4a l'instant t = O
se trouve dans l'état | = k A > représentant lPctome dens L'état fondemental a
en présence d'un photon KA, % 1'instant t. Nous allons dfabord calculer la quan-

tité <ak A | G (z) | b O >

eoe/ooo
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(28)
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' e d
a) Etude de <a k A | Glz) | b 0 >= Gagk’ 50

Nous partons de la relation

6(z) = G (z) + G (2) Ao, olz)

Ftant donnée l'hypothése simplificatrice, seuls les éléments de matrice

<akax| EﬁzI | b 0 > sont non nuls et on a, en adoptant 1'expression (25)

pour Gb(z)

6o (2) =i <a kA [Ty | b 0> ——
akA,b0 Z'Ea"KCK, 1 2B, =8, +if,/2)

b) Etude de <ak A | U(t) | v 0>

. On calcule l'expression

1zt

£ G, 00

-

R :
<ak A |U)|D0O>=3 !c e (z) dz

par la méthode des résidus.

Le quantité Gaix, bo(z) possdde deux pbles, 1'un au point
Ea+Mck, ltautre au point E, *+ by = i @gé3et 1'intégration par les résidus
donne 3

o (Bgrek)t g iEb;A(Eh)lt ) ot

e - e e 21

<a¥A|U(t) [b0 >= <akr | b0 >

i
_ - W E )4 e
| Wek = ( Ey¥ Ay ~E )+ 13

Pour des temps t grands devant ﬁ/rb, la premiére exponentielle
de (27), de module 1, est prépondérante et la probabilité de trouver un photon
P :
kA émis est alors :
l<akx| é%?I | v o> |2

kA - r.2
[tk = (0, 78,) [ + 51—

ooo/ooo
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La formule (28) nous donne les propriétés de la rale d'émis-
sion spontanée & partir du nivesu b :

- L'é1ément de matrice < & kK A ]é%%; | b 0 > qui donne 1%inten=
sité de la raie, décrit la "force" de la trunsition et contient toute 1finfor-
mation sur le diagramme d'émission (direction et polarisation des photons
émis).

- Le dénominateur dfénergle indique que la raie est lorentzienne,
centrée pour une énergie du photon égale & la différence de l'énergie de 1'état

excité corrigée par le déplecement radiatif A et de 1'état fondementsl, de

largeur Pb, inverse de la durée de vie de 1'étet excité., Tous ces résultats sont
en accord avec le principe de conservation de l'énergie et la relation din-
certitude,

5°) Etude de la diffusion résonnante :

Nous allong maintenant rattacher 1°'étude de 1'évolution de 1'étet
instable & celle de la diffusion résonnante des photons par un atomeo

a) Position du probléme :

Nous allons calculer la section efficace différentielle de diffu=-
sion d'un photon par un atome, l'interaction &lectromagnétique entre l‘atome
et les photons ne possédant, suivant l'hypothése simplificatrice que nous avons
faite, que les &léments de matrice du type < a k A |¢%%} | b 0 > non nuls. Dans
ces conditions, la diffusion Kx, K'A"' ne peut s'effectuer que par le passage de

l'atome de 1'état a & 1l'état b par absorption du photon kX et la retombée de

ca

.. + . . .
1'8tat b 4 1'état a avec émission d’un photon k'A°, suivant le schéma ci~dessous

| WA
~> /
A

>~

eoe/ooc
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Il est donc naturel de s'attendre & des phénoménes résonnants
lorsque l'énergie du photon incident sera de 1l'ordre de la différence d'éner-
gie E ~-E.

Nous allons tout d'abord calculer 1'&€lément de matrice de la
résolvante < a k' A' | G(z) | ak A > =G » RN ala Nous pourrons slors éva-
luer 1'amplitude de probabilité < a k' A' | U(t) | & kK A > pour que 1'atome
dans 1l'état fondamental a en présence dun photon k3 l'lnstant1£ eit diffu=-
2

Pl

sé & 1'instant /2 un photon K'A'.

Nous avons vu (étude de la matrice S, page 149 et suivantes)
que, pour't - < , cette amplitude de probabilité n'admet pas de limite au
sens usuel, mais que si on passe en "représentation d'interaction

N
<ak'a | ult). | a kK A > admet comme limite au sens des distributions sur

les fonctions de k 1'élément de matrice Sg,A, e
Ayant calculé ainsi S+ "ne, i) » Dous en déduirons l'element de

la matrice de réaction SZBK'A' ey et la section efficace de diffusion.
14 .

b) Calcul de Gaﬁ'k'g i)

‘Partons des deux relations équivalentes
= s

G Go + GO(.EG

G=0_ + Gﬁ'qGo

qui, combinées, donnent

G=G_ +G %IGO + GO%IG?&GO

On obtient alors

§(R-k')6,., < ak'A! |?€;I|bo > G (z) < b0 |db,|ak) >
: AX b I

G > > +

ak'k',akx 2-E, - Hek

(z-Ea-Mck')(ZuEa~Mck)

ooa/oaa
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(31)

Soit, en remplagant Gb(z) per son expression approchée (25) 3

<ot | Ao | b0 > < bO fr L aia >

ORGP or.

AT

S{k~k')$
Gaﬁ'k',aﬁk Zwf -Mck

LY

(awr ek ) (z-E ~“c1)(»uh,~Ab+1(r /2 )

. . N
¢) Calcul de < ak')’f lu(e) | ah&m> et de le mmtr1g3~§

Comme nous 1'avons vu sux pages 149 et suivantes, il feut,
afln de calculer la matrice S, &valuer la limite au sens des distributions
pour t + = de U (t/2, -t/2), le signe v dénotant la représentacion d'inter-
action,

Or, nous avens, d'aprés lu relation (82), page 1L :

H ()13 i {)13

~ : . .
t t - i aarvy e / i t. b latoire e
U(MQ ~ 'é") = e ()H. U\-é - .é.) e 21{‘
Naus devons donc commencer par calculer les g18ments de matrice de U\ ,o %00
. 1t t k. ES L"‘) i. H’I »
Nous savons d'autre part que Ul ) = ¢ | n 5w e 4 = U4, 0)
“e “

Nous sommes donc ramenés au calcul de 1°&lément de matrice
- - . w . -
<a k' A' | U(t) | & k A > que nous évaluerons pur les résidus & partir de leo
relation
mHE
1 J e” T H O > (z) dz

]

cak' At | Ut) | ek

ty ¢ el )
e PN ek
2141 4

La contributicn du premier terme du second membre de (30) donne immédiatement

. (Eg+¥ck)t )

Comme nous allons Stre amenés & prendre le limite pour t -

de l'expression obtenue, nous pouvons dans la contribution du second terme de
r
dont le module décreit en

(30) négliger le résidu du pdle z = B+ A =1

<

0(‘(‘/000
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Pbt

e 2

= £ = P ) '.
2 Ea + Kck et 2 B, * ek

"o On ne tiendre compte finalement que des résidus des pdles

On obtient alors

- - > o -i ig;#.“’l’ic}{ )t
(32-a) < ak'A'|U(t)|akr > = 8(k-k')8, ,, e "
~_; (Farex)t
> -0 AT T e U 1
+ <ak'\" |78, | 00> <00| #Ey k> Ry

Mck+anEb-Ab+i(Pb/2)

e W o 1
9 RN AN e 3l
Hc# B ~E Abrl(lb/E)

La relation {32~a) s'écrit, en remarquant que l'on peut, dens le premier

terme, en raison de la distribution 6 (k =- QV), remplacer
! ?

_; {Ea¥fck)t - i B e LagkldE

e par e } 2 et que

: - (k+k!) (kek')
j‘ Ba + Uek = Ea + He st Ke 5

oy o
& E, + Hek!' = E_ + ¥e 15%5_1 + e (k 2k)

uou/oco
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(32-b) < akK'A'|U(t)|akr > = < aE'A'|U(E, = 5)|ak) >
i1 (k+e®) .
= @ - e P );{ Il S (ele ?
exp 7 i:a+vc 5 i] 8§ (k=k )GAA‘
(k+k!) v Y, . m e
texp - % Eﬁaﬂd st t | < ak m[a/él.{bo > < bO[gUp|okh > x
P ]
~i e - gt{)" b 1
y 1 1
e (k-k') ] ) _
HOKSE wil, = ro /2
Hek Fa v z\b+1( .b/a)
. (k=k')
_e He “=m—t 1
He (k=k') Mck“'w'-Eav-Eb-va-*i(I‘b/?.)

Pagsons maintenant en représentatica d'interaction, (31) s'éerit :

ittt I TE By ai,
< ak"A UGz = ) akr >

[ R

i [‘. .
e | B, +‘|Ack'] t 2 > e ‘- B, ek
e 24 L@ < kP AY|U(G) fekd > e 2d e K

]

s

i 73, {(k+k )™, o
exp T L}f.aﬂ;éc -‘-»*-véw-‘j t < ak'A'|{U(t) pak >

ti

.

Le passage en représentation d’interaction revient donc & guporimer le terme

i (kok') [. . . 4 : :
de phase exp = T E + Ye "“-78'*“-)"__“6 quli est en facteur dans llcxpressicn (32-b)

e

et on obtient finalement

(33) < aknru (&, - )ekr > = 5 Bk,
- 9 | > ;-—f He le:)%l)-' t ]
+ <ak"A?| G [60> 00| By fakr > TR )T W 7AT
i Ke i"gﬁ-’-)— % L ». ‘”|
T T e (k-k') Bek T ~E wd v (T /2) ]
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Séparons dans le crochet du second membre de (33) les parties
réelleget imaginaires des exponentielles. Le terme associé &ux parties reelles,

A, s'écrit :

(kek*) '
A e cos ¢ s t 1 . 1
T The (kK = k') . L+ b 0 Iy
Mck+La—Eb-Ab¥1 5~ Mck +B -Eb Ab+1 5
_ (k-k') 1
= = COS C t x X
‘ e rb I‘b
T DI 1 enome U TEP o] 3
(Hek E ~E =8 +i S ) (Hek FE =0, -8, 4 5 )

C'est une fonction de k et k' qui reste bornée quel que soit t.
Lorsque t augmente indéfiniment, sa période, bn/et, tend vers zéro et la fonc-
tion oscille de plus en plus vite, Li'intégrale de son produit par une autre

fonction sommable tend donc vers z&ro lorsque t - » et A tend vers zéro ou

sens des distributions sur les fonctions de k et k' :

(3&-&5 lim A =0

t o+

Le terme associé aux parties imaginaires, B, s'écrit s

1 _sin ¢ lﬁé%:l't 1 N 7
(3*"b) B = ] Kc (k _' kg) I'b + I_'b
¥ck+E -Eb-Ab+i e Hek®+E -Eb-A +i >

Or, nous savons (d'opres P 152 et 153) que la limite au sens des distributions

X%V
sin ¢ (k=k') t/2 est égale & ¢ ( ek = Hek! )e

lorsque t + = de T (ki

La préscnce de la dlstrlbutlon § permettant de poser k = k' dans

(34=b), on a finalement
1

(34=c)  1lim B = = 2iné ( lick - ¥ck')

t 9+«

T
w 5 b
Mck+ba-Eb-Ab+ i

00./000
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On & donc, d'aprds (33), (3h-a) et (3h~c) :

%)a}?x>=s

(35) lim < ak'\’ I?J(-g-,-

t »

K, &
< aE'A'lJ%Ilbo > < bO[<§%I|aﬁA >

r
Hek+ Ea - E - Ab + i

= § (E-K')s,,, - 2ins (Hck-fek*)

(35) nous donne pour 1'élément de la matrice S une relation strictement
équivalente i la relation (28), page 107 :
On en déduit immédiatement 1'élément de matrice de réaction :
% < aﬁ'x'1?5£|b0_> < bolg@Ilaﬁx >
(36) PAPUINE SN ’ o
ek + E_ - B - 8 +1 ——

Remarque : la relation (36) pouvait s?établir beaucoup plus rapidement en par-

tent de la relation qui définit la matrice de réaction *:
+
<¢j|\%l¢i>“<¢jlggll¢i>

et en prenant pour | ¢i+ > la forme explicite :
1l

+ - - —
| ¥s ’“|¢i>'Ei-u+ie Ve >

On obtient alors

l A
(an 7S A S— Y

H + 1¢

Or E——-%—:—IE n'est autre que Gb+(E)o Nous avons donc
-+ > >
(38) %E.)‘,’ﬁ)‘ = < ak')'| ?éllbo > G,;(E)<b0| %Ilakx >

Si on prend pour Gb+ la forme approchée (25, (38) redonne (36).

ooo/ocn
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d) Calcul de la section efficace de diffusion

€Z§§'A', i, Ppermet de calculer la probabilité de transition WK,X,’ e\
par unité de temps de 1°&tat kA & 1%8tot k*A' (cf formules (68) p. 136 ou
(107) p: 158).
. 2n ' 2
Wroae, g = O (Hex! - dex IJ{’Q'A‘, il
La probabilité de transition par unité de temps et d'angle
solide W (k') s'obtient en sommant sur le module du vecteur dfonde k'

(cf formule (69) p. 137) :

- o 2 2
W (ak?) = = I@l-;, At, T | I k'S ak' & { Hek - Mck?)
a 21 2 2
R k I%ﬁw, 7l
Le flux du photon incident est c3 » et la section efficace
(er)

de diffusion s'écrit, compte tenu de (36) et (LO) 3

2 |<akat | b0 > < vO| D sk >|2

y k
2

o (@.,) = (an) "

) 7
) (Mc1:+Ea~Eb~Ab)2 + -]-}}—

Nous voyons ainsi que les ¢léments de matrice S (formule 35),
SEB (formule 36) et la section efficace différentielle de diffusion (formule L41)
subissent une résonance lorsque l'énergie du photon incident est égale & la

différence des énergies de 1'€tat excité corrigée por le déplacement radiatif

Ve

Ab et de 1'état fondamental. La courbe. de résonance de la section efficace est

lorentzienne, de largeur Pb €pale d la largeur neturelle de 1'état excité.

ooo/ooo
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Nous avons vu également que 1l'énergie du photon diffusé est
égale & celle du photon incident (& cause de la fonction §) ce qui corres-
pond au principe de conservation de 1'énergie.

Le diagramme d'impulsion et de polarisation du reyonnement

diffusé est fourni par le produit des €léments de matrice d¥interaction
2]
< ait*ar| FBo|vo > < vo| Foolakn >|°

6°) Préparation de l'état instable @

Nous avons, gréce au calcul de Gb(z) et Gam’b(z)9 commencé
par étudier 1l'émission spontanée d partir d'un niveau instable b, responsable
de la durée de vie de cet état., Puis, grice au calcul de Gai'%', ai
étudié ls diffusicn des photons par un atome & deux niveaux & et b Afin que
notre &tude soit compldte, il nous faut maintenant &tudier 1'abscrption d'un
photon. par l'atome passant de 1'&tat fondemental 4 198tat excité b. Cette
étude fait intervenir le dernier élément de matrice non calculé de'la résol-
vante, Gb, A\ ® Elle est impor?ante car elle nous décrit la préperation de
1'état excité et nous montre dans quelles conditions il est possible de sépa-
rer la préparation de 1°état instable de sa désintégretion et donec de donner

un sens & la notion de durée de vie de 1lfétat excité,

Nous envoyons sur 1lfatome un "paquet d'onde de photons" de
polarisation A et d'impulsion centrée autour d'une valeur k avec une disper=-

sion Ak que l'on peut noter

| ¥ > =Jf(k)dk|i€,x>

f(k) est wne fonction centrée en k, de largeur Ak qui représente le profil de
le raie excitatrice. Nous envisageons ici uniquement une dispersion en module
du vecteur d'onde, et non en direction. :

A l'instant t = O, 1l'atome est dans 1'&tat fondamentel & en

présence du paquet d'onde | ¥ >, o

ooo/ooa

\» Pous avons
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(43)

(1)

(h5)

(k6)

4 (8) = F(s0)
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L'amplitude de probabilité pour qu'il soit & l'instant t dans
1'état | b 0 > est

< b oju(t)|ap > )= J < bolu(t)la_i{,\ > £(k) dk

Or nous avons
izt

e 1 -
< bO‘U(t)Ia}{A > = ey jc Gboeal_{’}\ e i dz
et GbO,aKA se calcule comme G&ﬁxﬁbo : (ef p.252 , formule 26)
= 1 > 1
Gbo,aﬁx Tz - E, ~ Tox © bOlé%gIIakA > -

z--Eb - Ab + 1 —52~

. Faisons 1'hypothdse que 1'&lément de matrice < bOI&@I|aKA >
varie peu le long du profil de la raie excitatrice et calculons
< vo|u(t)|ay R compte tenu de (42), (43) et (kh) & 1l'aide de la méthode

des résidus. Il vient finalement

. T
< vo|u(t)|ay >, (B +A -1 —2)t
5 -i R f(k) dk
= < b0|FH |akn > | e # T

- | E +A ~E_-fck-i -é-*l

. (E,+4dck)
o] il s amee
flk)ak e”> ~ H v

I‘b
Eb“i'Ab - Ea - ek = 1 5

Afin de rendre 1l'expression (L45) plus maniable, nous allons dé=-
finir la transformée de Fourier de la fonction f (k) par la relation

o0 .
J £(k) dk e-lckt

i

=00

Q0 .
J £(x) ax e *¢Kt

o)
car nous pouvons toujours supposer que f(k) est identiquement nulle pour k < O.
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On a de méme :

. i r.
(47) \(JZ/[ L = ] = %ﬁ-’l 6(t) exp -% (£, +8, ~E, -1 --1,%_-—) t
E, +8, -E ~Uck-i

(48)

(49)

(50)

2

] 1sitT>0
(6 (1) étant la fonction échelon : 6 (1) = 0sit <0 )

comme il est facile de s'en rendre compte en intégrant par lua méthode des
résidus. On' peut alors considérer les deux intégreles intervenant dens (45)
comme des transformées de Fourier prises aux instants 0 et t d'un produit de
fonction de k et en se servant du fait que la transformée de Fourier d'un
produit est égale au produit de convolution des transformées de Fourier, on

montre aisément la relaticn :

1
r- u
By iy By-Holi=i 5=

qui pour t = O s'écrit :

I f(k) dk _i I
., X
By *byEq-fek=i =5~

A 1'aide de (48) et (L49), (L5) sfécrit :

. . T
pli)ak e KV 4 r“’ o (1) 0(twt) exp - 7 (B +&-E ~i 52) (t=1) 4

-0

T

4o .
¢(1) 8(-7) exp %'[Eb*éb"Ea“i -gmj a7

=00

. i . by |
< bOlU(t)law >k7\ =% < bol%l|az)\ > e" ‘}{ (Eb+A~b-l 5 ) t
J ¢ (1) (e(t-r)- 8(-1)) exp + ﬁ-(Eb+Ab-Ea,i -z } tdr
ou encore =
i -> - i( + _i .I:E.)t t i ‘ I‘b
<bo|u(t)|ap > - ﬁ.<b0]5@&|akk >e H# Eptip=1 3 I $(1) exp R'(Eb+Ab_Ea_i E_J wdt
- . o

¢(1) étant donné par la relation (L46).
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| Lorsque t = 0, les deux bornes de l'intégrale de (50) sont
égales 4 z&ro : on retrouve le fait évident que 1'emplitude de probabilité
d'excitation est nulle & 1'instant t = Q. A
Afin d'étudier comment cette amplitude de probabilité varie
avec le temps, nous allons distinguer deux cas fondamentalement différents :

a) Excitation "Narrow=-line” : 1la largeur de la raie excitatrice Ak est trds

petite devant r, s on excite d 1l'aide d'une raie trds fine, On peut alors

considérer que f(k) est la distribution & (k~k). On a alors
o (1) = J 5 (kfh) emlckr ak = e-lqgr

ce qui reporté dans (50) nous donne pour amplitude de probabili%é :
< bo| 5’5]:]&1—& > -i E;‘}E - % (Eb-mb-i .2..1?.) t
(51)  <w0[U(t)]ay > = - e M o 7
T B A E i 52 - fek

Aprés un régime transitoire durant un temps de 1'ordre de M/Pb,

la deuxiéme exponenticlle du crochet de (51) devient négligeable devant la
premiére dont le module est &gal & 1 et on peut alors écrire la probabilité

Pba de trouver l’atome dans 1l'8tat excité b

|< bo] F [akn >|?
- ‘ 2
2, b
p+oyBaHek) ™+ -

l2

(52) [ P

e |< bo|uU(t)]|ay

>
kA

t >> ~£— (&
Ty

La variation de Pba en fonction du temps est représentée par la figure ci-dessous :

RO

>

=
\4
ﬁ-
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Aprds un régime transitoire durant un temps de 1'ordre de
M/Fb, la probabilité de trouver l’atome dans 1'état excité prend une valeur
constante d'autant plus grande que la fréquence du photon est plus proche de

¢ + - P - .
Ep ﬁb Ea} On ne peut pas parler de durée de vie

la fréquence atomique
de 1'état excité,
' Ceci se comprend trés aisément : la raie d'excitation &tant
trés fine, le temps de passage du photon devant 1lfatome {(donné par las largeur
de la transformfe de Fourier ¢ (1) ) est trds grend : en termes classiques,
1'atome voit passer une onde plane qui, aprés un régime transitoire durant le
temps M/Pb, met le dipOle électrique‘atomique en vibration forcée. La probabi=-
1lité de trouver l'atome dans 1'état excité est alors une constante qui devient
trés importente lorsque l'excitation Qu dip®le est résonnante, clest-d=dire
lorsque la fréquence d'excitation est égale & la fréquence propre atomigue.

b) Excitation "Broad-line"

Supposons maintenant, au contraire, que la largeur de la raie
excitatrice Ak est trds grande devant la largeur naturelle : Ucdk >> Fbo

Corrélativement, la transformée de Fourier du profil de la raie

d'excitation, ¢(1), aura une largeur trés faible, T, de 1'ordre de E%E <<»%u-u

T représente physiquement le temps de passage du train d'onde sur l'atome.
On peut toujours écrire ¢ (1) en introduisant la fréquence
moyenne k de la raie d'excitation

~ickT

¢ (1) =e g (1)
ol g (1) a la largeur T de ¢ (7).
(50) s'écrit alors
i SO 1¢ NPV | I-E)t t i Iy,
(53) <volu(t)]|aw “Ka ~ Wbolol%llakx > " it 3 Jog(r) exp (B, +4,-F, -fek~i 5—)1dt
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Dés que t devient €gal & un certain instant Tl tel que

—%— > T, > T, g (1) est sensiblement nul et 1'intégrale de l'expression (53)
b .

peut &tre remplacée par 1l'intégrale définie

Jo g(t)exp T (Eb+Ab-Ea-%0571 5 ) © dr, laquelle, puisque T, << «TE—

est sensiblement égale a
T .

I = 'J 1 g (1) exp %- (Eb+Ab”Eq’%CE-) T d1, Cette intégrale est indépendante
o

du temps et le seul facteur dép?ndant du temps dans < bO|U(t)|ay $kA reste
| - % (B, —2) T Iyt
alors le facteur e dont le module décroit en e 2% .
D'autre part 1'intégrant de 1l'intégrale définie I est le
produit de g (1), de largeur T par un facteur de phase de fréquence

% (Eb+AbnEa-Mc5] o I1 sera donc une fonction de k maximum pour Kg§_= Eb+Ab--Ea

et qui s'annulera lorsque le nombre d'oscillations du facteur oscillant sur la

largeur T de g (1) sera trés grand, c’est-a-dire dés que

i

U

Byt &
We

(Eb+Ab~Ea~Mc§J T >> 1 : I sera donc une fonction de k centrée en

= Ak,

1
cT
Afin de résumer les résultats précédents, les variations de

P o (t) =|< vojuUlt)|ay >

/
Pb a(t‘)

s de largeur

2 . . . . .
kx' sont schématisées sur la figure ci-dessous @
\ =
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On voit que pendant un temps de l'ordre de T & partir de t = 0
(temps de passage du train d'onde sur l’atoﬁe) la probabilité augmente, ce
qui. correspond & l'excitation de 1l'atome par le train d'onde., Puis, la proba-
bilité passe par un meximum et décrolt exponentiellement avec une constante de
temps M/Pb, ce qui correspond & la phase de désintégration de 1'état excité
sous l'effet de 1'émission spontanée.

Le maximum de la probabilité d'excitation est lui-méme une fonce
tion de la fréquence moyenne k du train d'onde excitateur, maximale lersque la
fréquence k est égale a la fréquence atomigque Ebiﬁhizﬁ et de largeur sensible-
ment égale & Ak, largeur de la raie excitatrice.

. Tous ces résultats sont en accord avec le principe de conserva-
tion de 1l'énergie et la relation d'incertitude.

In résumé, l'excitation "broad-line" est une excitation "en
pulse" qui permet de séparer les phases de préparation et de désintégration de
1'état excité, Ce n'est qu'avec une telle préparation qu'il est possible de don=-
ner un sens & la notion de durée de vie de 1%état excité.

Remarque : Il est possible de calculer entidrement le moddle dfexcitation "broad line"
en prenant pour profil de la raie excitatrice une raie de Lorentz centrée en k
de largeur Ak, On a alors

g (1) = e-cAk|T|

et on peut calculer rigoureusement l’expression (53) :
On trouve, en négligeant I‘b devant Ak dans le dénominateur résonnant :
< bO| %Ilaﬁk >

Et . T
= ""‘T‘a - - - L(E 44 =i =2 |
< bOiU(t)lw >k Eb+Ab-Ea-Mc5fiﬁcAk [:exp i ; exp ~cAkt -~ exp M(Fb+ i ) t
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Le dénominateur d'énergie nous montre que le maximum de proba-
bilité d'excitatio%ant un profil de Lorentz centrd en k = E:—b—."-)é‘-tc’—'"-I-‘;:ﬁk,-d.e
largeur Ak,

Le premier terme du crochet est un terme de "préparation' qui
disparalt aprés un temps de l'ordre de T = '&%{E' Le second est le terme de
désintégration de l'état excité.

Tous ces résultats illustrent les considérations générales fai-

tes & propos de l'excitation "broad-line".

C. Btude du cas général,

1°) Introduction :

Dans le traitement que nous avons présenté au § B, 1'hypothdse
que seuls les &léments de matrice < a k A | %I | b0 > sont différents de zéro
nous a permis de nous limiter au sous-espace z*?o sous-tendu par | b 0 > et
| a ¥ A > et le calcul des éléments de matrice de G(z) revenait & inverser dans

ce sous=-espace la matrice z - H :

| v,0 > | ak >

| 5,0 > 2-E, - <20 | lek A >

\\ O

N\
| a kA > ~<a§k|%l|b0> " z-E_~Hck
_ <&
AN
\\
0 N
N
Y
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En fait é%%l possdde d'autres éléments de matrice que
< akr| Fb; [0 > |
D'une part, | bC > peut Etre 1ié & des états | ckr >, (¢ étant
un état atomique autre que a); les processus correspondents se =ront importants
si l’énergie de 1'4tat ¢ se trouve comprise entre celles des états b et a, et
il y.aura possibilité d'émission spontan€e de b vers co

D'autre part, 1'état | aki > pourra Etre 1ié a des états 4 cdeux

- -, .
photons du type ] cki, ki27 >, ce couplage étant la cause 'un dtp1d00m°nt

x4t

d'énergie de 1'état fondamental par émission et réabsorption virtuelles de

photons.

Pour tenir compte de tous ces ccuplages, nous allons utiliser
une méthode enalogue d.celle qui nous a permis de aénéraiiser la formule de
Rabi dans le chapitre sur les 2tats discrets (e¢f po 210 Yo

Nous allons considérer la regtrlctlon G de G au sous=espace C)
sous~tendu par | b0 > et | akk > et montrer qub G est 1l'inverse d'un opprateur
de ce sous-espace, z - Ho - Ro Ltopérateur R contient les effcts du couplage
des vecteurs d'état de Ego avec tous les autres vecteurs, Ce couplege a pour

. z N > Y . - P .
effet d' "habiller" les états | b0 > et | akd >, et donc modifie leurs energies.

I1 modifie également le couplage entre les €tats de Ego en "habillant" les &1é-

ments de matrice d'interaction.
Nous commengons par définir, de fagon analogue au chapitre sur

A ]

les états discrets (p. 210 ), des opérateurs F et R relatifs au sous~espace > o0
ce qui nous permet de donner une forme condensée de G{z) (Cc=2°),

Puis nous &tudions & 1’aide d'une représentation diagrammatique
la restriction Rde R2 1'espace 750 (C-3°),

Enfin, nous reprenons point par point, en indiquent les modifica~-
tions apportées, l'étude que nous avons faite au § B de 1%évolution de 1’Ctat ins=-
table (§ C-4°), de la raie d°émission spontanée vers 1'état fondamentsl (§ C-5°)

et de la diffusion résonnante (§ C-6°).
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N
2°) Définition des opérateurs F et R. Calcul de G(z) :

a) Définitions -
Rappelons d'abord la définition des projecteurs P, et
Q. sur ‘8; et sur l'espace complémentaire :

| 0> <b0 | +§ f ak | a,kx > < a,k\ |
X

\/\f\
O o"d
i - n

1l - Po

Nous procédons ensuite exactement comme d& la page 210 :

Nous posons

n
(5k) G(z) = P G(z) P,
.Nous définissons ensuite F(z) par la relation

(55-a) o(z) P = F(z) G(z) P,
E(z) commutant avec P, on peut &crire
(55-b) F(z) P, = 6(z) ( &) )™ B,
De (55~b), on déduit
(56) P, F(z) P = P_

Nous définissons alors R(z) P, par la relation

=570
(s1) R(z) P =J5 F(z) P
'b 3 .
et nous appelons R(z) la projection de R(z) dens le sous~espace ?5; :

(58) R(z) = P_ R(z) P,
b) Calcul de F(z) et R(z)

Nous calculons F(z) Po comme & la page 212 et nous en

déduisons d'aprés la relation (4l) de cette page :

) Q -
(59) F(z) P, = P_ + ;_:SE; ¢@% F(z) P

oo-/ooo
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(61)

(62)

(63)
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(53) se développe en série de puissance de 36:12

Q Q
o) 10 (o)

- 7 . —t

F(z) P° = Po + T o g P + ose * (Z }

On a de méme (relation L5, p. 212)

_ P ...,QO.- ,
R(z) Po -5[01 P +%I ” f‘u" R(z) Po

s
d'oll 1'on peut déduire le développement de Wigner-Brillouin de R(z) 3

Q Q

4"} . Q » 24 3
= 7 w0 b o _ g o W .
R(z) Po '}f‘)I Po + Po?@I ZwHo 9N 1 Po + Po ¢ z«HO JL’I z»Ho Ut Po Fooee

Y]
c) Calcul de Glz

)
On montre comme & la page 211, relation 42 :

n N 'b(
P (z = H - R(z)) G{(z) = P,

(63) signifie que dans le sous-espace zi)é itopérateur E(z) est l'inverse de
z-H - E(z)o

Dans le moddle simple du § B, G(z) était 1'inverse de z- 1f£
Nous sommes donc ramenés & un probléme anelogue a ceLul du § B, circonserit
au sous-espace 250, a4 condition de rcmplacer é?? par R(z)

3°) Etude de R(z)

a) Représentation diagrammatigue des é18ments de matrice

N,
de R(z)

A
Le aéveloppement de R{z) en série des puissances de é%%
est représenté par la formule (62)0 Nous voyons que pour calculer & un ordre n
déterminé 1'élément de matrice de R(z entre deux états de. c; , 11 faut passer

_

par n-1 états intermédiaires situés en dehors de 24 et diviser par les déno=-

ninateurs d'énergie correspondants,
Nous pouvons représenter chaque terme du développement d'un élément
de matrice de H(z) par des diagrammes qui permettront de "yisuvaliser" le processus

physique correspondant a ce terme.

0(‘0/000




(6h=a)

(64=b)

- 272 -

Donnons-en quelques exemples

N
Soit & représenter 17élément de matrice < aki|R(z)|bO >

'3\
g 2 . hH%x
< akklé@llbo > que nous représentons par le diagramme O
a b

Le terme du ler ordre est, d'aprés (62)

Le terme du 3e ordre comprend par exemple 1'expre331on :
3 ‘ J . <akx|;’{; |ao > < ao| J(gllck"x" > < ck"A"| «o |bo >

dk"

cfa agp A" (2 - E_ - Hek") (z - E,)

-(Ce n'est pas 14 la seule contribution au terme du 3e ordre.
On doit, par exemple, &galement envisager les expressions dans lesquelles
interviennent des états intermédiaires & deux photons,)

Cependant, nous représentons l’expression (6h-a) par le dia-

er KA k’n A"

&£,

a d#o cie b'

Ces deux exemples nous montrent clairement comment les diagram-
mes sont construits et nous permettent de préciser les régles suivantes :
Chaque diagramme correspond & une expression intervenant dens le terme 3 un
ordre déterminé du développement d'un élément de matrice de %(z) suivant
1l'expression (62),

Le diagramme se lit dans le méme sens que 1l'é€lément de matrice correspondant.

Les états atomiques sont représentés par des traits horizontaux et les photons

_par des "tortillons".

ILes extrémités du diagramme sont les mémes que celles de 1'élément de matrice.

s
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- Chaque élément de matrice de éﬁgl correspondant a une interaction est repréw=
senté par un rond.

- Les états intermédiaires sont les mémes que ceux de lfexpression représentée,
24
c¢lest-d~dire qu'ils do’vent 8tre tous extérieurs & €o

- Pour obtenir 1'expression correspondante & chaque diagramme, il faut diviser

le produit des é1éments de matrice par autant de dénominateurs d“enprgLP qu'il
y a a'états intermédisires dans le disgramme (chaque dénominateur d’énergie
sVéerivent z = E, E étant l'énerpgie de 1l%état intermédiaire envisagé) et
gommer sur tous les etats interméd*aires possibles (c’est-d~dire sur tous les

g} et repcésentés sur ie diagraame),

s

états 1ntermed1a1res extérieurs
Pour obtenir les élémunts de matrice de R(z) il faut sommer
tous les diagremmes possibles & un ordre déterminé et a ﬁous les ordres.
Cette représentation diagranmatique permet d*écrire de fagon
condensée les é€léments de matrice de R(z) et surtout dfexpliciter les proces
sus physiques correspondant & un &lément de matrice et & un ordre déterminés.
Ainsi, pour le diagramme (6l4-b), 1'atome dans 1'état b Cmet uu photon k"M
et passe deans 1'état ci#a; puis il résbsorbe ce photon et passe dens 1'état
d#b; enfin il émet un photon kA en passent dans liétat a.
L'hypothdse simplificatrice du § B revenait & remp]acer R(z)
par son expression au premier ordre, Po,ygl P
Nous allons ici nous attacher & étudier la correction au 2e
ordre aux résultats simples obtenus. Ceci nous permettra de dégager des résul=-
tats physiques simples et intéressants. Le calcul aux ordres supérieurs, quoique
plus long, ne présente pas de dlfflcultes et s'effectuerait de la méme manlereo
Nous allons commencer par expliciter le développement de R( ) au

2e ordre inclus en JGIO
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b) Développement de R(z) au 2e ordre inclus en Eﬂg

X(z) présente quatre types différents d'éléments de
- g

~
matrice : Rbb(z), Raﬁk,b(Z)’ Rb,akx(z)’ Rak‘x',akx(Z)‘

Au deuxiéme ordre inclus : : KM
Rbb(z) est représenté par Pt )
' b c#a b
' ->
Rata b (2) " %\ - (2)
——%
’ a b
a1 K.\
- (z) "
" ,aifh __ —-——/-'-)_b -~ (3
R 9\
AN A NN\ e
K")‘"

(%) [ si k="
C‘”‘"’\ . ( Y )
C a

N\

R » > " > >

ak'A!,ak) kK'A? kA

’ 7‘1 {{( (5)7 k, k:
a A% C#b 8% a A’ A
uelconques
ko kA : *
T (6)

a d a

I1 est facile de voir qu'au second ordre inclus, seuls les six

diagrammes précédents sont possibles. Nous pouvons faire plusieurs remarques :

ouo/ooo
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. N\
Seuls les diagrammes représentent R et R - sont eau premier ordre :
0.) 1 g 5 repre i } ak)\,b b,&k,\ S P r (3]

c'étaient -eux qui intervenaient dens le traitement du § Be-

B) Le diagramme (L) n'est possible que si les photcns extr@mes sont identiques.
Le photon.ﬁk joue alors le rdle de "spectateur" et n'intervieat pes dens les
processus d'interaction. Les diagrammes (5) et (6) sunt possibles quals que
soient les photons KA et K'A'.

y) Les photons de méme k et A, en tant qus bosons, sont des particules indise
cernables. Or il n'a pas été tenu compte de 1'indiscernabilité pour éteblir

les diegrammes précédents. Il est évident notamment que les diagramues

P
AAAI N A .
kA K\
kA
bl-L’L ///
7t
\{:/JN\’\\'{ et v/ }r
a ¢ a ) a c &

correspondant au méme processus physique sont équivalents et ne doivent &tre

comptés qu'une fois. Nous verrons au c¢) comment résoudre cette difficulté,

Lo

c) Séparation de R(z) en deux parties

N P
-~ Définition de R'(z) et R"(z)

00000000000 0000000000 060300000

Posons par @éfinition

kA '-\—\AEA"."""E{U\G
N\ L '
(65) \ R'(z) = [00><b0|(—g Cchsﬁav}’ )+ 1 J A | afA > <akA | (= {m:%& )
~ - r~ A
R"(z) = R(z) - R'(z)
N - N
Nous avons ainsi séparé R(z) = R'(z) + R"(z) en deux parties,

dont l'une, R'(z), est diagonale,

aao/ooo
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(67)

(68)
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>

AY4 ‘Wk)‘
-~ Etude de R'(z) : T e
0CO0O00OO030CO0OOVCODO . /J\/\/\'\k X
Nous allons montrer que les €iéments de matrice PR S

sont reliés trés simplement & des quantités invervenant dans le calcul de la
self énergie de 1'état fondamental,

Etudions pour cela la modification apportée par le couplage
électromagnétique a 17&tat fondamental | a0 » et & son énergie,

Nous sommes amenés, comme nous l’avons fait dans le chapitre sur
les états discrets, & définir les projesteurs P = | 20 > < a0 | et Q =1="F,
sur 1'état normé | a0 > et daas l%espace complémentaire, puis & définir

[ 2 S " \7{ - ST A - 3 - 3 .
1" "Opérateur Shift » dont le développement de Wigner Brillouin est

{]

Q
(D ; - 74 ) 3 7
uua(Z) Paﬁ(z) P, =P g0 P, + Pa?gl 'z'":--—Ho %I P ¥ sos

ce qui, & 1%ordre le plus bas, donne

52) ro i‘civxvlé%ﬁliao > ]2

Ja{z) z v§° ! z2 = E, ~ ek’

On montre aisément, comme nous l'avons fait au § B que
# _ ) *
NACHENADS

et que SZ%L(Z) est une fonction analytique dans tout le plan complexe privé
d*une coupure partant de z = Ecig Ec; gtant lfénergie atomique 1a plus basse
au~dessus de 1'état fondamental, E, gtant inférieur & Ecl’ »ﬁaa(z) est analy-
tique au point E,» et par {68), on voit tout de suite que ;Eéé (Ea)-ESt véal),

Il est méme négatif, car on voit sur l'expression {67) que tous les dénomina-

teurs d’énergies E -E - Hek? sont négatifs,

ooo/ooo




(69)
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(1)

- 277 =

v 4

On peut alors calculer 1'&lément de matrice de la résolvante

G (z) = < a0|G(z)|a0 > :

Ga(z) = 3 =

z - E - N

Y
W \Z
 (2)

Les pdles de Ga(z) vérifient 1téouation implicite

ﬁx‘Ea"@(gx)zo

Il existe notamment urne valeur propre Eg; voisine de E, qui vérifie 1'éyue~
tion
(D, =
- 4 £
45‘1 By ¥ s a(c-"a)
dans laquelle on peut, & une bonne approximation, remplacer
4 "‘3 P (";) n
:Zia Zo,) DRI ‘/&é (£,)
On obtient alors
zga MEg Y S%%(Ea) =E,* Se
ce qui montre que scus 1l'effet de l'interaction électromagnétique, 1'état

fondemental se trouve "habilld" par des photons virtuels et que son &nergie

est abaissée d'une quantité réelle, | S, | ¢ c'est le "Lamb-shift" de 1'état

fondamental. ~
Revenons meintenant au calcul au second ordre de R'(z) et cal=
culons plus précisément KA
A NN
" <>
AP
R' ». > (2) =
k) ,ak) Pt
& L% —
a c a

ooa/coo
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D'aprés les conventions que nous avons faites sur les diagrammes

E'X' > > > 2
o L 1< akA|5ﬁ§I|ckA,k'x’ > |
v A - ?
(12) N o 0 < N E' g Jdk z=E, - Hek - Hek!

Deux cas différents peuvent alors se présenter :
a) K'A' # kA les deux photons K'A" et kA sont discernables et on a alors
< aﬁAI?GI|c£A, KAt > = < a0|é§&|cﬁx > 6

L'intégrant de l'expression (66) est alors égal 4 celui de
1l'expression (61), 4 cela prés qu'au dénominateur,z est remplacé par z-{ck.
B) E'A' = K ¢ les deux photons k'A' et kA sont indiscernables :

On sait alors que

a+KA | ¥x > = V2 | kA, kA >

ap, | Kx, KX > = /7 | >

Les opérateurs de création et d'annihilation de bosons gui sont

contenus dans l°opérateur JQ;I font intervenir des coefficients ¥ 2, On a

donc
(713)  |< aka| B [cka,Bn »|% = 2|< 0| |ekn >|?

1'indiscernabilité des photons introduit donc le facteur 2 dans le diagramme
k)
A A AT
kA

At o Mais il faut &galement ne tenir compte qu'une fois des deux

- ~

a C 8

diagrammes indiscernakles

K\ KA
M\NW\:;__ (= //f(:)\
kA
m et C LS aua

aao/ooo
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qui ont la méme contribution. Il revient manifestement au méme-de ne pas
tenir compte du facteur ¥ 2 et de faire intervenir ségarémént les deux diaw
grammes équivalents ci-dessus.
On peut généraliser ce résultat & un ordre quelconque et ajouter

& nos conventions sur les diagrammes la régle suivante s
- On tient compte séparément de tous les diagrammes équivalents dont la géo-
métrie est différente.
- On ne tient pas compte de la statistique des bosons, c'est=a-dire que pour
le calcul des diagrammes, on admet que
a'>, | R, BA coo KA > = | KA, KA coo KA >

Ne— " e T

n fois n+l fois

Cet artifice de calcul revient & ne pas symétriser les fonctions
d'ondes de bosons indiscernables et & remplacer le principe de symétrisation
par un principe d'addition des amplitudes de probabilités associfes & des
chemins "classiques” indiscernables quantiquement. Nous avons vu un résultat
équivalent pour des fermions, lorsque nous avons étudié 4 1l'eide de la matrice
S, les sections efficaces de diffusion d'électrons s il fallait alors retran-
cher les amplitudes de probabilités associées aux chemins "elassiques" indis-
cernables.

Avec cette convention supplémentaire, les intégrants des expressions
(67) et (73) deviennent les mémes (& cela prés qu'su dénominateur, z est rem-

placé par z = ¥ck), que %A et K'A' soient identiques ou non. On a donc

n
R'ak'k,ai{x(z) = @a (z = ¥ck)

ooo/ooo
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n
Mais il ne faut pas oublier qu'il faut alors, dans R"(z), faire

intervenir le diagramme

kA kA

a C a
~ ™

Ainsi, si R"(z) est uniquement diagonal, R"(z) posséde égale-
N
ment une partie diagonale : pour nous résumer, R'(z) fait intervenir les
diagrammes diagonaux (1) et (4) de la page 2Tk, R"(z) les diagrammes (2),

(3), (5) et (6)%

" Cecl &tant, nous pouvons poser

(15) { ata) o
75 G Z = AN
' 7 - Ho - §?Zz) - R"(z)
(16) {& (2) o
T ¢ (z) =

° z ~ H, - R'(z)

Nous avons alors la relation bien connue
a4 v latd AN N\
(17)  6(z) = G_(z) + G (z) R"(2) G(z)
Nous pouvons maintenant reprendre les différentes études que
nous avons faites sur le moddle simple du § B :
4°) Evolution de 1'état instable 3
a) Calcul de be z)

En itérant (77), on obtient :
Lo YA o d NNN/\,N/\/NM

G(z) = Go(z) + Go(z) R"(z) Go(z) + Go(z) R"(z) Go(z) R"(z) G(z)

ce qui nous donne 3

ooo/oco
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7~ 1
G, (z) =
bb ""'\/
z - B = Ry (2)
l -» N l N ‘ N
+ ] "
B =R (2) X J & p ain ket Rata,o o2
o v ~Ea AR5 ok sk
p—r 3y e Ry, —— o~
z~E, “R' (z) X XY byakd o _~Hek- é‘\«— ak),aK'A' “ak' A',b
bb z= aitA &)
o~
Pour calculer explicitement be(Z) en ne faisant intervenir

que les corrections & l”ordre re deux, il suffit de ne tenir compte que des
deux premiers termes du second membre de (78). Le dernier terme, en effet,
fait intervenir G ,)\, (z) et pour faire apparaltre & nouveau (z), il
faut développer Gak' AT,b au premier ordre, ce qui fait intervenlr des
termes d'ordre supérieur & deux dans 1'équation fournissant G (z)

Finalement, en explicitent au 2e ordre inclus :

R b,al-ﬁ’)\(z) - Rb,alzx(z) =< bOl Ilakl g
R o (2) = B3 (2) = < afa| P b0 >

ak\,b ak\ ,b c 8 I

' = -
R a}-&,aﬁ(z) /B (z = Hek) ,
~ dk|< ckA| Jéllbo >|

t =
R'ppl2) cga E I z - E, - Hok
On obtient :
Ve 1
be(z) = avec

z2~-E - f’{?;(z) - T'bb(z)

& |< akx | |v0 >|2
T'p(z) = 1 J

A z-Ea-Mck- %a( z-fck)

N
R bb(z) étant donné par la formule (79).

C.C/l..
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On montre aisément, comme au paragraphe B, que be(z) est une
fonction analytique qui présente une coupure sur l'axe réel” et qui posééde
un podle z, situé dans le deuxiéme feuillet de Riemann. La partie réelle de
ce pSle donne le déplacement radiatif de 1'état instable | b0 > et sa par-
tie imaginaire, la durée de vie finie de cet état,

Tout comme au § B, on peut, pour étudier 1'évolution de 1l'état
instable, remplacer dans (80) la quantité petite R'bb(z) + T'bb(z) par sa
valeur au point E, + ie., On obtient alors
—~

1l
Gy (2]
- - 0 1
2 =B - bb(Eb+1€) T po Eptic)

[
P -, . -~ § - ? . .
Evaluons sepérement les quantités T bb(Eb+1e) et R o (Eb+1e).
, .
a) T bb (E +ie)

0000095000060

On peut, dans l'expression (8l), négliger la quantité du

(82)

deuxiéme ordre en é%?l. a'(z - ¥ck) et écrire

ak |< aﬁklégllbo >|2
_ 1 1 = - ™~

(83~a) T bb(Eb+1€). ; J E *ie = E_ = Mck

L'expression (83-a) est slors identique a l%expression Ty Eb+ie) = Tb+(Eb)

que nous avons été amenés a calcgler au § B, si bien que l'on a
(83-b) ', (B +ic) = T (E ) =8, - i—she

T'bb Eb+ie) représente donc la contribution & la durée de vie et au déplace=-

ment du niveau b du couplage avec 1’état fondamental a.

ooo/ooo

Le point de branchement de la coupure correspond au point de branchement de
la coupure de T'bb(z) lequel est E_ - Jb (E )o Alors que dans le modéle simple

du § B, le point de branchement de G (z) correspondait a l'énergie non perturbée
E, de 1'état fondamental, il correspond ici a l'Energie vraie, corrigée par le
Lamb-shift de l'état fondamental,
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Y
, .
B) R'., (E +ie)
On &, d'aprés (79)
-~ J ek |<cim;/§:'Iib0>12

(84)  R'.. (E +ie) =
ob By c;a ;

E, +1¢ =~ & « #ck
b “e W

Chacun des termes de la somme sur cia de l'expression (8U4) est acalogue,
au remplacement de a par ¢ prds, a l'expression (83~a).

N

R'. . (E +ie) représente donc la contribution & la durée de vie et au dévla~

bbb
cement du niveau b, du couplage uvec tous les états c sutres que 1'étdt fone

damental.
De fagon plus précise, nous avons
ak |< cEn |5 1v0 > o
(85) z J E +i€ - E - MCk = Aeb ¢ - l "-—"‘""’2
A b c !
c # a
avec
2 2 - 2
(86-a) A'b,c =< E;:E::KE"’ g k J an |< ckx|@gt|bo >| “>
(86-b) Py e = 21 < 8 (By-E -Hek), ] k2 J ar |< cEaffh b0 >| 2 >
A
et enfin ~o r,bc
' : ' R )
(67) Ryp(Eyric) = ] (e - 1 — )
c#a
ir!
b
-
=8y "3

En réunissent (82), (84-b) et (87), nous obtenons :
1l

z2 - E - (Ab+A'b) +-§: (rb+r'b)

~
(88) be(z)f=

.0./00.
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b) Calcul de U, (%)
On obtient 1mmed1atement Ubb(t) par lntegratlon par

les résidus & partir de 1l'expression (88) de be(z)

Y, t
(En+ 6y)t b
Upp(t) = q

avec
?
b=t Ay
+ L
Ty ¥ Ty

8

Yo
Nous voyons ainsi que sous lfeffet de l'interaction électroma~
gnétique, le niveau b acquiert une largeur naturelle ¥y, qui est la somme de
deux termes :
1'un Iy est at & 1'émission spontanéde vers 1'état fondamental a et est four-
ni par le moddle simple &tudié au § B;
1l%autre P"b, est afl & 1’émission spontance vers les niveaux c¢ autres que 8.
Seuls y contribuent d'ailleurs les niveaux c tels que F'bc est différent de
zéro, c'est-d-dire d'aprés (86-b) les niveaux pour lesquels 1'argument de la
distribution § ( E, - E, - ek ) peut s'annuler et qui sont les niveaux

<E s 1'émission spontanée n’est possible que vers les niveaux ¢ d'énergie

c

inférieure a celle de b,

Le niveau b subit de plus un déplacement radiatif qui est di au

couplage avec tous les états (Ab ai au couplage avec 1l'état fondamental a et

A'. &l au couplage avec tous les états ¢ # a)o

b
5°) ggggg_§§“£§u§§§intégration de b vers 1'état fondamental :
~ Tout comme au § B, nous devons pertir du calcul de la guantité
G > (z)o

akl,b

coo/aoo
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(92)

(93)

L
a) Caleui de Gopy o (z)

Le relation (77) nous permet d'éerire immédiatement .

~r N [ ~ s
G = - R" > _(z) G (z)
aka,b B Hel- Cﬂa(z-Mck) ak\ ,b bb
] 1"
+ }Z\, J dk' R aﬁx,aﬁ’x'(z) Ga}?'x',b(z)

le igsgpd terme du crochet de (91) est un terme d'ordre supé--

: n a 3 1 é 1O o
EEEE?' En effet R uﬁx, altat est un terme du second ordre e@\f} on développe

G
ak')!, L o )
on obtiendre un terme du troisidme ordre que nous négligeons dans cette gtude .

b(z) suivant (91) de fagon & rendre l'expression de G i b(':.) explicite,
®

. e N .

En explicitant R"a?x b(z) et en remplagant be(z) par l'expression (88), on
. ™. ’

obtient alors :

-
éf:a’ (2) = 1 < akklﬁgllbo >
akA b

z-Ea-Mck-5Q$(z-Mck) z'Eb"6b+i ~;2~

Cette quantité présente un pdle au voisinage du point z = Ea+Mck°
La quantité'sasa(z—ﬁck), du second ordre, est négligeable loin du pSle et peut
Stre remplacée prés de celui-ci par sa valeur au point z = E_+fck. On peut
denc partout remplacer & une bonne approximation 5@; (z = Uck) par

o, (E,) = 6,, "Lamb-shift" de 1'état fondementel et remplacer (92) par

i s 1 < aﬁklggllbo >
G&A’b(Z) "\"' . Y:
z-EarGa-Mck 2~E, =8, +i —§h

.0./.0.
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b) Ftude de la probabilité de transition vers 1'état
>
|ak)\>

Liexpression (93) est analogue & 1'expression (26)

de la page 252 . On en déduit que la probabilité de trouver un photon KA

émis, 1'atome étant dans 1°’&tat fondamentel a, 4 un instent t grand devant

M/Yb est, par simple analogie avec la formule (28) =
| < aka 6 b0 >|2
PKA i 2 Yba
( Mek - (E +8,-E_=8,) )7 + >

La raie d'émission spontanée vers 1'état fondamental est lorentzienne avec

un maximum correspondant & une énergie du photon égale & la différence des
dnergies de 1'état excité et de 1'é@tat fondamental, chacune d'entre elles

étant corrigée par la self énergie globale des niveaux (reppelons que dans

le moddle simple du § B, seul intervenait le déplacement rediatif A du
niveau b sous l'effet du couplage avec l'état fondamental),

La largeur de la raie est &gale & la largeur naturelle totale
du niveau b, ¥, (et non pas seulement & la largeur I, due au processus d'émis-
sion vers 1'état fondemental), Sur une transition particulidre b + &, on voit
donc la largeur due & toutes 1esAtransitions possibles b -+ ¢, ce qui est en
accord avec la quatridme relation dfincertitude : 198tat b évolue sous l'effet
de tous les processus d'émission spontanée possibles vers les niveaux ¢
d'énergie inférieure & b. Son énergie n'est pas déterminée & mieux que Y,
prds et il est normal que la mesure de cette énergie sur une transition
déterminée (par exemple b - a) donne une dispersion d*énergie Yo

Quant & 1lfintensité et au diagramme d'émission de la reie, ils
sont déterminés par le carré de 1'élément de matrice | < aﬁkl&%llbo >|2 et

sont les m2mes que pour le moddle simple du § B,

uoa/ooo
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6°) Etude de la diffusion résonnanie 3

Nous allons maintenant reprendre le probléme de la diffusion
résonnante déjd étudié avec ie moddle simple du § B (§ B~5°).
N

. Nous calculons dfabord G : (z), puis

ak?A? ,akA
< ak'k'|U(t)|akA > et nous étudions la limite t + = ., Nous verrons alors

dans quelle mesure il est possible de @éfinir wie matrice S qui nous pers

mette de calculer la section efficace de collision et de mettre en évidence
les différences avec le modéle eiemenm..ra au § B,

a) Calcul de G Y kA(z) 3

Nous partons de la relation anslogue & la relation (29)

' ~v /S ~ ~ 7~ la s "
G(z) = Go(z) + Gé(z) R"(z) Go(z) + G (z) R"(z) G{z) R"(z) G, (z)

qui nous donne : ~-
1 R"ak SAS akk( z)
Caitrar ,aitn(2) = o [M" 8(k-E?) + —
’ Z-Ea-MCk°~u@%(Z-MCk°) z=E ~1ck-‘ (z-Mck)
~
" 1"
. Daknt,y (2) B" aia(2) 1
- - oo, -{ ’."(ﬂ -]
2B =6 +i (v,/2) z=E ~Hek= /0 (z~ck)

+ termes d'ordre supérieur.]

~
On a tout de suite, dans (96), remplacé be(z) par son expression (88).
Les termes d'ordre supérieur que nous avons négligés sont ceux qui feraient
apperaitre dans le développement explicite de G », ., . (z) des termes
ak'! A',akx

d'ordre supérieur & 2 en Eﬁglo

ooo/uoo
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1
z-Ea—Mck~6a“(Zwﬂck)

Les quantités du type ont un pSle prés
de E +Hck° On peut, sans commettre une erreur importante, remplacer,dans

les arguments des fonctions 62; et R", z par E +%ck, ce qui fait notamment
apparaltre fﬁ% (B ) = §ys Lamb-shift de 1'état fondamental., On peut alors

réécrire (96) :

1
G 2eyy i (2) 0 §(k-k*)
ak!) " ,ak) T 2-E_-§_~}ck® 0
a a
'Y
+ 1 1 [ Rnaqu' (E +fck)
2= =8 =fck? 2z=E =6 =}Hck *~
a a. a a
< aﬁ'k'l?&tlbo > < bolé%%[aﬁx > ]
+
z-E, -6, +i (Yb/2)
G (z) se présente ainsi comme la somme de trois termes. Au remplace-

aﬁ'k’,aﬁk»
ment pres de Ea par Ea+§a, de Ab par Gb et de Fb par Y les ler et 3e termes

sont identiques 3 ceux de l'expression (30) du § B. Le deuxiéme terme,

.sion (32=b) :

N\
1 1 "o, 18 é
R ak“AV,aﬁx(Ea+ﬁCK)’ du deuxiéme ordre en 4971, est

2=F =§ =Hck' z~E ~§ =Hck
a a a a
nouveau,
' > > : .
b) Calcul de < ek'A"|U(t)|ek) > et de la motrice S

Comme nous l°avons fait au § B, nous pouvons calculer
- -> 3+ t t, >
< ak'A*|U(t) Jak) > = < ak*A'|U(z, - :?-)|a.k)\ >

(z) On trouve alors, en négligeant le résidu au pdle z = E +6, -1

\

a partir de l'expression (97) de
b

ak'x' ?
qui decr01t exponentiellement avec le temps, une expression analogue a l'expres-

oao/ooo
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-+

; s R PTS TS B -
< ak'A'|U(t)|akr > = exp ..}17 '1?,&+5&4,1,13(3;.,’3;;;,.)4 <5 (B-R)

T N

AAT
4 . Yk . kek?
e . “ em { Fevmmomas ) s pone )4 -
< ai'k'lgg&|b0><b0|“{;|aﬁk S e e Gp)
+ I , —d -
L ow, ' ‘4 F S C .-:I}a‘- foek P48 -+ wh, - '."’-Y":h"
. Ye(k-k') KCR+E +8_=E, «6, +i-3 Hek P +E +6 =B 6b+1 2

R" > (E +Mck)

ak')? a.kk

: . Yk ® . O
+ Lexp - iMe (==y=)t « exp illc (-é:-‘-;;»-)tj >
g i 5y ¥

L'accolade comprend trois facteurs, Les deux premiers sont, aux changements
déja signalés prés, rigouvreusement snalogues i ceux de l'expression (32=b);
le troisicme est nouveau. ‘

Afin de calculer la matrice S, il feudrait maintenant passer en
représentaticn d'interaction per rapport & HO et calculer

-~
lim < ai:"x'lu(:z?-, - -g-)laizx >

t »> .
Nous avens vu, (p. 257 ) que le passage en représentation d'in~

teraction revient 3 multiplier 1°61ément de matrice (98) par l'exponentielle

ot [t (5]

Nous avons donc

<aj€'x9|8{.§. _-‘t-'-)ia}:rx>=exp_.i6 t j

2* " 2 ¥ a \
1'expression entre accolades €tant la mé€me que celle de la relation (98). Il est
facile de voir, comme nous l'avons fait p. 259 , que 1'expression entre accolaw

des tend, au sens des distributions, lorsque t + « , vers
G(k-k') - 2176 [Mck - }ick'] x

S'k'x',kx Sxar
[‘ ak'A!| A |b0z<b0|‘;Z |ak) > ~— -
+ R" > > (E +ch)
L}ick-(Eb-nS -E -5 ) +1 (yb/z) ko)" kA

oao/ooo
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Mais, en raison du facteur oscillant exp = % ¢ b de 1l'expres—

ne
sion (99), nous voyons que < aﬁ“k‘lU@%, ~'%)Ia§x > n'admet }&ELﬁﬁw}imit‘

au sens des distributions lorsque t > % - Ceci semble en contradiction "vec

jes résultats de la théorie formelle des collisions. En fait, la contrs o=
tion n'est qu'appurente. En effet, nous avons pris comme hspothése de ¢ sart
dens 1'étude de la théorie des collisions le fait que 1'inseraction ent e
jes deux systémes décroit suffisamment vite & 1'infini, ce qui correspc 4 3
1'hypothése physique qu'd un instant suffisamment éloigné dans le passé ou
dans le futur, les deux systémes n'interagissent pas et qu: les états e

les énergies non perturbés sont bien adaptés & l'étude du probldme physique
et sont, par suite de "bons 4tats" et de "bonnes énergies’.

Dans le cas ol 1lfun des deux systémes est un champ, cette aypo=
thése n'est manifestement pas vérifiée, Nous savons gque méme si le pho-on
diffusé est loin de 1’atome, 1'atome interagit toujours avec les"fluctuetions
du vide" et que son énergie se trouve déplacéeld’une quen* ité Ga qui c:astitue
le "Lamb-shift" de 1'état fondamental. o

Les "bons états" et les "bonnes énergies” du probllme physique
de diffusion envisagé ne sont donc pas les états propres <t les énergics pro=
pres de 1'Hamiltonien non perturbé 526%, mais ces états propres et ces énexr=
gies propres Sﬂﬁfiﬁéi par 1’effet des "eluctuations du vide". A 1'ordre le
plus bas, la correction intervient sur les énergies, mais ne modifie pos les
dtats propres, si bien que 1fon peut prendre pour état reosrésentsnt le sys=
t3me physique, longtemps evant ou aprds la collision, les états | akh >
d'énergie Eafﬁck +5, et | ak'A? > d'énergie Ea+Mck°+6&o

La "représentation" d'interaction qu'il faut choisir ne doit
donc pes &tre. prise par rapport & 1"Hamiltonien non perturbé H , mals par

rapport & 1'Hamiltonien non perturbé H, corrigé per le Lemb-shift de 3'Cuatb

oao/afo
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fondemental. Nous la distinguerons de la précédente par la notation ~=.

On & alors @

. o~
X oo, - Lyjak
exp g 8.t < kA UGG 2)|akk >

A
b,
>
=
Nf et
L 2
t
o+
S’
&
>’
v
i

L
e .
< ak'A! |U(-§-, - %)Iaﬁk > admet done pour limite lorsque t + =

[ ] 2
Sy ) donné per la formule (100).

gl . =
K'AY, k)
des photons par 1'atome. Il permet d'effectuer le calcul de la matrice de

représente 1'élément de la mstrice S pour le probléme de diffusion

réaction et de la section efficace des diffusions.

Nous allons maintenant en faire une gtude plus détaeillée.

¢) Etude de la matrice S

Les deux premiers termes de 1'expression (100) qui

s'écrivent

[ : -)‘"f' - . o '

< aﬁ‘k'lﬂIlbOM‘bOlg}(/y"IIa}t)\ >

ﬁckm(Eb+6b-EafGa)+i(yb/2)

sont en exacte analogie avec 1'expression (35) de la page 259 relative au
moddle simple. le deuxiéme terme résonne au voisinage de Hck = E-E_.

Nous verrons plus loin que le troisiéme terme, nouveau puar rap=
port & la formule (35), est trés petit au voisinage de cette fréquence. les
principales propriétés de le diffusion résonnante au voisinage de
ck = E—LTEE, découlent donc des propriétés de S) Eoar,ia e !‘

00-/000
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Nous voyons donc que la section efficace de diffusion subit
une résonance lorsque 1'8nergie du photon incident est €gale & la différen=

ce des énergies de 1'état excité corrigé par le déplacement radiatif total

Gb et de 1'état fondamental corrigé par le Lamb=shift (rappelons que dans

le modéle simple du § B, seul intervenait le déplacement radiatif b, du

niveau b sous l'effet du couplage avec 1l'état fondamental),

La résonence est lorentzienne et sa largeur est égale 4 la lar-
geur naturelle totale du niveau Yy, (et non pas seulement 4 la largeur b, due
au processus d'émission vers 1'état fondamental),

| Le diagramme d'impulsion et de polarisation du rayonnement dif=-
fusé, fqurni‘ par le produit des éléments de matrice d'interaction
< a.i:")\'lgéllbo > < bOI%Ilal—:*k > est le mfme que dans le cas du mod&le simple
du § B.
Ftudions maintenant la correction apportée par le troisiéme ter-

ne de l'expression (100) s

N
= w2j ~Hok! " 5
WAL 2iné I:Mck Hek :‘ R aﬁ'k',aﬁl(Ea + Yck)

D'aprés la définition que nous avons donnée de R", nous avons

> . > > >
~ ke F ok kokr-\m‘xmcjffrﬂkx
R (E_+Hck) ¢ + 7

"t air ‘Fa X
’ a ~ c¥b ~ & a 4 =~ a

<,ai€'>\°|%llco > < co|,7é’1|aﬁx >

1- ! b E + k
c¥b Ea c MC‘

< a0| |dkx > < atar | a0 >

it e 7
a Ea. Ed Hek

coo/noo
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Le premier terme de 1'expression (102) (cela est trés clair
sur la représentation diagrammetique) correspond & la diffusion de 1l°'état
| aifx > & 1'état | sZA! > par 1'intermédiaire d'un état ¢ différent de b.
Clest au -voisinage de Hck = E, - E_ un petit terme correctif qui représente
les ailes desrésonances de la gsection efficace de diffusion associées aux
Ztats instables c différents de b, '

Le deuxiéme terme de 1'expreqsion (102) (voir sa représentation
diagrammatiquq) correspond au processus physique dans lequel 1'stome émet
le second photon k'A' avent a'avoir absorbé le premier, L'énergie n'est ma-
nifd8tement pas conservée dansl'ét§£ intermédiaire et un tel terme sers né-
cessairement trés petit, C'est ce que montre son expression explicite dans
laquelle on voit que le dénominsteur E - Eq = Hek!' ne peut quais.ﬁtre nul.
Ce terme que l'on pourrait considérer comme représentant 1'aile 4'une réso-
nance correspondanﬁ 3 une .fréquence négative du photon'incident est ce qu'on
' dﬁpéiie le terme "antirésonnant" de la formule de dispersion.

Fn résumé, l'étude de 1%interaction électromagnétique que nous
venons de faire au second ordre nous & permis‘de corriger et de préciser les
résultats du modéle simple au premier ordre étudié au § B.

Nous avons vu qu'en ce qui concerne les intensités et les diagram-
mes de rayonnement, 1'étude au second ordre confirme les résultats du premier

ordre.

000/000

& I1 est évident que l'espace E?o dens lequel nous &avons circonserit notre pro-
blSme est adapté & 1'étude des résonances & + b et que dans un traitement de
perturbation les autres résonances & + c#b ne peuvent intervenir que comme des
corrections. Si on voulait étudier la résonance & c#b, il faudreit adapter

le probléme &u sous—espace Zg'o sous=tendu par les vecteurs l gkA > et | cO >,
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En ce qui concerne les déplacements radiatifs, nous avons pu
introduire le Lamb-shift de 1'état fondamental et nous avons montré que le
déplacement des états excités est dfi non seulement au couplage avec 1l'état
fondamental, mais au gouplage avec tous les autres états.,

En ce qui concerne la durée de vie, nous avons vu que la lar-
geur naturelle d'un état instable est due non seulement a4 1'émission sponte=-
née vers 1'état fondamental, mais 3 l'émission spontanée vers tous les états
d'énergie plus basse. '

Nous avons enfin montré comment on peut, sur une résonance de
diffusion, tenir compte des corrections apportées par les ailes des autres

résonances et-les termes antirésonnants.

D. Application : Diffusion_résonnante au voisinage ‘d'un -eroisement de

niveaux : Effet Hanlé;-effet'Frankeno

Une application intéressante de la théorie précédente est 1l'étude
de la diffusion résonnante au voisinage d'un croisement-de deux niveaux d'éner-
gie atomiques.,

'1°) Description de l'expérience :

Considérons un atome dont les niveaux d'énergie sont fonction
linésire d'un paramdtre, par exemple du champ magnétique Bo Appelons a 1'état
fondamental que nous supposons diamagnétique et bl et b2 deux niveaux qui se
croisent pour une valeur B de B (voir figure).

N b

Ene,rgie,

.0'/000
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-> -
Soient El et 62 deux polerisations orthogonales qui permecte

tent d'exciter sélectivement les reies by-a et by~a : en d'autres termes,

1'interaction électromagnétique J/ n'e pds d'élément de matrice entre
=5

|b0>et|a,k62‘>etentreIb0>et|a,*€l>

<b0|% |a;k? > = <v.0| b las K g >=0
L I 2 I

2 1

Par exemple si bl et b2 sont des états propres de la composante le long de

. ey s -2 -
B du moment cinétique de valeurs propres respectives +1 et -1, Gl et &2

ne sont autres que les polar -isations o, et o_ le ]oﬁg; de B,

Si mainteneant la polar sat:.on du pho’con n'est ni él ni &,

meis une superposition linéaire C-, de Cl et de 62 :

E=a, €, +a, €,
=0y €y Yoy &)

on dit que l'on a une polarisation cohérente : les €léments de metrice de€
%I entre | a; K.€: 3 et | b, ;0 > d'une part, entre | a; K €> et | b,;0 >

. d'autre part, sont tous 1es deux différents de zéro : il est possible &

1'aide de la polarisation (: d'exciter simultanément les deux niveaux by
et b2 qui se croisent.
Supposcons maintenant gque l'on irradie cet stome avec un fais-

ceau lumineux de polarisation -cohérente C de répartition spectrale u(k)

(1a largeur de u(k), bk, est supposée grande devant les largeurs naturelles

des niveaux bl et b2). Etudions pour un champ B voisin de B la lum1ere diffu~-

gée dens wne certaine direction, avec une polarisation coherente C__'

_....>' — .....a>
=Y = g 9
g'=a'y € *ay &

|
1
!

000/000
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On constate que 1°intensité de cette diffusion passe, lorsqu'

on balaie le champ B, par une résonance ceuntrée en B_, dont la largeur dépend

de la somme des largeurs naturelles des niveaux bl et b2 qui se croisent,

L'intensité(ainsi que la forme) de la résonance dépend naturel-
lement de la position de la fréquence moyenne de la reie excitatrice u(k) par
rapport & la fréquence de la transition atomique & = by, bg; mais elle dépend
aussi des direction et polarisation de la lumiére incidente (directions et
polarisation d'excitation) et des directions et polarisation de la lumiére
diffusée (directions et polarisation de détection),

On peut observer le phénoméne précédent soit dans le cas ol les

deux niveaux by et b2 sont deux sous-niveaux Zeeman d'un méme niveau atomique

excité qui se coupent en champ B nul (on 1l'appelle alors l'effet Hanle),
soit dans le cas ol les deux niveaux b, et b, sont deux sous-niveaux apparte-
nant & des niveaux atomiques différents qui peuvent se couper dsns un champ
différent de zéro (effet Franken),

Les résonances que nous venons de décriré'ont des applications
trés importantes., La mesure de lewr position permet de déterminer les valeurs
des champs correspondant i des croisements de niveaux d'énergie et d'en déduig
re par suite les valeurs de structures fines, hyperfines..., La mesure de leur
largeur fournit trés simplement la largeur naturelle d'un niveau excité,

Afin d'en donner une interprétation théorique, nous allons tout

d'abord calculer la section efficace pour un-photon monochromatique de polari-

sation cohérente (§ 2°), puis nous calculerons le signal détecté physiquement

en pondérant la section efficace par le profil de la raie excitatrice u(k)

(§ 3°).

oea/ooo
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2°) Calcul de le section efficace de diffusion (dans le cas d'une

excitation monochromatique) s

Nous allons commencer par calculer l'amplitude de diffusion

. + > -+
pour des- photons monochromatiques k € et k! éﬁ e

¢ ST
Nous devons envisager ici deux états §t$;1ques excités, La Sim

tuation est cependant identique & celle que nous avons etudlce aux § Bet C
& condition de remplacer le sous=-espace ?%o par le sous=espace '22 50US~
tendu par.les vecteurs I b ,O > et | ak g > (m pouvanh prendre les valeurs
1l et 2), Nous nous placeronu dans l'hypothése s1np11f1cat;3ce ou les seuls
€léments de matrice de 6%2 non nuls sont les &léments < b O[c%?lukl > .
Toutes les relatlons demantrecs au § B se transposent alors & condition de
remplacer partout le rrojecteur | b0 > < b0 | par le projecteur

glbm0><bmo|=!blo><blol+[b20><bao|°

Nous nous plagons dans 1'hypothése du modéle simple du § B
parce qu'il est plus facile & traiter et contient tous les résultats essen=
tiels, La seule modlflcatlon notable quapporte le traitement complet est qu'il
faut remplacer partout E par E + 8 a? les déplacements radiatifs Ab rar les
déplacements complets Gb et les 1urgeurs naturelles Pb par les largours natu-
relles totales meo Il suffirs d'effectuer formellement ce remplacement deans
tous les calculs, ' ‘

En généralisent la formule (35), page 259, on obtient

(104) Sp, % 2 2= §(k=k*) 87>z 2116 (fck-fek') x
< ak? eﬂf%IImexbmola'EIlaic’ e

ch+Ea-Ebm = bp, + i (Iy /2)

H o~
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Dfou l'element de matrice de réaction :

(105-a) < ak' @? I%(E +M.Cx()l8. =A A,

avec

> . : -
< ak'é?lzllbmo_ > < bm0|%1|a§€,>

Hck+E - Bop = dp, + 1 (ry /2)

(105-b) A =

La section efficace est , d'aprés (b1), égale &

“""'——-h 2 Fo ot >>
(2;)21; |< ak? € 7] F (& +Hex) [ait € 5|2
K¢ a

Elle est donc proportionnelle & | A+ xl\.2]2o De fagon précise :

(2'") k (IA 12

(106) o (ﬂk, ]A2] * 2 Re AA, *

La formule (lOo) reut s'interpréter physiquement de f‘agon tréds simple s
deux chemins, représentés par les diagrammes c1~dessous sont possibles pour
le processus de diffusion (et ces deux chemins seulement dans 1°hypothése

du modéle simple choisie),

—_  —
Ko ec> > — g cv s
Hl\ / k € ‘—LLL.\ / ke
a bl a a ‘o2 a
"chemin" 1 "chemin" 2

Le "chemin" 1 représente une absorption du photon k €: avec pas-
sage de l'atome dans 1'état excité bl, puis une &mission du photon k! e";
Le"chemin" 2 représente un processus analogue, mals avec passage de 1'atome

dans l'état excité bgo

OOO/OOO
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A chaque "chemin" est assocife une amplitude de probabilité

(Al pour le "chemin" 1, A, pour le Yohemin™ 2)s L'emplitude .de probabilité
associée au processus gloval est la somme Ay+hso La probabilité du proces-
gus global est le carréd du module de cette somme. En plus des termes "carrés",

. . D * . .
il apparalt un terme "rectangle", 2 Joe AJAL T, qud décrit 1'interférence

entre les deux chemins possibles. C'est ce terme interférence qui va €tre

- responsable de la variation de ls section efficace au voisinage du point de

croisement,
Remarque importante s A, et A, ne sont tous les deux différents de zéro simulto-
> & =@ L T
nément que parce que C£7et €° sont tous les deux des superpositions lin€ai.

= = :
" res de él et € /(Yo:xr relaetion 105~b),
Sm—

-\ = . . .
Si € et €& n'étaient pas tous les deux des polarisaticns co-

hérentes, un seul des chemins 1 et 2 resterait "ouvert" et le phénonéne d4'ine-
terférence disparaitrait.
3°) Calcul du signal détecté :

Nous avons cslculé la section efficace de diffusion pour un pho-
ton monochrometique de vecteur d’onde Xo

En fait, la source n'est pac monochromatique : elle émet des pho=-
tons dont la répartition en fréquence est donnée par la fonction u(k) de lar-

geur Ak, grande devant I‘bm/l’icD autour d'une valeur k ®

ooc/ooo

* Ne pas confondre ce modéle dans lequel la source émet des photons incobérents
entre cux avec une répartition en intensité u(k) et le moaéle choisi pour traiter
1a preparation de 1'état instable au § B-6°) dens lequel 1'atome interagissait au
cours d'un processus &lémentaire avec un photon constitué par une svperposition
cohérente, pondérée par la fonction £(kJ, de photons monochromatiques. Alors qu'il

fallait pondérer par f(k) les amplitudes de probabilité (cf formule L42), nous de=-

vons ici pondérer la section efficace, donc la probubilité de diffusion par ulk),




Le photomultiplicateur ne discernant pas l'énergie, 1'intensité

diffusée dans la direction Q1 s'écrit, en considérant que”k2 varie peu le

long du profil de la raie excitatrice, ce qui permet de sortir E?de 1'inté-

gration :
4
_(em)?t 2 2
qon  wa) = - [0 18,00 + a,001% &
4
= (g“g x° [:J u(k)|Al(k)|2 ke + [ u(k)[AQ(k)Iz dk
Ko™ '
[
+ Qﬁ_e [ u(k) A, (k) 4,%(x) dk]
Nous pouvons &crire _ -
- Bm
(108) A (k) = — .
fe(kek ) + i (Ty /2)
(109-e) avec fe k =By + dp - E,
_
(109-b) B, = < ak' €' ;10,0 > < bmol%llal? >
alors que 1 varie rapidement avec k au voisinage de

yic(k-km) + i (rbm/e)

k =k, B ne dépend pratiquement pas de k et peut €tre sorti de 1l'intégration.

Calculons successivement les différents termes de l'expression
(107). Nous pouvons écrire :

(k)A(k)2='132[ ’ u(k) dk
I u l 1 ‘ ‘ ll “2cz(k_kl)2 + (rzbl/h)

La fonction 1 » de largeur T trés faible devant Ak, se

2 >
% c"’(k-kl)2 + (F?bl/h) |
ez . 2% . o
comporte dans l'intégration comme Y § (k-k,) et on a finalement :
}{crbl ) 1 :

0.00/000




(110-a)

(110-b)

(111~a)

(111-b)

(112)

(113)
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J u(k)|A1(k)J2 dk 2.35%51 IBll2 u(k,)
et de mEme

Comme Me bk est grand devant Fbma les expressions (110~a) et
(110-b) varient peu avec kl et k2 lorsqu’on varie kl ou k2 autour du point
de croisement des niveaux b, et b2 d%une quantité de l'ordre de quelques
ﬁchmo

Nous nous placerons dans la suite dans ces conditions et nous
poserons, en appelant ko la valeur ccmmune de k1 et de k2 au croisement de
niveaux 3

J u(k)lAl(k)|2 dk = ?%%EI |Bli2 ulk,)

2n 12

[ u(k)lA.a(k)l2 dk = HET;; 1B,i" ulk)

Nous voyons gue les deux termes carrés sont sensiblement cons=

tants au voisinage du croisement de niveaux. Il ne nous reste plus qu'd étu-
dier le terme rectangle : '
On peut écrire y )
B, B,
12

Eic(k»ki) + i(rbllz)] Ec(k-k?)n i(rbz‘/z)] | |

+
Al(k) A, (k) =

« .
B, B, 1 1
t—1 an

o (ky=kp)-"3 (Ty #Ty,) | Holioky )4i(Ty) /2)  Helkoky)-i(Tyy/2)

et compte tenu de (112) 3
, ‘ . |
u(k) dk rulk) dk
T = I

. ; b " . b2
Hv(k-kl)-ﬂ. —él ﬁc(k-kiwl -5~

B B

Iu(k)A ()A, " (k)ax = - ,
' e (k) =ky)= 5Ty +Th,) |

e
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(115)

(116)
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Ty étant'petit devant {c Ak, largeur de u(k), la fonction
1

: 1 1 C .
T se comporte comme e [g)(fc:q) - ind (}c-}fl;]
He (kek, )+i — .
vis & vis de 1'intégration dans la formule (113). On a donc :

u(k) dk
. Pb
ﬁc(k—kl)*'l -_él

= -—%‘E— E?E:I%r’ u(k) > =in u (kl)]

On a de méme

u(k) dkl‘ ) ie -Eg)ki_kz’ u(k) > + ir u(klil

. b
MC(k-kl)-l -—2-2-

Les deux parties principé.les qui interviennent dans les exprese=

sions (1lk-a) et (11L~b) sont pratiquement égales si k,~k, << bk, hypothise
qQue nous avons admise en supposant que kl et k2 ne varient que de quelques
Mcl‘bm autour du point de croisement. les deux parties principales s'annulent ‘
donc dans 1'expression (113) et on obtient en posant u(kl) = u(ke) = u(ko) s

-4
2n B.B

[uton, Gom ) @ = 22 gy 2

fe ..‘z.l.._a_._lza + ife(k,-k,)
et finalement, compte tenu de (107), (111-a), (111-b) et (115), on a :

"o 12 2

5 3,12 5,2 -
(e, ,) = 4200 2y [0, 15 +2%e)n.p" 1
k )i3c3 - o) I‘b I‘b 172 I’b +I'b
1 2 —-1-2—.?. + iffe (k) =k,)

COO/lOO
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Nous voyons sur la formule (116), que l'intensité diffusée
dans une direction donnée est résonnante au point de croisement kl = ky,
la résonance apparaissant uniquement sur le terme d'interférence entre les

deux chemins de diffusion possible. Le signal de résonence disparalt lorsque

Mc(kl-kz) >> Pbl + Fb2, somme des largeurs naturelles des deux niveaux qui se
croisent‘(ce.qui.justifie.l?approximation.que nous. avens faite pour &tudier

1 =k, = k_. dans u(k) ).

L'intensité de la résonance dépend de la fréquence d'excitation

le phénoméne.en posant k

moyenne k et elle est d'autant plus grande que ko est plus proche de k, valeur
pour laquelle u(k) est maximum. Elle dépend également des polarisations et des

directions d'excitation et de détection par l'intermédisire de B B,;° Enfin, .

1

la forme de la raie de réscnance, donnée par 1'étude de

ézge B. B * 1 » €st un mélange de courbes d'absorp-
1 PB +T

by
- + iffe (K ~k,)

tion et de dispersion, la proportion des deux formes dépendant encore de

BlBa* donc des polarisations et des directions d'excitation et de détection.
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