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Systemes Dynamiques et Introduction

au Chaos
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Résumé

Le but de ce chapitre consiste a déterminer les con-
ditions requises pour qu'un systeme physique possede un
comportement chaotique. Nous verrons qu'il est nécessaire
que celui-ci soit non-linéaire et qu'il ait au moins trois
degrés de liberté. L'étude rigoureuse de ce type de systéeme
étant en général délicate, nous nous limiterons a une
étude qualitative purement graphique. Pour cela, nous in-
troduisons I'espace des phases, dont nous discutons les
éléments remarquables.

Quelques définitions préliminaires permettent de cer-
ner les caractéristiques essentielles des systemes dynami-
ques. Elles sont illustrées par des exemples simples dont
chacun permet de présenter un aspect de I'espace des
phases.

Nous partirons de systémes réguliers connus pour
aller vers des systemes chaotiques simples. Nous abordons
les systemes linéaires a deux degrés de liberté, les systemes
non linéaires, ceux qui possedent quatre degrés de liberté
et enfin ceux qui ont un comportement chaotique. Nous
dégageons ainsi les conditions minimales nécessaires pour
qu’un systeme présente un comportement chaotique.

Finalement, nous formulons les critéres permettant

de caractériser les mouvements chaotiques et les mouve-
ments réguliers.

I.1 Définitions

1.1.1 Représentation d’un systéme phy-
sique

Pour décrire ’évolution dynamique d’un systéme phy-
sique, il est souvent commode d’en faire une repré-
sentation graphique. A chaque état du systéme est as-
socié un vecteur X. Suivre la dynamique du systéme
correspond alors & observer 1’évolution du vecteur X
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Figure 1.1: L’ oscillateur harmonique obtenu avec une
masse m attaché & un ressort k.

dans un espace vectoriel £ appelé espace des phases.
Cette évolution est décrite par un ensemble de n
équations différentielles munies de conditions initiales :

dX - o
E = F(X) (+C 1. : X(t:O)) (Il)

L’application qui fait passer d’un vecteur de £ a
un autre au cours du temps s’appelle un flot.

I1.1.2 Espace des phases, degré de liber-
té

Ce type d’équation vectorielle, qui décrit 1’évolution
déterministe d’un processus physique, est étudié par la
théorie des équations différentielles ordinaires. L’espace
vectoriel £ est caractérisé par sa dimension n. Elle con-
stitue aussi le nombre de degrés de liberté du systeme
dynamique considéré.

Cette notion d’espace des phases fut d’abord in-
troduite en mécanique [1], ol nous trouvons notre pre-
mier exemple de systéme dynamique : ’oscillateur har-
monique a une dimension. Sa position est déterminée
par la variable g. Pour connaitre completement son état
dynamique, il faut préciser son impulsion p. L’espace
des phases posseéde ainsi deux dimensions; selon la
définition que nous avons donnée, l'oscillateur har-
monique possede deux degrés de liberté. Cette définition
est différente de celle traditionnellement donnée en
mécanique ol un degré de liberté est associé a chaque
couple (g,p) [1].

En général, la fonction F' est différentiable un
nombre suffisant de fois et peut étre non linéaire. Dans
le cas de Voscillateur harmonique (une masse solidaire
d’un ressort voir Fig.I.1) la fonction F prend la forme :

{ dq/dt =p/m

Op/ot = —kg (1.2)

1La formulation habituelle est donnée par une équation avec
une dérivée seconde : m§ + kg = 0. Nous lui nous préférons la
forme de deux équations aux dérivées premiéres qui met en valeur
chacune des variables de I’espace des phases

Figure 1.2: Circuit électronique & deux degrés de liberté.

1.1.3 Points fixes, sous espaces invari-
ants

Le comportement d’un systeme dynamique s’étudie en
caractérisant ses points d’équilibre, également appelés
points fizes :

(1.3)

Leur stabilité est étudiée en approximant F' au voisi-
nage de Xy par une application linéaire.

On se ramene donc a I’étude d’un systeme linéaire :

= Lx,(X) (1.4)

dt

ou L est lapplication tangente & F en Xo. Valeurs
et vecteurs propres de L détgrminent I’évolution du
systeme dans le voisinage de Xj.

I.2 Systemes dynamiques liné-
aires

La notion de systeme dynamique est tres générale: elle
peut s’appliquer & des systemes d’origine mécanique,
électronique, chimique, thermique, etc. Pour éclairer
les définitions que nous venons de donner, et en par-
ticulier pour expliciter les différents types de points
fixes, nous nous proposons de les illustrer & l'aide de
quelques exemples simples tirés de la mécanique et de
I’électronique.

I.2.1 Circuit a deux condensateurs

Considérons le circuit de la figure 1.2 qui contient deux
résistances et deux condensateurs. La connaissance des
tensions V; et V4 & un instant donné, permet de prédire
complétement 1’évolution du circuit.

En utilisant les relations : V}, = RI; + Vs, [} =
Vo/R + CdVy/dt = —CdVy/dt, il est facile de montrer
que les équations régissant ce systéeme dynamique sont :



Circuit a deux condensateurs
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Figure 1.3: Trajectoires issues de différentes conditions
initiales dans l’espace des phases du circuit a4 deux
condensateurs. Toutes les trajectoires convergent vers
Porigine, rapidement dans la direction de V;,, plus lente-
ment suivant 17;

(G0 -m (3 5)() o

La solution générale s’écrit : V’(t) = ceQat/ROVY 4
e/ ROV, ot A, (resp. A\y) et V, (resp. Vj) sont
les valeurs et vecteurs propres de la matrice A
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ditions initiales V(¢ = 0) et V2(¢ = 0). Le point fixe est
évidement (V7 = 0,V, = 0).

Calculons les vecteurs propres et les valeurs pro-
pres : det.(A —AI) = A2 +3XA+1=0. D’ou

Vi
Va

, et ¢, et ¢, sont obtenus & ’aide des con-

o o= (-3+5)/2, avec: V, = ( (\/gil)/2 )

e N = (=3-105)/2, avec: Vj = ( _(1+1\/5)/2 )

On peut représenter les trajectoires dans le plan
(V1, V) comme sur la figure 1.3.

Puisque les deux valeurs propres sont négatives, les
directions propres rameénent la trajectoire a l’origine.
Comme la valeur propre A est la plus grande en valeur
absolue, partant de toute condition initiale, le point
représentatif du systeme est rapidement ramené vers le
sous espace invariant associé a v, pour rejoindre plus
lentement ’origine parallelement & celui-ci.

De fagon générale, quand toutes les valeurs propres
au voisinage d’un point fixe sont négatives, comme dans
cet exemple, ce point fixe est appelé noeud stable.

I1.2.2 Bille au sommet d’une colline
Considérons maintenant le cas d’une particule maté-
rielle au sommet d’une colline parabolique dans un
espace a une dimension. C’est un systeéme & deux degrés
de liberté : la position ¢ et I’impulsion p, régi par les
équations suivantes :

(L6)

Le point fixe est lorigine (¢ = 0, p = 0). Sa
stabilité est obtenue en cherchant les valeurs propres

de la matrice :
0 1/m
k 0

Les valeurs propres sont A

(L7)

+v/k/m et les

> 1
vecteurs propres associés : V4 ( +Em ) L’espace

des phases est représenté sur la figure 1.4, une trajec-
toire correspondant & une solution de la forme :

V = Vi exp(k/mt) + V_ exp(—/k/mt)  (L8)

Lorsque les valeurs propres vérifient A\_ < 0 < A4,
on qualifie le point fixe de point col ou de point selle
(saddle node).

Comme on pouvait s’y attendre, le point d’équilibre
est instable puisqu’il existe une valeur propre positive,
c’est-a-dire une direction de ’espace des phases suivant
laquelle une trajectoire s’écarte de 'origine. La trajec-
toire qui s’en rapproche correspond au cas ou la bille
est lancée loin du sommet de la colline avec une vitesse
juste suffisante pour 'atteindre. Les autres trajectoires
correspondent a des cas intermédiaires : soit la vitesse
est trop grande et la bille passe au dessus de la colline
pour redescendre de I’autre coté, soit elle est trop faible
et la bille rebrousse chemin avant d’arriver au sommet.

1.2.3 Bille au fond d’une vallée

Considérons maintenant le cas d’une particule matérielle
au fond d’une vallée parabolique. Ce systeme possede
deux degrés de liberté associés & la position g et
I'impulsion p : il s’agit de oscillateur harmonique, régi
par les équations I1.2.

Le point fixe est toujours le point (¢ = 0,p = 0).
Une fois de plus recherchons les valeurs propres de la
matrice pour étudier la stabilité :
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Figure 1.4: Trajectoires dans ’espace des phases d’une
bille au sommet d’une colline. Les trajectoires illustrent
un point col. Elles s’échappent toutes a linfini, sauf
celles qui démarrent exactement sur la direction con-
tractante et conduisent précisément la bille au sommet
de la colline. Les hyperboles telle que x > 0 correspon-
dent aux cas ou la vitesse initiale de la bille est trop
faible pour passer au dessus de la colline.

(5"

Les valeurs propres sont complexes conjuguées A =

> 1
+i/k/m et avec les vecteurs propres : Vi ( +ivEm ) .

Une trajectoire correspond & une solution de la forme :

(1.9)

V = Vi exp(iv/k/mt + ¢) + V_ exp(—ir/k/mt J(r ) |
1.10

L’espace des phases est représenté sur la figure
1.5. Les trajectoires y sont maintenant des ellipses.
Le mouvement de la bille est une oscillation dont la
fréquence est indépendante de ’amplitude (le “rayon”
de lellipse) et donnée par les valeurs propres wg =
Vk/m.

Comme les valeurs propres sont complexes con-
juguées, le point fixe est appelé foyer ou centre.

1.2.4 Les différents types de points fixes

Pour des valeurs propres réelles, le point fixe est un
neeud stable si elles sont toutes négatives, un point col
ou encore un point selle si certaines sont positives.

Pour des valeurs propres complexes, le point fixe
est un foyer ou centre.
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Figure 1.5: Trajectoires dans I’espace des phases d’une
bille au fond d’une vallée ou d’un oscillateur har-
monique. Ces trajectoires sont décrites dans le sens des
aiguilles d’une montre. Le point invariant est un centre.

1.3 Systemes dissipatifs et hamil-
toniens

Les trois exemples que ne nous venons de discuter
présentent des différences importantes qui permettent
de distinguer certaines classes de systemes. Le circuit
aux deux condensateurs relaxe toujours vers l'origine
quelles que soient les conditions initiales choisies. L’éner-
gie électrique accumulée dans les condensateurs est dis-
sipée par les résistances au cours du temps. Par contre
les deux exemples mécaniques conservent I’énergie du
systeme. Au cours des mouvements de la bille, on as-
siste seulement & des transferts entre énergie potentielle
et énergie cinétique. Evidement, ceci n’est vrai qu’en
I’absence de frottements.

On appelle systémes hamiltoniens ou systémes
conservatifs les systémes qui conservent ’énergie totale
et systémes dissipatifs les autres.

I.3.1 Conservation des aires

L’espace des phases des systemes hamiltoniens présente
des caractéristiques remarquables. D’une part, deux
trajectoires distinctes n’y ont aucun point d’inter-
section. C’est une conséquence immédiate du caractere
déterministe du systeme : puisque des conditions ini-
tiales identiques conduisent & des trajectoires confon-
dues et comme tout point de ’espace des phases peut
étre choisi comme une condition initiale, un point com-
mun implique l'identité des deux trajectoires. D’autre



part, les systémes hamiltoniens conservent les aires
dans ’espace des phases, ce qui constitue le théoréeme
de LiouviLLE. Considérons un volume 2 & l’instant
to, et suivons son évolution au cours du temps. Il va
se déformer mais son volume va rester constant. Ceci
résulte de la nullité de la divergence de dX /dt :

=/ div d—X
L[ (om0 omy
o) <7 \9¢; 9pi  Opi 0g;

ol v est le volume de ’espace des phases du domaine
Q(t) transporté par le flot et H est ’Hamiltonien du
systeme.

dv
dt

11 en résulte une propriété intéressante des valeurs
propres d’un point fixe d’un systeme hamiltonien : leur
somme a toujours une partie réelle nulle. Ainsi la bille
en haut de la colline tombe avec une valeur propre
++/k/m mais il existe une trajectoire ramenant la bille
au sommet avec la valeur propre opposée.

1.3.2 Systémes dissipatifs

Une fagon simple d’obtenir un systéme dissipatif con-
siste a prendre un systeme hamiltonien et a lui ajouter
des frottements. Dans le cas de ’oscillateur harmonique,
I’équation du mouvement devient :

{Gq/at =p/m
dp/ot = —kq—p

Il est facile de voir que le terme de frottement ~
induit ’apparition d’une partie réelle dans les valeurs
propres Ay qui transforme les trajectoires elliptiques
du cas sans frottements, en des spirales convergeant
vers lorigine. On pourra de la méme fagon étudier
I’influence du terme  sur un point col.

(1.12)

Les systemes dissipatifs peuvent aussi correspon-
dre a une augmentation de ’énergie totale du systeme ;
ceci se modélise par un vy négatif.

I.4 Systémes hamiltoniens non
linéaires

Les systemes hamiltoniens ayant fait 'objet d’études
intensives [2, 3], il nous est possible de dégager les
conditions nécessaires pour observer des trajectoires
chaotiques. Comme nous le verrons, le caractere non-
linéaire constitue 'une de ces conditions essentielles.
Cependant tous les systémes non-linéaires ne sont pas
chaotiques, comme nous l’illustrons avec les deux ex-
emples qui suivent.
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Figure 1.6: Représentation de la surface d’énergie totale
en fonction de la position et de la vitesse de la bille dans
un potentiel 4 deux puits

I1.4.1 Bille dans un potentiel a4 deux
puits

Un systéme est non-linéaire dés que les équations qui
le gouvernent ne sont plus des fonctions linéaires de X.

C’est le cas, par exemple, si la force qui agit sur
une bille est du type : Op/dt = q — ¢*. Cette situation
correspond & une bille placée dans un potentiel a deux
puits, situés en ¢ = +1. Le systéme possede toujours
deux degrés de liberté et est décrit par :

=p/m

{ Oafot . (1.13)

Op/dt

Les solutions de 1’équation I.13 sont beaucoup
moins faciles & déterminer que celles d’'un systéeme
linéaire. Nous verrons par la suite qu’il est méme parfois
impossible de trouver les solutions de certains systemes
non-linéaires. A ce stade, nous ferons une analyse quali-
tative des trajectoires dans l’espace des phases. Pour
ce faire nous commencons par en déterminer les points
fixes, qui sont au nombre de trois :

-1 0 1
(o) »=(0)~=(s
Autour de chacun d’eux, nous pouvons maintenant
linéariser les équations 1.13. Autour de 'origine, nous
retrouvons les équations 1.6 et donc prédire que ce point

fixe est un point col. Pour les deux points fixes restants :
A_; et A; on constate que la linéarisation conduit & un

) (L14)



Vitesse dx/dt

Position x

Figure 1.7: Trajectoires dans ’espace des phases d’une
bille dans un potentiel 4 deux puits. Ces trajectoires
correspondent aussi aux lignes de niveau de la surface
décrite sur la figure I.6.

systeme d’équations du type I.2. Ces points fixes sont
donc des centres et les trajectoires voisines sont des
ellipses. Pour obtenir les trajectoires du systeme dans
tout 'espace des phases, on est tenté de prolonger d la
main le motif formé par le point col entouré de deux
centres.

En fait, il existe une fagon rigoureuse de procéder.
Nous avons vu que les systémes hamiltoniens conser-
vent 1’énergie au cours du temps. Construisons donc
un graphique a trois dimensions dont deux sont celles
de l’espace des phases et la troisieme 1’énergie totale
du systeéme. Ainsi nous obtenons une surface S avec un
point col a ’origine séparant deux bassins autour des
autres points fixes. Puisque I’énergie est invariante, une
trajectoire du mouvement correspond & une coupe de la
surface S selon une énergie constante. Les trajectoires
du systeme sont équivalentes aux courbes de niveau de
la surface S, reproduites sur la figure 1.7.

La méthode que nous venons de décrire est tout
a fait générale : elle ne dépend pas du potentiel non-
linéaire et elle peut s’appliquer & tous les systémes
hamiltoniens ayant deux degrés de liberté. Dans la
mesure ou la surface S ne présente pas de patholo-
gie particuliere, nous obtiendrons soit des trajectoires
fermées, soit des trajectoires qui partent & linfini.
Par contre, cette méthode ne nous permet pas de
déterminer les dynamiques de parcours de ces trajec-
toires. S’il est clair que les trajectoires fermées cor-
respondent & des mouvements périodiques, il n’est
pas possible d’en déterminer la fréquence avec le seul
raisonnement que nous venons de faire. Pres des points
fixes de type centre, la fréquence sera celle des oscilla-

de/dt

Figure 1.8: Trajectoires dans I’espace des phases du
pendule. L’espace des phases est périodique dans la di-
rection 6, les trajectoires qui atteignent (+m, 6) revien-
nent ainsi en (—m, ). Ces trajectoires, dites passantes,
correspondent au cas ou le pendule est animé d’un mou-
vement de rotation. Les trajectoires fermées au centre
décrivent les mouvements d’oscillation du pendule. La
trajectoire qui délimite les deux types de mouvements
Jjoint les points col en (£7, O); c’est la séparatrice.

tions harmoniques. Nous nous attendons & un allonge-
ment de la période en nous approchant du point col,
puisque celle-ci diverge lorsque la trajectoire ’atteint.

1.4.2 Le pendule pesant

Nous allons constamment revenir sur cet exemple du
pendule car il constitue un des systémes non-linéaires
les plus simples . Il posséde deux degrés de liberté (au
sens des systemes dynamiques): sa position angulaire
0 et sa vitesse angulaire 0. Elles sont régies par les
équations :

6

000t
—g/lsing

Nous pouvons répéter la méme analyse que celle
déja faite en I1.4.1. L’origine de l’espace des phases
apparait comme un centre: c’est le domaine des petites
oscillations. Si I’on restreint 6 & 'intervalle [—, ], nous
y trouvons deux points fixes de type col en 6§ = 7

et 8§ = 0. Les courbes de niveau a énergie constante
conduisent & la figure 1.8.

Il existe une trajectoire trés particuliere qui re-
lie les points invariants entre eux: c’est la séparatrice.
Lorsqu’il suit cette trajectoire, le pendule part de la
position retournée (# = —n), s’en écarte doucement
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Figure 1.9: Systéme de deux oscillateurs harmoniques
couplés linéairement.

dz

puis bascule rapidement autour de § = 0 et finalement
remonte pour atteindre assymptotiquement § = 7. Le
nom de séparatrice provient du fait que cette trajectoire
est la frontiere dans ’espace des phases entre les tra-
jectoires fermées entourant le point fixe centre 6 = 0,
et les trajectoires passantes pour lesquelles 6 # 0 ou
6 représente la vitesse moyenne de rotation. Ces tra-
jectoires passantes correspondent au cas ou le pendule
tourne contintiment.

I.5 Intégrabilité des systemes
hamiltoniens

Lorsqu’il est possible de déterminer compléetement les
trajectoires d’un systeme dans son espace des phases,
ce systeme est dit intégrable.

Nous venons de voir deux exemples de tels systemes
non-linéaires. L’invariance de 1’énergie, caractéristique
des systemes hamiltoniens, permettant de déterminer
les trajectoires des systemes possédant deux degrés
de liberté, il en résulte que tous ces systeémes sont
intégrables. Cela ne signifie pas pour autant qu’il soit
facile de trouver ’expression analytique des solutions
des équations du mouvement, mais nous sommes sirs
qu’elles existent.

Quant aux systémes ayant un plus grand nombre
de degrés de liberté n, 'invariance de 1’énergie nous
permet de dire que leurs trajectoires appartiennent
un sous-espace de dimension n — 1. Mais cela ne permet
plus de les caractériser.

Pourtant, dans nos cours de mécanique, nous
avons déja rencontré des exemples de systéemes ayant
plus de deux degrés de liberté et dont nous pouvions
déterminer analytiquement les trajectoires. Nous nous
proposons de rappeler deux exemples de ce type qui
vont nous permettre d’illustrer les conditions nécessaires
a l'intégrabilité.

1.5.1

Systeme de deux oscillateurs har-
moniques couplés

Considérons deux oscillateurs harmoniques couplés liné-
airement comme ceux de la figure 1.9.

Il nous faut désormais quatre équations pour
décrire notre systeme :

0q1 /0t =pi/m
op1/dt =—-Kq + k(g — )

I.1
0q2/0t =pa/m (L.16)
Op2/dt = —Kqa+k(g2 —q1)

Comme le systéme est linéaire, nous savons qu’il
est possible de trouver les solutions. Or la recherche
de ces solutions consiste a déterminer les valeurs pro-
pres et vecteurs propres d’une matrice. Il existe donc
un changement de base ol la matrice est diagonale,
c’est-a-dire ot le couplage des oscillateurs disparait (ici
u = g1+ g2 et v = g1 — g2). Dans cette nouvelle
base, nous pouvons séparer les oscillateurs couplés en
deux nouveaux oscillateurs indépendants ayant deux
fréquences différentes : wi = /(K +2k)/m et w_ =
v/ K/m. Le mouvement est donc la composée de deux
oscillations. Nous avons vu qu’a une oscillation corre-
spondait une courbe fermée dans ’espace des phases
(pour un oscillateur linéaire une ellipse) ; la composée
de deux mouvements de cette nature engendre une sur-
face torique. Nous pouvons donc dire que la dimension
de la trajectoire dans I’espace des phases est ici deux.
L’espace des phases étant a priori de dimension quatre,
Iinvariance de ’énergie totale nous conduit & une solu-
tion appartenant & un sous espace de dimension trois.
La symétrie particuliere de ce probleme conduit & une
solution n’explorant que deux dimensions.

1.5.2 Probleme a deux corps, mouve-
ment dans un champ de force cen-
tral

Le probleme d’un systéme composé de deux particules
matérielles en interaction a eu une tres grande impor-
tance historique. C’est traditionnellement le probléme a
deuz corps (la Terre et la Lune, par exemple). Comme
les corps peuvent se déplacer dans les trois directions de
I’espace physique, ’espace des phases de ce systeéme est
a priori de dimension 12 puisqu’il faut 3 coordonnées
d’espace et autant de coordonnées d’impulsion pour
caractériser chaque particule. Nous allons montrer com-
ment il est possible de séparer les différents degrés de
liberté et ainsi prédire le mouvement des deux corps.

Dans la mesure ol les deux corps ne sont soumis a
aucune force extérieure et puisque I’énergie d’interaction
ne dépend que de la distance entre les deux particules,
le mouvement du centre de masse est une translation
a vitesse uniforme [1] et chacune des composantes de
cette vitesse est invariante. Comme nous pouvons as-
socier trois variables de position et trois d’impulsion
au centre de masse, nous pouvons réduire d’autant
le nombre de degrés de liberté en nous placant dans
le référentiel du centre de masse. Nous devons main-
tenant déterminer le mouvement d’un corps soumis &
un champ de force central, c’est & dire dont le vecteur
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Figure 1.10: Deux corps en interaction avec force cen-
trale, le mouvement a lieu dans le plan ¥ perpendicu-
laire au moment cinétique.

force pointe toujours vers lorigine, et dont "amplitude
ne dépend que du module de la distance & l’origine
du corps r. Le moment cinétique de cette particule
M = 7x P est par définition perpendiculaire & 7
donc & la force, et par suite invariant. Cette invari-
ance impose au mouvement d’avoir lieu dans un plan
perpendiculaire a M. Ainsi nous nous ramenons & un
probleme plan limité a deux coordonnées d’espace et
deux d’impulsion. L’invariance du moment cinétique
permet de déterminer le mouvement de la particule.
Exprimée en coordonnées polaires (r, ), ’énergie to-
tale du systeme s’écrit :

_Mm /. 2 12 __.
E_2(r +r¢)+U(r)— +mr2

ou U(r) est le potentiel d’interaction. Grace &
Pinvariance du moment cinétique, cette énergie ne
dépend pas explicitement de ¢, et prend la forme de
celle d’un oscillateur placé dans un potentiel effectif :

M2

Ueff = U(T) + W

(1.18)

Ainsi avons-nous séparé le probleme en couples de
variables conjuguées (g;, p;). Comme tous les systémes &
deux degrés de liberté sont intégrables, nous savons que
celui de l'oscillateur dans le potentiel U, sy I’est aussi,
et ceci quel que soit U(r). Le mouvement final est donc
la composition d’une oscillation dans le potentiel U,y
avec une rotation i la vitesse ¢ = M/mr2. L’oscillation
se fait entre deux valeurs 7,,in €t Tmas positives. La
vitesse rotation présente un comportement analogue.
La trajectoire dans ’espace des phases est & nouveau
la composition de deux courbes fermées : elle a la
topologie d’un tore. La projection d’une trajectoire
dans le plan (r, ¢) est donnée sur la figure I.11.

U(r) = (x2 + y2)’
Tt TTT T T T

0.5 —

—0.5 —

Figure I.11: Trajectoire d’une particule dans un champ
de force central : c’est la composition d’une rotation et
d’une oscillation.

1.5.3 Role des invariants, systémes sépa-
rables

Les deux exemples que nous venons de discuter per-
mettent de généraliser la notion d’intégrabilité. On
dit qu’un systeme est intégrable s’il est possible de le
séparer en couples de variables conjuguées indépendants
les uns des autres, c’est-a-dire de le séparer en oscil-
lateurs indépendants. Comme nous savons décrire les
trajectoires de tout oscillateur & deux dimensions (une
variable d’espace et une d’impulsion), la trajectoire
d’un systeme séparé est obtenue en composant les mou-
vements de ses différents oscillateurs.

Bien qu’il existe une définition de l'intégrabilité,
il n’existe pas de méthode infaillible permettant de
séparer les variables. Dans les deux exemples précédents,
I’existence d’une symétrie particuliere du probléme,
nous a permis de trouver le changement de variables
adapté conduisant & la séparation. La présence d’'un
invariant (comme le moment cinétique) est un indice
fondamental de l’intégrabilité d’un systeme.

Or lintégrabilité d’un systéme dont ’espace des
phases est de dimension 2n, implique ’existence de n
invariants. En effet, parmi les systémes hamiltoniens &
2n degrés de liberté, les trajectoires de ceux qui sont
intégrables explorent un sous espace correspondant aux
composées de n oscillations. Ce sous-espace est donc de
dimension n.

Si un systeme n’est pas intégrable, la restric-
tion minimale liée & l'invariance de 1’énergie impose a
I’espace exploré par sa trajectoire d’étre de dimension
2n — 1 au plus. Les systemes intégrables sont donc des



Figure 1.12: Dispositif du pendule magnétique. Il per-
met de passer d’un systéme & champ de force central &
un qui ne ’est pas, et d’observer ainsi une trajectoire
chaotique.

systemes tres particuliers, moins généraux que ceux qui
ne le sont pas.

1.6 Existence et caractérisation
du chaos

Nous avons longuement discuté l'intégrabilité des sys-
temes hamiltoniens ; nous allons ici décrire rapidement
les conséquences de la non intégrabilité d’un systeme.

1.6.1 Probleme a deux corps, champ de

force non-central

Que se passe-t-il quand le champ de force agissant sur
les deux corps n’est plus de symétrie centrale 7

En premier lieu, si le champ de force n’est plus
central, le moment cinétique n’est plus invariant et
nous ne pouvons plus découpler Ioscillation radiale de
la rotation suivant ¢. Inutile de dire qu’on ne peut
pas donner d’expression analytique de la trajectoire du
systeme.

La fagon la plus simple de comprendre ce qui se
passe est sirement de réaliser une petite expérience.
Constituons un pendule en accrochant un aimant a
un fil et laissons lui la possibilité d’explorer les deux
directions z et y accessibles avec le fil tendu. Ce systeme
possede quatre degrés de liberté : deux variables de

U(r) = (x?
A I
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Figure 1.13: Trajectoire du pendule magnétique soumis
a4 un champ de force non central.

position z, y et deux d’impulsions z et y. En placant
un autre aimant statique a ’aplomb du pendule, nous
réalisons un dispositif & champ de force central qui nous
permet de retrouver les trajectoires de la figure 1.11. Si
nous remplagons cet aimant par deux aimants situés de
part et d’autre de "aplomb du pendule, nous créeons
un champ de force qui n’est plus & symétrie centrale.
Ecarté de sa position d’équilibre, le pendule évolue sous
I'influence des deux aimants, et décrit une trajectoire
bien définie, compliquée, le plus souvent chaotique ! Une
trajectoire de ce type est présentée sur la figure 1.13.

1.6.2 Caractérisation du Chaos : Spec-

tre de puissance

Une fagon simple de caractériser le chaos consiste a cal-
culer le spectre de FOURIER de I’évolution temporelle
d’une des variables du systeme. Nous avons vu que les
trajectoires d’un systeme intégrable étaient la compo-
sition de mouvements d’oscillation ayant chacun une
pulsation w;. Le spectre d’une variable d’un tel systeme
ne contient donc qu’une assemblée de raies fines situées
aux pulsations w;, a leurs harmoniques mw; avec m €
N, et aux combinaisons linéaires de fréquences mw; +
nw; avec m et n € Z (voir figure 1.14). Les spectres
qui sont la combinaison de plusieurs fréquences sans
rapports simple sont dit quasipériodiques.

L’oscillation du pendule magnétique dans la con-
figuration avec deux aimants statiques fournit un large
spectre de FOURIER s’étendant sur une gamme de
fréquences, proche du spectre d’un bruit, comme le
montre la figure 1.15.
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Figure 1.14: Spectre de puissance du pendule
magnétique ayant un comportement régulier. On re-
marque la présence de deux fréquences et de leurs har-
moniques.
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Figure 1.15: Spectre de puissance du pendule

magnétique ayant un comportement chaotique.

L’existence de spectres larges est une caractéris-
tique essentielle des mouvements chaotiques d’un sys-
teme. Toutefois, il est possible qu’en plus des raies
larges, un systéme chaotique présente aussi des raies
étroites semblables & celles d’un systéme régulier.
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Figure I1.16: Evolution de la distance entre deux trajec-
toires voisines pour le pendule magnétique soumis & un
champ de force central. Remarquer I’échelle linéaire des
distances. Les oscillations rapides correspondent au va
et vient de la trajectoire.

1.6.3 Caractérisation du chaos : sensi-
bilité aux conditions initiales

Une facon plus directe de caractériser une trajectoire
chaotique revient & mesurer le degré d’imprévisibilité
du systeme. Certes, bien que non intégrable, le pend-
ule magnétique est un systeme déterministe, et deux
expériences partant de conditions initiales rigoureuse-
ment identiques évoluent suivant la méme trajectoire.
Mais si les deux conditions initiales ne sont simplement
que voisines, la distance séparant les deux trajectoires
dans ’espace des phases évolue tres différemment selon
que la trajectoire est réguliere ou chaotique.

En effet pour une trajectoire réguliere, comme celle
du pendule magnétique soumis & un champ de force
central, des amplitudes d’oscillations mais surtout des
fréquences légerement différentes vont étre associées a
deux conditions initiales voisines. Il en résulte que les
oscillateurs associés vont se décaler linéairement avec
le temps comme le font deux montres mal réglées. Pour
les trajectoires régulieres, la séparation dans ’espace
des phases croit linéairement avec le temps, comme
le montre la figure I.16.

Lorsque le systeme n’est pas intégrable et qu’il
présente des solutions chaotiques, comme le pendule
magnétique avec deux aimants, les oscillations issues
de deux conditions initiales voisines sont fortement
corrélées au début de 1’évolution, mais, rapidement,
la différence entre les deux trajectoires augmente et
conduit & une décorrélation totale aprés quelques os-
cillations. Cette fois-ci, la distance entre les deux tra-



1Sensibilité aux Conditions Initiales
ol T T T T

10°F .
10k .
107 .

107°F .

Distance

104 .
10°) .

10°°F 3

T ]
1077k B
B e e e e v e 1S

20 40 60 80 100

temps

ol

Figure 1.17: Evolution de la distance entre deux tra-
Jjectoires voisines chaotiques. Remarquez 1’échelle loga-
rithmique. A t = 40, la distance sature car elle devient
égale & la taille du domaine exploré par la trajectoire.
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Figure 1.18: La chaine de Toda avec ses trois particules
se déplacant sur un cercle.

jectoires augmente exponentiellement avec le temps.
Notons que cette évolution n’est pas homogene en fonc-
tion du temps mais simplement en valeur moyenne
comme le montre la figure 1.17.

Lecture complémentaire

Un contre-exemple : la chaine de Toda

La chaine de TODA[4] est un exemple classique qui
montre qu’il peut étre treés difficile de déterminer si un

probléme est intégrable ou non. Il correspond aux cas
de trois particules de masses identiques se déplacgant
sur un cercle et se repoussant les unes les autres avec
une force qui varie exponentiellement avec la distance :

H= Lo} +p3+p3)+explgs —a1)

Fexp(a - @) +eplis — ) —3 T

Nous avons un systeme ayant un espace des phases
de dimension 6 : les positions des trois particules et
leurs vitesses respectives. De plus l'interaction est non-
linéaire ( fonction exponentielle). Toutes les conditions
sont requises pour que ce systéme soit non-intégrable.
Cependant les simulation numériques ne montrent que
des solutions régulieres. Voyons comment il est possible
de séparer ce systeme. L’énergie est bien siir invariante,
mais p; + pe + p3 est aussi un invariant. Ceci nous
permet de séparer les variables Q = ¢ + ¢2 + q3 et
P = p1 +p2 +p3, qui sont découplés et on ne s’intéresse
plus qu’a un systeme possédant 4 degrés de libertés
équivalent & une bille se déplacant dans un potentiel a
deux dimensions vérifiant :.

H' = 3(p2+pl) + s1lexp(2y + 2v/3z)

+exp(2y - 2v3z) + exp(~dy) - 1+

1
8

Ce systeme est encore non-linéaire et possede suff-
isamment de degrés de liberté pour étre chaotique.
Cependant les simulations numériques conduisent en-
core & des solutions régulieres. Le plus étonnant se pro-
duit lorsque I’on approxime les termes non-linéaires par
les deux premiers termes de leur développement :

H" = %(pi +p+ 22 +y?) + 2%y - %gf (I.21)

Le modele ainsi obtenu porte le nom de HENON-
HEILES. Aux petites valeurs de 1’énergie, on obtient
bien des trajectoires voisines de celles obtenues avec
I’équation exacte. Par contre pour les énergies plus
grandes les trajectoires sont chaotiques !

C’est HENON qui a donné I’explication en trouvant
un second invariant & la chaine de TODA qui permet
d’intégrer completement les équations. Par contre il
disparait dans 'approximation qui meéne au modele de
HENON HEILES. Ce qui explique les trajectoires chao-
tiques. La difficulté provient de la forme de I'invariant
trouvé par HENON, loin d’étre intuitif et ne correspon-
dant a aucune symétrie évidente. Son expression est la
suivante :

I=  8p,(p2— BpZ) + (pz + V3py) exp(2y — 2v/31)
—2p, exp(—4y) + (p, — V3py) exp(2y + 2V/32)
(1.22)



Il n’existe pas, & I’heure actuelle, de méthode
systématique permettant de trouver les invariants d’un
systeme. Et ne pas en trouver ne signifie certaine-
ment pas qu’il n’en n’existe pas ! Il faut retenir que
si le systeme étudié est non-linéaire et possede plus
de deux degrés de liberté, nous avons la les condi-
tions nécessaires pour avoir un comportement chao-
tique, mais ces conditions ne sont pas suffisantes.

Exercices

Le circuit RC

Considérons le circuit composé d’un condensateur avec
une résistance en paralléle dont un point est & la masse.
Indiquez le nombre de degré de libertés, le ou les points
fixes et calculez le ou les vecteurs propres et valeurs
propres associés. S’agit-t-il d’un systéme linéaire 7

Equilibre instable

On considere le cas de la bille au voisinage du sommet
d’une colline décrit en 1.2.2 et dont les trajectoires sont
représentées sur la figure I.4. On cherche avec quelle
vitesse sont parcourus les trajectoires hyperboliques
pour lesquelles z est toujours positif. Ces trajectoires
correspondent au cas ol la bille n’a pas une vitesse
suffisante pour franchir la colline. Déterminer comment
varie le temps mis pour partir du point (z =1, £ < 0)
et arriver & son homologue (z = 1, & > 0) en fonction de
Tmin valeur minimum de x atteinte par la trajectoire.
Que se passe-t-il pour x;, =07

La bille qui rebondit sur le sol

On lache une bille qui ne peut se déplacer que verti-
calement soumise au champ de pesanteur terrestre et
qui rebondit sans dissiper d’énergie sur le sol.

e Combien de degrés de liberté ce systeme possede-
t-il 7

e Sans faire de calcul, indiquez comment varie la
fréquence du toc toc qu’elle fait en touchant le sol,
en fonction de la hauteur dont elle tombe.

e Pouvez vous en déduire si le systeme est linéaire
ou non ?

e Ecrire les équation du mouvement et tracer l’allure
des trajectoire dans ’espace des phases.

e Calculer la période du mouvement en fonction de
la hauteur maximale atteinte par la bille.

Le probléeme a deux corps : un cas tres
particulier

Le probleme & deux corps est celui de la Terre
et de la Lune, par exemple. Rappeller quelle est la
nature de la trajectoire. En comparant cette solution &
celle de la figure 1.11, indiquez comment le mouvement
d’oscillation dans le potentiel effectif 1.18 est relié a
la rotation ¢ de 'axe des deux astres. Cette relation
dépend-t-elle de 'amplitude d’oscillation ?

Montrer ce résultat en calculant la période d’oscil-
lation explicitement et en la comparant & A¢, 'angle
dont ont tourné les deux corps apres une oscillation.

Une approche du probléme a trois corps

C’est le cas de trois particules en interaction, par
exemple la Terre, la Lune et le Soleil.
e Indiquez le nombre de degrés de liberté du systeme.

e Si les interactions sont du type gravitationnel,
s’agit-il d’un systeéme linéaire ?

e En utilisant les invariants simples, & quel nombre
de degrés de liberté peut-on se ramener ?

e Peut-on dire §’il s’agit d’un systéme intégrable ou
non ?

e Le systeme Terre Lune Soleil a-t-il un comporte-
ment chaotique ?
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