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HLEABTRODYNAMIGUR HY @RPTIQUR

INTRODUCTION - HISTORIQUE - PLAN DU COURS

L Electrodyrarmique est fe domaine de ka physique qui rake de linteraction de
la matiére avec le rayonnement éledromagnétique. Les forces élecromagnétiques
constiuent I'une des quatre interactions fondamentzles de fa physique. Elles décrivent
I'interaction des particules chargées erdre efles, fant & I'échelle atomique qua échelie
rmacroscopique. L'Eleclrodynamique joue ainst un rdle fondamental dans la théorie
des gfomes ou das molécules (Interaction électrons-noyau), mais aussi de & physique
de I'état solide et des plasmas, dans I'étude des processus chimiques et biologiques
elc... Cest dire que les phéroménes éleclromagnéliques sont essertiels & la
cormpréhension de toute fa physique dans un farge domaine de disfances s'étendant
de Féchells afomique & léchelle macroscopique “humaine™ (linteraction
gravitationnelle devenant elle rés importante 4 f'échelle astronomique et linteraction

forte & Péchealle subatormique).

Dautre part, le rayonnemert électromagnétique (qui couvre une gigankesque
gamme de fréquence des rayons y aux ondes radio) véhicule l'essentiel de
linforrnation qui nous provient du monde physique. En particulier, Iastrophysique est
{presque) entidrement ributaire de analyse du rayonnement qui nous provient de
fespace (dans une gamme utile de ﬁ"éq'ueme de plus en plus élendue au fir et &
mesure que se développert les détecteurs et les  moyens d'échapper aux
perturbations de I'atrmosphére terrestre). A I'echielle du faboratoire, ce sont encore fes
rmesures électromagnétiques qui fournissert 'essentiol de linformation que nous

avongs des atornes, des molécules ou des noyaux 3 U'etat dilué ou solide (speciroscopie



optique, résonance magnétique, mesure de conductivké électrique etc.) dou

lmportance énorme de Félecirodyramique en physique fondamerntale.

Au plan des applications également, ks pn ittés des ondes
électromagnétiques ont donné lieu & un nombre impressionnant de développements
technologiques au cours des cent dernieres années. Ckons en wrac le domaine des
communications avec les ondes radio, le radar, les masers et fasers, ks accélérateurs
de particules, I'holographie et F'optique cohérente, l'optique non (inéaire, le diagnostic
médical qui a débuté avec futilisation des rayons X it y a cent ans et qui a bénéficié
rés récemment des techniques de la résonance magnétique nuciéaire. La
compréhension des principes de base qui ont permis le développement de ces
applications fakt partie de la formation générale d'un physicien.

“historique de I'évolution des iiées en électrodynamique est également trés
importante et enrichissante pour toute personne &tudiart ta physique. Partie de
constatations empiriques dans des domaines apparemment  non reliés
(élecirostatique, magnétisme, optique..), 'élecirodynamique s'est constiuée en un tout
cohérent par Funification de électricité et du magnétisme dans le cadre des équations
de Maxwell et la reconnmaissance qui s'ensuivit du caractére électromagnétique de fa
fumiére (1860-1890). La reconnaissance par Einstein de {'incompatibilté des lois de
l'éleciromagnétisme avec ks conceplions du XIXEMe siécle de temps et d'espace
devaient ensuite condure a la révoltiom de la rellivié resteinte (1909).
Paraliélement, Iimpossbilté de comprendre & laide de F'élecirodynamique classique
méme relativiste, le rayonnement des atomes etCelul du corps noir devak par éapes
conduire & I'avénement de fa mécanique quantique (1900-1930}. La combinaison de
t'élecirodynamique et des principes quantiques conduistt a partr des années 1930 a fa
notion de charmp quantique, donnant un sens précis au concepl de photorn.



L 'Electrodymamique Quantique qui décrit ['échrange de photons enlre particules
chargées constitue ainsi I'aboutissement de la théorie élecromagnélique qui permet
de rendre compte des propridtés radiatives et de la structure des atomes ou des
molécules avec une précision impressionmante. Plus récemment, la théorie quantique
du champ électromagnétique a servi de modele aux théoriciens dans leurs recherches
pour fa description des autres interactions. Petit @ pefR, l'idée d'unifier toutes les
interactions dans une théorie unique a cessé délre une uopie inaccessble. Une
premiére unification de I'¢iectromagnétisme et de l'interaction fable a é¢ réalisée en
1957 dans une théorie prédisant & ¢oté du photon I'existence de bosons lourds (W et
Z) ¥éhiculant avec celui-¢i linteraction “électrofaible™. La découverte expérimentale
récente (1982) de ces particules a confimé celte théorie ef monté que
I'électromagnétisme deyrak élre englobé dans un cadre plus yaste. Ce rapide apergu
monlre que I'électrodynamique a depuis un siécle &t¢ au cenfre des révolutions

successives de fa physique.

Dans ce cours, nous complons nous limier pour lessentiel & une présentation
de I'électrodynamique classique (dans laquelle te champ n'est pas quanttié). Cette
description classique des champs est une excellente approximation dans fe cas ol k
le nombre de photon "par mode™ du champ est grand (principe de corespondance) et
permet de rendre comple corecternent d'un trés grand nombre de phénomenes de
rayotmement. (Nous réservons la derniere legog pour un aper¢u sur fa qmntiﬁcatign
du champ et sur les phénomeénes qui en dépendent : émission sponanée, effet
Compton...). ‘Nous considérerons comme acquise les connaissances du cours de
DEUG ou de classes préparatolres ef ne présenterons pas a nouveau la suke des
observations et fa démarche des idées ayant conduit aux équations de Maxwell.
Celles-ci seront posées dés le début du cours, avec I équation de Lorentz décrivant fa



dyramique de particules chargées couplées au champ.. Nous déduirons de ces
dquations les propriétés essentielles du champ élecromagnétique en général et les
bois de l'optique comme cas particulier (Chap. f). Nous chercherons ainsi & unifier a
partir des équations de Maxwell un certain nombxe de résultats fondamerntaux qui sont
souvent présentés de facon disparate dans Fenseignement raditionnet. ks lois de la
difraction, le principe d' Huyghens-Fresnel, ke postulat de Fermmat de ['optique
géomélrique sont tous dérivable des équations de Maxwell. Nous ajouterons a ce
chapire général deux compiéments importanis : le premier monrera (ou rappeliera)
que les équations de ['électrodynamique satisfork au principe de refativké et sera .
illustré par fe cakul de fa ransformation des champs dans un changement de repére
galiléen ; te second nous monirera comment 'ensemble de I'électrodynamique peut se
déduire d'un principe yariationnel de moindre action & partir de la fonction de
Lagrange du systéme “charges+ champ’. Ce point de yue trés général nous pemmelira |
| de nous familiariser avec l'outil yariationnel qui s'est moniré extrémement puissant en
physique théorique et donnera une inferprétation profonde aux lois de conservation de
I'électrodynarnique (conservation de Fenergie, de I'impulsion, du moment cinéique}.
Nous raterons ensuite au Chapire Il quelques probldmes physiques importants liés &
ta propagation des champs tores (diffraction - holographie - résolution des instruments -
d'oplique) ou des champs en présence de charges (notion d'indice de réfraction,
biréfringence etc..). Ce Chapire It nous fournira une premiére occasion d'étudier fa
machinerie des équations de Maxwell et de leur contenu physique. Nous aborderons
ensuite au Chapire il le rayonnement des charges en mouvement en distinquant le
cas des charges ayart une yiesse fable devant R vResse de fa lumiére ¢
(développement mulipolaire du rayonnement) puis celui des charges relalivistes
(rayonnemert synchrolron, bremssirahlung...). Puis nous analyserons au Chapire IY fa
notion de cohérence spatiaie et temporelle du champ qui joue unrole essentiel dans fa
compréhension des effets d'interférence et de diffusion de la lumiére. Nous verrons



alors le fien qui existe entre les propriétés statistiques du rayonnement {définies par
des fonctions de corrélation) et son spectre de fréquence et I'mportance de ces notions

pour la description d'expériences variées de diffusion de fa lumiere.

Jusqua ce point du cours, les champs seront supposés se propager dans le
vide, entre des charges ponctueties localisées dans I'espace. En principe, méme dans
un milieu materiet dense, on pourak chercher & décrire le champ microscopique local
en tout point et toujours raisonner sur ke champ "dans le vide". Pratiquemen, il apparalt
trés utile de moyenner ks champs microscopiques dans fa maticre et de décrire les
phénoménes de propagation dans un milieu matériel & l'aide des champs moyens,
seuls accessbles & la meswure. La définkion de ces champs moyens condult a
considérer les densités de dipdle électrique et magnétique induits sur les atomes du
mitieu par tes champs ("polarisation” du miliew). Dans ke cadre de oplique ou de
['‘éleciromagnétisme conventionnel (pré-laser), les champs sont peu intenses et celle
"potarisation™ se calcule bien en faisant I'approximation de réponse linéake des
atomes ou molécules & la perturbation élecromagnétique (lamplitude des dipdles
indutts est proportionnelie au champ “vu™ par fatome). Le Cﬁapiire ¥ présentera une
théorie simple de fa réponse lindaire du milieu atomique basée sur une description
quantique de ce milieu ¢t justifiera fa forme générale des équations de Meaxwell
macroscopkues dans fa matiére. On aura ainsi une théorie de l'indice de réfraction, de
Fabsorption et de Famplification linéaire et on étudiera un certain nombre de
phénoménes de propagation dans des diéleciriques, des métaux et des plasnas.
Lorsque lintensité de Fonde électromagnétique qui se propage dans le milieu devient
trop importante, kes atomes ne peuvent plus répondre lindairement. L'apparition de
termes non linéaires dans la pofarisation atomique condul & toute une série d'effets
physiques nouveaux, rendus observable par l'avénement des lasers : génération
d'harmoniques et mélange d'ondes, conjugaison de phase etc... Le Chaphre ¥l sera



consacré a un bref apercu sur foplique non findalre. Ce Chaplre présentera
égalerment une théorie simple du taser, un systéme atomique amplificateur de champs
slectromagnétiques dans lequel ks phénoménes non linéaires jouent un role
important. Enfin, comme indiqué plus haut, ce cours se concluera {Chap. YIi) par une
bréve introduction & la quantification du champ électromagnétique et une analyse du
concept du photon.

PLAN DU COURS -

| Bases dé I'Electromagnétisme et de I'Optique. Electromagnétisme et relativité.
Electrodynamique et principe de moindre action.
i Quelques illustrations des principes de base de {'Eleciromagnétisme.
it Rayonnement et diffusion.
v Cohérence et fluctuations””
N Réponse lindaire et propagation dans les milieux matériels.
Y1 Optique non linéaire el fasers. |

Vil Quantification du champ et photons.



GHIARIFTRIE S

LES BASES DE L'ELECTRODYNAMIQUE ET DE L'OPTIQUE

Leg buls de ¢e pretier Chigpitre sont les suivants:
1. Enoncer les équations de Maxwell-Lorentz décrivant la dynamique d'un
systeme de charges en interaction avec le champ électromagnétique.
2. Présenter les invariants associés & ces équations.
3. Introduire les potentiels scalaires (U) ef vecteur (A) dont dérivent les
champs et discuier de l'indétermination de ces potentiels ( choix de jauge).
4. Donner dans quelques cas simples des solutions particuliéres des
équations de propagation du champ libre {ondes plane ¢t sphérique, onde
monochromatique).
5. Montrer comment le champ le plus général peut se décomposer en une
somme dondeé planes monochromatiques de vecteur donde k et de
pulsation wy reliés entre eux ‘par la relation de dispersion wg = c¢lkl.
Montrer que le champ électrique se sépare en une partie transversale
{sorarae d'ondes planes polarisées perpendiculairemenﬁ & k) et une partie
longitudinale {champ électrique paraliéle & k pour chaque onde plane de Ia
décomposition), alors que le champ magnétique est purement transversal.
Donner Ia forme canonique de la décomposition de la partie transversale du
champ en ondes planes qui sera utile au Chapitre VII. Discuter de la
polarisaticn des ondes planes. \
6. Aborder I'étude des champs rayonnés par des sources en introduisant e
formalistne des fonctions de Green qui décrivent le rayonnement d'une

source ponctelle et percussionnelle.



7. En déduire U'équation des potentiels retardés qui donne sous forme
intégrale les Charmps rayonnés par une distribution arbitraire de charge et
de conrants.

4. Utiliser enfin le formalisme des fonctions de Green pour établir une
équation intégrale approchée donnant le champ dans un volume donné &
partir de sa valeur sur la frontidre de ce volume (formule de Kirckholl).
Cette formule justifie e principe d Huygens-Fresnel (HF.) si important dans
1o théorie de la diffraction et permet de faire le pont entre les équations de
Mazwell et 1a forrmulation traditionnelle de optique ondulatoire.

9. Conclure par une discussion des dSDeCtS ondulatoires et geometnques du
ravonnement en faisant le lien entre le principe de HF. et le principe de

,.n.

rermat.

1°) Les équations de Mazwell=Lorent

LElectrodynamique sintéresse a l'évolution des systémes de
charges (masse M, charge qo). La force F L) qui s'exerce sur une particule
localisée en un point r & un instant t ne dépend que de deux vecteurs
définis en ce point : le champ électrique E(rt) et le champ magnétique
Biri). L'ensemble de E et B pour tous les points constitue le champ
électromagnétique dont I'évolution dépend ‘en retour de la position et de 1a
vitesse de toutes les charges électriques présentes. En dautres termes,
Pélectrodynarmique décrit de fagon “consistante™ I'évolution des systérmnes

de charges et de champs en interaction mutuelle.



L'état dynamique des particules & linstant t est défini par leur
position r. (U} et leur vitesse v, = I, . Celui du champ est défini par
l'enserable {E(r t), B{r,t}} pour toutes les valeurs de r. Hotez que le systémé
de charge a Un porbre fini de degrés de liberté {6 par particule) alors que
celui des champs est infini (r apparait comme un parametre de

dénombrement pour le champ au méme titre que o pour les charges).

4 partir de {1, V., on définit le champ scalaire de densité de charge

p(r ) et le champ vectoriel de densité de courant j{r,t) par :

P

o (F.8) = X q, 8{r-r(t)] (I~1a)
4 ¢.2

T, e = 2q, V() S[E-F_(£)] (I-1b)
\ 4.4

Les équations dynamiques régissant I'évolution des charges et des

chiamps s'écrivent alors :

( — o
V.B{r,t} =0 (I-2a)
—t — a — -
v x E{r,t} = -~ — B{r,t) {I-2b)
Equation dt
de < [T — l —
V.E(r,t) = — p(r,t) -
Maxwell &, i (I-2e)
V x B{r,t} = — — E{(r,t) + J{r,t} (I-2d)
c? 9t ¢ ct
\ [4]

et
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d vo‘ P - - — )
Mcx -(—i-';—' = q, [E(r(x't) + vux B(r«.t ] (T-3)
o2 F
'1 vu/c
{(Equation de Lorentz)
4 1a litnite non retativiste (v« ¢), cette derniére équation se reduit a
7 = [E(X_.t) + v x B((r_.t}] (1-4)
Mcx ro( = Gy r(x' o« !

Hous adoptons id le systéme international d'unités. Dans ces
dquations, ¢ est la vitesse de la lumiére
¢ = 209792453 m/s
{par définition tégale du métre)
et &g ¢5t une constante, dite constante diélectrique du vide, liée aux unités
choisies dans le systéme MKSA pour exprimer les différentes grandeurs
~ {charges, forces, longueurs). La valeur de 1a quantité pg =1/gc? est fixée
par fa définition des unités électriques (I'ampére ou Coulomb par seconde
est 1épalement défini & partir'de la force exercée entre deux conducteurs
filiformes paralidles situés & un métre de distance) :
o = 1/egc? = 41077
En principe, la donnée de 1'état inifial du systérne a un instant {g
FE(r to) BAT 10).£ {t),vo{ta)} pour tout 1 et o doit permetire a l'aide des

équations (1-2) et {1-3) de déterminer état witérieur du eystéme (€ > to).

Toute {'‘électrodynamique classique est confenue dans les équations -

(1-1) & {I-3). Une description plus réaliste nécessite la quantification du
systéme matériel (considérer les r, , v comme des opérateurs not
coramutant) et éventueflement celle du champ électromagnétique
(considérer E et B comme des champs d'opérateurs non commutatifs). Pour

instant nous nous limitons a l'approche doublement classique, suffisante
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pour la description dune grande varieté deffets & I'échelle macroscopique.
Plus loin (Chap. 111 et V), nous quantifierons le systiéme matériel pour
décrire I'évolution d'atomes ou de molécules dans les champs
électromagnétiques et enfin (Chap. VIiJ, nous envisagerons fa quantification

du champ.

Remwarque : Les équations de Maxwell sont présentées ici sous lorme
différentielle (locale). Utilisant fes formules bien connues d'Ostrogradsky et
de Stokes, on peut leur donner une forme intégrale (lois de Gauss, Faraday,
Ampére-Maxwell) sous lesquelles elles ont en fait été découvertes au
¥i¥éme gidcle et présentées dans les cours de DEUG ou des classes

préparatoires.

2°) Les invariants des équations de Maxwell-Lorentz

a) Conservation de la chares

De (I-2 ¢) et (1-2 d} on tire sans difficulté

2 L %T =0 (1-5)

a3t

ou encore (intégration de 1-5 dans un volume V, de frontiére S et.

application du théoréme de Gavss )

a — —t —
at v s
1

t (I-6)
variation de flux de courant
la charge a travers la surface

contenue dans Y frontiére de YV
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Cas particulier de 1-6:V représente 1'espace tout entier et il n'y &

pas de flux de charges i travers la surface de l'infini :
(1-7a)

Cette équation traduit 1a conservation globale de fa charge et s'écrit aussi

{Eq. 1-la}:

20 q = e (I-7b)
4.
b} Conservation de 'énergie
Do (I-2 d), on tire .
E=¢ct E.VXB = —§& — -
? 2 ° 3t
soif en remarquant que .
B.U xB =B.Yv xE + V(B x E)
&t en utitizant 11-2 b \ -
) 2 2
j.E=~—f- —— 2 + & ¢ v.{B x E}
2 at at
qui §& rééorit encore
au- O —
—+ v.$ + J.E = ) {I-9)
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P
(M v

M = — [EF + <® B?]
2

R
]
(2]
0
N
o))
%
wi

(1-10}

(I-11)

{1-Q) décrit 1a conservation locale de l'energie du systéme charges + champ.

WA(E 10) st la densité locale d'énergie électromagnétique en r, somme

dun terme électrique ¢t dun terme magnétique. § (Eq. I-11) est le
vecteur de Poynting représentant le flux d'énergie électromagnétique par

unité de surface en £. Le produit j.E est la puissance dissipée par le champ

sur les charges par unité de volume:

Far intégration dans un volume ¥, (1-9) devient :

J.E a°r
v

4
puissance e.m.
fournie aux charges
par le champ
{(travail de la
force de Lorentz)

e

varlatlon de
l1'énergie
du champ
dans Y

\

” g.atr = 0
s

{4
flux d4'énergie
e.m. a travers
la surface
frontiére de ¥

(1-12)

on peut égaternent écrire {I-12) sous une fortne équivalente en utilicant (I-

It et {1-3) et les identités qui en découlent :
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<4

_ S[E-r_(t)}] E(r) &1

ey
ey
Gy
<
.}
1}
a,
a !
1}

EV e J'.”v

= 2. a, v, .E(r ()
ey

; {I-13)
S i F =2 om v, o -
= v F = M v — R
o2y otV [l—-vfx/cz

Qlﬂ:
¢t

8

<2

H

i

4‘
Q™

\

nN

on obtient ainst :

d MC! C2 - — - —+ ;
i Z ——e ”.J' Wr,t) dx + J.‘[ S.d°r = 0 (I-14)
at oey Il~v2 /c? v ®

Le premier terrme de {I-14) représente la variation de lenergie
{relativiste} des particules contenues dans v, le second terms celle du
charap et le troisiéme le flux d'énergie électromagnétique quittant V a

travers ia frontiére.

4 1a litnite non relativiste (v << ¢), (I-14) devient :

d l Eaal —t — -
——— . — M vfx + ,“..[V Wr,t) &®x + JJ g.d%*r = 0 (I-15)
5

Etendons enfin le volume V a I'espace bouf, entier en admettant que le
finx de § "4 travers la surface de linfini” s'annule. Cest le cas & l¢ champ
ot confiné dans une région finie (cavité) et en général dans toute sitnation
physique réelte ol le rayonnement & effectivernent comrmencé a un instant
donné dans 1z passé (durée finie de {“expérience”) & une distance finie de

t'origine {dimension finie de Iexpérience”).

Alors & toub t, le chiamnp n'a pas atteint la surface de I'infin &t ” g d*r = 0
s tofitnt

U & alors
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© o

M_ ct &, .

DRI | RN St
l——k 2

o 2 z
1 vm/c

ou & la limite non relativiste

1 80 2 n2 2 v te

Z—M v 4+ — (E2+ c* B?) d°r = C (I-17)
2 2

[+ 4

Ces équations expriment 1a conservation globale de I'énergie des charges et

du champ électromagnétique.

&) Conservation de Uimpulsion

De méms que pour l'energie, on définit une densité locale dimpulsion
du champ électromagnétique et un flux dimpulsion {qui est un tenseur
puisquit sagit du fluz dun champ de vecteur). On obtient par des
manipulations analogues & cellés développées ci-dessus une équation locale
de conservation de limpulsion & trois termes (analogue de 1-14) et par

intégration sur l'espace tout entier 'équation de conservation globale :

2 Ecx + & J-JJ- E x g dag = Ct* ‘ {(1-18)

o

* = (I-19a)

(I-19b)
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& Vapprozimation non relativiste.

(1-18) rr'est valable que si le flux d'impulsion & travers la surface de infini

et nul.

Nous donnons une démonstration de (1-18) dans le complément By de
¢e chapitre en présentant cette relation comme une¢ conséquence de
Vinvariance par transtation spatiate du Lagrangien du systéme {tout comme
5;1 peut montrer que (I-16) résulte de linvariance par translation dans le
temps). Nous montrerons au Chapitre II que la loi de conservation de

l'impulsion est & l'origine du phénoméne de pression de radiation.

4) Conservation du moment ¢inétique

Le mérme arzument peut &tre développé pour le moment cinétique
du systétne chiarges + champs dont la conservation \rien£ de linvariance par
rotation du Lagrangien du systéme. L'équation globale de conservation
(valable i le [lux du moment cinélique du champ & travers la surface de

{'infini st nul) s'éerit
>t x?P +a[[fd3§§x[§xﬁ]=c‘e (I-20)
[»4 o 1]
o

Incistons encore sur e fait que les formules globales {I-10),(I-18) et
{1-20} ne sont pas toujours valables (il faut y ajouter un terme de flux)
loreque les charaps s'étendent & finfini {onde plane stationnaire par

sretnple].
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3°1 Botentiele et ctioix de jauge

Il est possible d'exprimer les champe en fonction des potentiels

scalaires et vecteurs U{r t) et Alr,t) par les relations :

B(T. £} = ¥ x Alr,t) (I~-21a)
g i X — - —
E{r,t) = - g—-'" (r,t} - V.U(xr, .t} (I-21b}
i

L'existence d'un potentiel vecteur A satisfaisant (I-21 a) découle de

Iéquation (1-2a) {B est un champ & divergence nulle). Les équations {I-2a)

at {1-2 1a) entrainent alors l'existence de Ulr t) satisfaisant (I-21b) (E « it

est un champ & rotationnel nul qui dérive donc d'un potentiel scalaire).

En exprimant E et B en fontion des potentiels, on obtient sans peine

les équations de Maxwell pour A et U

[Juvir.t) = - — plr,t} - — [ V.2{(r, t) + — — ] (I-22a)
€, gt o2 at
(] Alr, £t} = - jlr,.t) + v { Vv.A{r, t} + — — 1 (I-22b}
£ ¢t ' c? 9t ’
1]
l 2
avec =4 — (opérateur d'Alembertien)

c? 9ttt

Les quantités physiques associées au champ {mesurables sans

ambiguité & aide dun défecteur idésl, charge d'épreuve etc..) sont les
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vecteurs E et B. Les potentiels sont des intermédiaires de calcul définis de
facon non univoque. Etant donné une fonction y{r,t} réguliére quelconque,

on maortre immédiatement que les potentiels A" ¢t U definis par :

() = AMELE) + 9 x(r.t) (I-23a)
U (., t) = UL, t} = ———— (1-23b)
at

correspondent aux mémes champs E ¢t B que ceux qui dérivent de A et U.
Ut chioix de A et U correspond & une jauge particuliére ot les équations (1-
2%) définissent un changement de jauge. La liberté du choix de jauge
permet d'imposer aux potentiels une contrainte conduisant & des propriétés

mathétnatiques intéressantes. Deux jauges utiles sont

La fange de Lorenis

A ot U satizfont &

41

b |

+
OMIH
@l

=0 {(I-24)

Ce choix simplifie en le découplant tes équations d'évolution {I-22) qui

A

deviennent :

1
(fu=- iy (I-25a)
Q

1 e
j (I-25b)

[l
)
|

£ ¢t
Q
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U ne dépend plus que de la densite de charge et A de la densité de courant.

La jaure de Cowlomb

A catisfait a

A =0 (I-26)

<4

Le potentiel scalaire satisfait dans cetle jauge a 'équation de Poisson de

Félectrostatique ;

it

AU = - = p (I-27)
£

47) Ondes libres particuliéres

On appelle "libres™ les charups qui s¢ propagent dans une région de
lespace ne contenant ni charges ni courants. Les équations {1-25) en jauge
de Lorentz g'2crivent pour un champ libre :

qJu=20 : [JA=o0 (1-28)

UL S1Core pour les Charaps E ¢t B

Q4

w}
H
o

V.E = 0
(I-29}

<l

x

t

It

i

|

Qi

X

@}

It
Ou 'i—‘
QJ]QJ
ct
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Soit ont séparant les évolutions de E et B (et en utilisant l'identite

Sxoxa = ¢ (Va)-0a)

[JE=0 : [1B =0 (I~30)

(1-28) et (1-30) montrent que U et une composante quelconque de AE ou B

obéicsent & I'équation scalaire

Pascons en revue quelques solutions particutiéres de (I-31)

correspondant & des situations phiysiques intéressantes :

a) Ondes plasies

Chierchions 12z solations de {I-31) ne dépendant que dune variable

d'espace z (propagation & une dimension). (I-31) s'écrit alors :

Frelz, ) 3 elz,t)

- = 0 (£-32)
3z*® ¢ ot?
ou par le changement de variable
E = z - ¢t : n=z + ct ,
k]
*FelE.m)
JEaImM

qui admet pour solution générale ¢(&,n) = £{€) + g{n) soit :

p(z,t}) = f{z-ct) + glz+tct) {1-33)
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{{z-ct) représents un sicﬁm de profil {(z) se déplacant sans déformation a fa
vitesse ¢ dans la direction Oz. gl{z+ct) un signat {profii g{z)) se déplagant & la

méme vitesse dans la direction opposée.
¢, indépendant de x et y, prend la méme valeur en tout point d'un

plan perpendiculaire & Y'axe oz : il s'agit d'une onde plane. La propagation
sans déformation dans le vide de cette onde est une propriété essentielie
des ondes électromagnétiques (mise & profit de fagon évidente en

commumnication par ondes radio}.

F(z) Flz-ck)

f\
t-o E>o i

b) Ondes sphérigues

2-_+cé)

g(2)
//\ .

2

Cherchons maintenant les solutions de (I-31) ne dépendant que d'une
variable radiale ¢ a partir d'une origine o.
{1-2 1) devient. :

1 9% 1 *e(x,t)
{re(r,. )Yy - -~ o = O (I-34)

X arZ C2 atz

qui montre que rg se présente sous une forme analogue a (1-33) :
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1 1
¢(r) = — £(r—-ct} + - gl{r+ct) {I-35)
T

r
1/r . fir-ct) représente un signal & symétrie sphiérique s'éloignant de
lorigine & la vitesse ¢ {onde sortafite) alors que /1. g(r+ct) représente un
signal convergeant vers r=0 (onde entrante). Notez la décroissance en 1/r
de l'amplitude de Ponde sphérique. Elle correspond & une décroissance en
1/12 qu vecteur de Poynting associé et donc & l'existence d'un fiux fini
dénergie électromagnétique @ travers la sphére dun rayon
arbitrairement grand (propriété également essentiefle pour les

corumunications par transmission de signaux électromagnétiques).

on 0[2. Sor{'ahf&

¢) Onde monochromatique

Cherchons maintenant une solution de (I-31) avec une dépendance

temporelle sinusoidale s'écrivant {en notation complexe) :

P(r,t) = Re @ (r.t) (1-36)
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S TE
v

z = r) e-tet I-37)
e, (r.t) = d (r}) e (
{I-31} conduit alore & I'équation de Helmholtz :
- w?
A ¢ (r) + — & =0 {I-38)
] Cz 0
Hous savons que Popérateur A = (v ¥ admet comme fonctions propres
¢ (r) = e'¥" (I-39)

-y 5:4
aveC comme valeur propre -kZ (cf. spectre de l'opérateur p = 7Y en

mécanique quantique). L'ensemible des ¢x(r} forme une base pour les
fonctions de r . La projection d'un champ quelconque sur cette base
correspond a i'opération de transformation de Fourier (voir paragraphe

cuivant).

L'équation de Helmhoitz projetée sur la base de ¢y s'écrit ;

0-)2 —
—k2 4 —— ¢ (r) =0 (I-40)
c2

ce qui tinpose la “relation de dispersion”

= =c |k (I-41)
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Or en déduit comme solution particuliere de (I-35 les ondes planes
raenochromatiques

- f(kp-w t
e (r,t) = Re {oa e P )} { complexe quelconque) (I-42)

K

La solution (1-42) avec k paralléle & Oz constitue évidemment un cas
particutier de (I-33) {onde plane monochromatique se propageant le long
de 0z). On montre de méme l'existence des ondes monochromatiques

sphieriques de 1a forme !

- ® f(Kr-ew ) B 1(-kr-o t)
¢ (r,t) = — e + -
k r r

carnrne cas particulier de (I-35).

Rappelons que les expressions présentées ici correspondent a des
solutions possibles pour l'une des composantes vectorielles du champ {ou
du potentiel) d'une onde électromagnétique. Les différentes composantes
associées & une solution donnée ne peuvent étre choicies arbitrairement et
indépendarament les unes des autres. Elles doivent satisfaire des relations
entre olles {les équations de Maxwell), ce qui impose des contrainies aux
directions des vecteurs E et B (potarisation du champ). Hous discutons ce

probléme dans un contexte plue général dans le paragraphie qui suit.

571 Décommposition du champ en ondes planes

Prlarication de ces ondes

aj L'électromagnétisme dans {'espace réciproque

e (1-43)
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Un champ électromagnétique quelconque peut se décomposer efnt

superposiion d'ondes planes monochiromatiques par transformation de

Fourier. Pogons par exeraple :
g 1 [ e 1: :
E({r,t) = a®k &(k,t) e**- (I-44a)
(z.ﬂ:)fs‘lz "
avec
— g 1 [* e m -1;:‘*
E{k.t) = d*r E(r,t) e (I-44Db)
(21.5)3!2 p

Ces deux équations représentant les deux transformations de Fourier

. T T - Sy -~ o5 .
inverses. On définit ainsi €. B, &. U, p et J, T.F. respectives de

"E,B,A.U, p et 3.
La réalité des charnps phvsique entraine de fagon evidente les relations :

(K, t) = E(-k.t) ; (I-45a)
B (k. t) = Bk, &) (I—-45b)

En utilisant les propriétés bien connues de la transformation de Fourier, on
obtient immédiaternent les équations suivantes dans 'espace des k {espace

réciproque).
‘——t- — 1 o~ —
ik.£ = — p (I-46a) ; ik.B = 0 (I-46b)
E:‘0
-]
« L+ . - -—4- —e g l :F
ik x & = -§ (I-46c) ; ik x B = = + 3 (I~464)
c? € c*

{Equations de Maxwell)
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1 E.ﬁ + 5 = 0 {conservation locale de la charge) (1-47)
§ = i}? x E Définitién des champs ' (I-48a}
o - .
£ =-% - ik U 3 partir des potentiels (I-48b)
3 ~ 8 _
K = —+ ik.ﬁ Equation (I—49a)
E'0
e e 1 -] .
3—-% + K24 = —£—~ ? - ik(iﬁﬁ + — ) des potentiels (I-49b)
c® £ c? c?

o)

aved 1es choix de jauge
e 1 o . .
ikt + — = 0 Condition de Lorentz {(1-50)

kf = O Condition de Coulomb (I—-51)

5) Chiamps joneitudinanx et transverses ; caraciére transversal du

charmp libre

o
o

<

Dans l'espace réciproque, tout champ vectoriel peut se décomposer ef

une partie longitudinale et une partie transverse suivant la relation :

EiR.t) = E K 01 ¢ € (k.6 (I-52)
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E (k. t) = K.[K.E(k.t) ] (I-53a)

On définit ainsi les parties longitudinales et transverses du champ dans

l'espace ordinaire :

EA(r, t) = — Ijj &K FAER,€) ethr (I-55)
L {2m)3/2 4
I résulte de (1-46 b) que B{rt) est purement transverse (champ polarisé
perpendiculairement & fa direction de propagation de f'onde plane dans
chaque terme de la superposition de Fourier). Le champ électrique présente
lui en général une partie transversale et une partie longitudinale. Leur
séparation est particuliérement siraple en jauge de Coulomb. On a alors
daprés (I-51) % , = 0 (e potentiel vecteur est transversal en jauge de

A

Coulombj et daprés (1-48 b) :
g=~-# -1ik.y

L

ce qui entraine iramédiaternent

s, = ~ik et EL = e EL {(en jauge de Coulonmb) (1-56)

£ k.t) = & - E (k. ) (I-53b)

{(I-54)
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comme d'autre part, dans cette jauge :

k2§l =

mlvz

0

ori voit que la partie longitudinale du champ se calcule comme en
électrostatique (elte dérive d'un potentiel coulombien), alors que la partie
transversale est 1a dérivée (changé de signe) du potentiel vecteur. Cette
séparation n'est vraie qu'en jauge de Coulomb.

Pbur un charnp libre {pas de charges et de courants), E est comme B
purement trancversal {d'aprés 1-46 a). Dans chaque onde plane de la
superpositior, les champs électriques et magnétiques sont perpendiculaires

4 k. 11 ne reste qu's préciser leurs orientations respctives (voir plus loin).

¢} Forme canonique de la décomposition du champ libre en ondes

planes

Pour un champ libre, (1-46 ¢) et {1-46 d) se réduisent & :

(I-57)

. - —
£ =ic® k x B (1-58a)

§ - -1k x8 (1-58b)

11 et commode de découpler les variables dynarmiques E ¢t B en passant

par corabinaison linéaire aux variables normales :

ik, t) = F —¢cEx3§
2N(k) L&, —« * B

— = _i — — —

Bk, t) = (€, +ecKxB]

(I-5%a)

(I-59b)
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Dans ces équations N{k) est une constante de normalisation a priort
arbitraire ne dépendant que de k = [k|. Son choix sera fixé au Chapitre VI

par des argurnents de commodité.

Les relations lides & 1a réalité des champs {I-45) monfrent que « et §

gont liés par
F(k.t) = - o (-k,t) (1-60)
Lintérét des variables normales est que leur évolution est découplée,

contrairement & celle de E et B. On montre sans peine a partir de {I-58) et

(I-59) que fon & :

8 . .
xl(k,L) + 1 @, alk,t) = 0 {I-61)
avec w = ligi
Doy
— . — -1l t
alk,t) = «(k,0}) e k (1-62)

1l _suff it alors dinverser les retations (1-59) : |

£ 0 = ijt) [ a0 - o (-ke) ] (1-63a)

[ K x f{k,t) + K x « (~k,t} ] {I-63b)
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pour obtenir la décomposition canonique du champ libre. Le champ a tout
temps L » O s'exprime en fonction de son état initial défini par les vecteurs
complexes « (k,0). Ces vecteurs, étant transversaux, peuvent pour chaque

valeur de K se décomposer sur une base de deux vecteurs orthogonaux €

et e' perpendiculairesa k :
v z a(k,0) = € o (K, 00 + &' a, (k,0)
74
(I-64)
= Z ocs(k,O) £
e &1k
Cornpte tenu de (1-44 &) et (1-63 &), on obtient alors :
— — i e - - 1(;;‘--0 1)
E (r.t) = -m———u-J‘,N(k) a*k Z £ o, (k,0)p e K
372 —
{27} e Lk
(I-65)
z - — 1(:.:‘-(».1:)
- & o (-k,0) r e K
£k
Soit en changeant la variable k en -k dans fa deuxiéme intégrale de
{1I-65)¢
E (F,t) = Re {Ej_(r,t)} (I~66)
avec
_"C - 2i 3-4- Z - e l(;.:—u t)
(21\5)3/2 —_ -+
&1k
et de mene BC (;_:,t) = Re Be (;,t)
avec
— — 21 1 — — — — 1(:. :—w't)
B (r,t) = L oo ek {2 @50 o, (k,0) ¢ e -
< -
£1k
(I-67b)

{am)3/*
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Les équations (I-67) représentent la décomposition canonique d'un
chistnp électromagnétique libre en ondes planes transversales. La nofation
cornplexe est utile pour les calculs. II faut passer bien entendu aux parties
réelies pour exprimer les quantités physiques. L'exposant ¢ sera omis dans
la suite il n'y a pas d'ambiguité. Cette décomposition nous servira pour la

quantification du champ au Chapitre VII.

d} Polarisation des ondes planes libres

Envisageons une onde plane quelconque de la superposition

précédente. Elle s'écrit de fagon générale :

ES(r,t) = (£, ES +¢& E) e (I-68a)
E° & E ~
2 2 1 l(k.l‘—ukf-)
B® (r,t) = (-~ ¢ — + e {I-68b)
. ¢

{Hous avons choisi g4 , 2y , K triédre orthonormé direct). E1¢ et E2¢ sont fes
amplitudes complexes duchamp le long de gy et ey . On peut les écrire, en

séparant les amplitudes réelles Ey 5 et les phases T

E =E e '
1 3
(I-69)
1 -
EC =E e %

On obtient alors imrnédiatement en passant aux charaps réels :

E{r .t} = E coslkr-w t+¢ ) & + E, cos(kr—wkt+@z} £,
D E, — - B . (I-70)
B{r.t) - COS{kI"‘(&)k t"f'(Pz ) E.l+ — Cos(}{r-—-mk t+(p1 ) 82

C C
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On remarque immédiatement sur ceg¢ eXpressions que .
* Les extrémités de E et B décrivent en général une ellipse dans le plan
perpendiculaire & k a la fréquence wg {polarisation générale du champ
alliptique].
* Leg directions de E et B sont & chaque instant orthogonales entre elles.
w4 4 chaque instant |B{=|E|/C. En d'autres termes rextrémité de B déerit
I'ellipse se déduisant de celle décrite par l'extrémité de E dans la rotation

d'angle +n/2 autour de k

my

i/
éi&4€mﬁ0

Cas particulers cB

a) Polarisation linéaire : g1 = ¢2 = ¢

L'ellipse dégénére en un segment de droite. En posant Ey = Eg cosf et
Ez = Eg sing, on obtient

E(r,t)

E, e, cos(kr—wkt+@)
E, . (x-71)
c

e cos(E;?wkt+¢)

-
B(r't) S+ ms2

Ii

E et B oscillent en phase le long des directions eg et egi sz 5¢ déduisant de

€1 par les rotations d'angles et 8+ n/2 autour de k
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1) Polarisation circulaire : By =E2 =Eg; ¢2 = i+ /2

L'ellipse devient un cercle. Notons que dans ce cas Ep®/Ei¢ = 1. On
retiendra quune polarisation linéaire se représente de fagon complexe par

ut vecteur

dans lequel E1€/EpC est réel alors qu'une polarisation circulaire correspond

4 E1¢/E2¢ imaginaire pur de module égal a 1.

6°) Foniction de Green : propagation dune impulsion électromagnétique

Abordons & présent le probléme de la résotution des équations des

potentiels en présence de sources {(Eq. 1-25 dans la jauge de Lorentz). Ces
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quatre équations g'écrivent pour U ou une composante quelconque de A

sons 1a forme générale

[ e(£.6) = - 8(r,t) (I-72)

o $(r.t) est le terme source correspondant respectivement a4 la densité de

charge ou & une des composanies de la densité de courant.

Afin de donner une forme gérérale de la solution de (1-72), il est

comamode de résoudre 1'équation de Green associée :

(] G(.t) = - 8(r) 8(t) (1-73)

G(r t) représente fe signad créé par wne distribution impulsionnelle de
source & origine. La solution de (I-73) doit manifestement étre & symétrie
sphérique. Daprés le paragraphe 4°), elle doit également satisfaire
'équation OG = 0 en dehors de l'origine et done &tre de la forme {{t-r/c)/r
(pour des raisons physiques évidentes, l'onde entrante doit étre exclue).
Enfin, 'onde doit &tre localisée en 1 = 0 pour t = 0. Ceci conduit 4 admettre
pour Gir,t) une solution de la forme :

G(r.t) = C 8(x) ii&iiiil (L-74)
représentant un signat sphérique infiniment court divergent de r = 0 & fa
vitesse ¢ (1a fonction de Heaviside B(r) est 1a pour rappeler que r > 0 dans

(1-74)). Afin de confirmer cette intuition, calculons DG :
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5{t-r/c) 0(r) 1 9% 8(x) &*
= - (8 (t-r/c) B(x)] =~ [8(t-r/c)]
r L or? rc?  gt? (X-75)
1 2
= — §({t-r/c) §'{r) -~ — ' (t-r/c) B(r)
r rc

afin de préciser la distribution au merabre de droite de (I-75), faisons-la

agir sur une fonction réguliére f(r,8,¢,t):

1
JJI [ [_ E_ §' (t~-r/c) 8(r) + — 8{t-r/c} 8'(r)] f(r,8,¢,t) r*dr dQ dt

rc b o
2 of r
= J.'[J‘ - rdr §(r} -— (rre P '_) dn
c at o]
J r
or c
’ reoe

La premiére intégrale au deuxiéme membre de (I-76) est nulle (terme

rd(r)). La deuxiéme vaut -4n £{0,0). Finalement au sens des distributions :

S{t-r/c) 6{(r)

= — 47 B(r) 3(t) (I-77)

X

b | 1 - — *
Qi 5 done € = —dans (1-74) et
4n
- 1 8{t-r/c)
Glr,t) = — — . (r > 0) (1—-78)
4 r

Une simple transiation dans le temps et dans 'espace donne également

] —
- 1 Bttt ~lr-r [/c)
G(r—rl,t—tl) = — {(I-79)}

D G(;.—;I r t_t1 )

(1

- 8(r-r,) 5 (t-t ) (I-80a)
et &galement

0, 6r-r ,t-t )

i

- 8(?—-?1) 8 (t-t ) (I-80b)
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G{r-ryt-ty) représente l'onde sphérique rayonnée au point r a l'instant t
par une source percussionnelle située en ry a l'instant {;. Remarquer que

(1-79) contient 1a causalité et la propagation & la vitesse ¢.

Noter que G est une solution particuliére de (I-73), celle qui satisfait
tes conditions aux limites phiysiques que noOUS NOUS SOMMES imposées. On
obtient une infinité d'autres sotutions en ajoutant & (I-78) une solution de

I'dquation homogéne [G = 0, par exemple une onde ptane du champ libre.

7°) Eauation despotentiels refardés

Toute distribution de source 8&(r,t) peut sécrire ¢n utilisant la

fonction § sous la forme d'une superposition linéaire :

S(r.t) = {Ij J &F de, S(F .t) 8(r-T ) 3(e-t)  (I-81)

Eile peul donc étre considérée formellement comme une superposition
linéaire de sources percussionnelles localisées, le "poids™ de la source au

point ry & linetant ty étant précisement 8(ry,ty).

L'équation de propagation (I-72) étant linéaire (si p1 et ¢z sont des
sofutions correspondant aux sources 8y €L 82, Agy + pgz  ést une solution”
correspondant & 1a source A8 + p8p), on obtient une solution particuliére de

{I-72) en superposant les solutions fonction de Green :

. [T . 8(t-t —|t-r [/c)
p(r,t} = — d“r1 dt, S dlr, ,tl)
41 (rwr l
v - t (1“82)
) 8(r, ,t-lr-x, [/c)
- dsrl
o W lr_rll
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{1-52) est 1a formule des potentiels retardés. C'est Ia solution de I'équation
de propagation du potentiel avec les bonnes conditions aux limites
physiques (champ rayonné par les sources). On obtient en remplagant 8§ par

peti:

[ o (r ,t-i;-i‘: /<)
e, t) = z i &, (I-83a)
4ng, lr-r |

b —
j(r1 rt—'lr"rl '/C)

a® ifl (I-83b)

—t
fr-r |

Dans cette derniére équation, on reconnait la combinaison 1/4nggc? qUe

l'on écrit traditionnellement Fol4rn.

Remarquons que les equations (I1-83) ne sont valables gue dans ls
jauge de Lorentz. Elles ont une interprétstion physique évidente: le
potentiet en un point r & I'instant t dépend de 1'&tat des sources en tous les
points de 1'espace § des instants antérieurs. Le temps correspondant &
chaque point ry est antérieur & t de l'intervslle correspondant & la
propagation du signal de ry & r & la vitesse ¢. On notera la similitude de
ces équations avec celles de Vélectrostatigue el de la magnétostatique
ohienues comme limite des précédentes lorsque p et j sont indépendants

de t,

On obtient & partir de (1-63) les champs £ el B gréace & (1-21). Les
gpérations de dérivation sont cependant parfois subtiies. Nous reviendrons

en detail sur ce probléme au Chapitre it (Rayonnement).
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5°) Equation intéarsle du champ ; le principe d'Huuyghens-Fresnel

Nous nous proposons de montrer mainlenant que les équations de
Maxwell impliquent comme une conséquence physique importante le
Principe d' Huyghens-Fresnel qui permet de calculer 1e champ en tout pm’nt.
d'ur velume €i on en connait 1a valeur ainsi que celle de sa dérivée sur le
bard de ce volume. Ce principe, recenny sous une forme ou sous une asutre
comme une des lois fondamentales de Yoptique bien svant 1'établissement
des equations de Maxwell, 8 joué un role essentiel dans le démonstration
des différentes formul2s bien connues de V'optique endulatoire. En fait, st
'on admet les équations de Maxwell, 18 formuie d° Huyghens-Fresnel
apparait non plus comme un principe, mais comme une conséguence
démantrable, moyennant certaines approximations simples, des équations
fandarmentales de 1électrodynamique. Cette démonstration, aque nous
reprenons ici & 1'aide du formslisme des fonctions de Green, a &lé faite

pour 1a premigre fois par Kirchhoff dans les années 1880.

Livrons-nous paur cetie démonstration & une manipulation simple
sur ies fonclions de Green des égualions de propsgation du champ.
Multiplions membre & membre 1'équation {i-72) {prise au point ry,ty) per
5(r-ri,i-t1), el Véguation {1-80t) par ¢(ri,{{) et soustroyons. Nous

ghtenons

G(r-r :t-t ) O, e £ ) ~— elr .t ) (1, G(r-r it-t )} =

(I-84)

—

=G (F-F, t-t ) S(F¥, .t ) + (X ,t ) 3(r-r ) Blt-t )

Considérone sutour d'un point rune surface fermée guelcanque S limitant

un volurae ¥ et intégrons 1'équation (1-84)
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sur ry dans V et sur ty entre deux bormes

arbitraires tj et tr. On obtient :

e

€
1

t
— £ -
dt, }' (G[jlcp—-@[jllc) darl = L Jv -(6&~¢ 8{r—-r ) B (e~t )) d"ridtt
v 1

soit encore :

Ce ~ 1 |5 i R TRl
de, j (GA ¢-9A G) efr - — dt, G — = @ &Fr 4+
tl v C2 t;_ v Eti Stf
(GS-9 B(r—r )} 5(t-t )} &r dt =10
v 1 1 1 1
L'intégrale de volume du 187 terme est transformée en intégrale de surface
(<}
gréce au theoreme de Green. Lintegration sur ty de la deuxieme intégraie
se fait & vue einsi que lintégrale impliquant les fonctions § au 3tme
" £ - rd
membre. On obtient {(en notant par -;% ls dérivée de ¢ selon la normale
orientée & la surface) -
t, 3P IG - 1 P aG '« .
dt (G—-—@——)dzrl———— G —m P —— Fr o+
t1 311 an A c2 St St
s 1/,
K ‘ 85)
¢ (x

+ J‘j’G(rrtt)S(r t)d“ . dt, =<P(;.t)
v

1

{axpression générale (-GS est valable auelles que solent les

bormes dintégration 4 et te. Etendons ces bornes & -co el +we. |1 est facile

€1 On utilise Lidentite | 1Gamw - aGidiey = [ 910G Vo - 0 91 G 1 diry et
on remplace integrale de volume de fa divergence de +G Vig - ¢ Vi G par
le ffux de ce vecteur sur fa fronuere S de V.
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de voir que le crochet dans la oéme jntéqrale du membre de gouche de (1-85)
< srnule identiquement dans P G(r-xr .t-t ) et -B—E—— (r—r .t—t )
i

sont en effet nuls pour t] = 4 suffisamment loin dans le passé
(tj <t -suplc- riVc) et ces quantités sont également nulles pour ty=tf dés que
tr» t {voir 179). I} ne reste donc que la premiére et {a troisiéme intégrales. En
effectuant l'intégration sur t dans cette derniére, on obtient :

S(r . t-lT-r, 1/¢} P
(r,t} = — . : d*r +| 4t (G — —p—)d? r, {I~-86 o-)
elz 4te - = 1 i1l sn 9n
7 1r~r1{

Utilisant la formule des potentiels retardés, nous pouvons aussi écrire:

> paey — i —
Lp(F,I:) 4 J S(r‘,bil’-ﬁf/c.) OLS;('.: + 4 S(r‘ t-—lf“-ﬁ(/c) A3 ([.96{3)
4it lf”_ﬁl 411‘?';.9-‘«-%\\/ f?-‘—’:‘

Ainsi, comparant ( [-86a) et (I86b) nous voyons que le champ créé par les
soucces extérieures au volume V peut se calculer par une intégrale de surface
portant sur la fronttére S de V et faisant intervenic le champ et sa dérivée
normale sur cette frontiere. [l n'est donc pas nécessaire de connaitre {‘état des
sources a l'extérieur d'un volume fermé pour déterminer la contribution de ces
sources au champ dans ce volume : il suffit de connaitre le champ et sa dérivee
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cur 1g frantitre de ce voiume. Cest Vidée de base du principe d'Huyghens-

Fresnel et de toute la théorie de la diffraction.

Précisons ce principe sur un exempte
simple : une source située au point rg
rayenne une ende monochromatique
vers 'ouverture 0 percée dans un
écran £. On se propose de determiner
le champ en r de V'autre c4té de
T'écran. On applique ta formute (1-80) -
en prenant e volume V Hrité par 1
surface de 1'écran et de V'ouverture et
ung demi-sphére de rayon tendant
vers Vinfini sur la droite. On gdmet
{hypothéses de Kirchhoff) que le
champ est nul sur £ et que dans

Vouverture i1 prend ta valeur quil

aurait au méme point en V'absence de
L. Uintegrale de surface sur lg
surface de I'infini s'annulant (voir
ptus haut) (1-86) s'écrit dans ce coas

particulier el avec ces hypolhéses .

g G —
@(;,t) = I dtx [ wi - ¥ w—) dzri {E-87)
ouverture on on

gvec @ donné en notation complexe au point ry de Vouverture par :



42

— =] e
@(rl,t) = T (r—-88)
fr -r |
8‘? . - £ G - G G
3 —=n.V ¢ e — = .
i1 reste & calculer on e, P ",

{n : vecteur unitaire normal en chaque point 8 la surface de l'ouverture,

voir figure). On g :

1

e . — e — —
n.v @ = ik n.e e(xr ,t) - n.e e{r ,t) {1-89)
* ol 1 -t - v r L
1 o 1 lr —r l 9 1
1 0

oll ero 1 est le vecteur unitaire dirigé du point rg vers le paint ry. St le

point rg se trouve 8 i:ne distance de 1'écran grande devant A = Znfk, le

deuxizrme terme est négligesble devant le 167 dans (1-89) et Ton & :

P

¥~ ik n.e. _ @lr,.t) (£-901
an Tab
De mérme :
3G 1 8‘(t~tl—tr~r1|/C)
— =n VvV G = - = n.e T
on Ty 41te 1 jr-r |
t (1-91)
_ _ --4-—.-4— )
1 — — S(t tl. lr rlllc‘
- w— mn.e
47 Ty

[r—
fr—x {*
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{errt : vecteur unitaire dirigé de rversry ).

Lorsqu'on multiplie cette distribution par ¢ et integre sur ty, ia

w 1
premiére ligne de {I-91) donne un termeen @ — ——— ¢
¢ le-r, |
1
s i 1
alars que 1a deuxieme ligne donne un terme en.  ————— @ .
. lr“rx 12

Si e point r se trouve & une distance de Youverture grande devant & |, on

peut & nouvesy négliger le 26 terme et écrire

n.o (1I~92)

Moyennant ces approximations, on obtient & partir de {(I-87)

. ik s(t-t -|r-r, [/c) . .
P(r,t) = — I dt ¢(r .t ) n.e d%r
1 —_ 1 i I‘ol"l 1
ouverture fr-r |
N §' (t-t —|z-r. |/¢) .
1 1 — — -
+ — | dt ®{(r ,t ) n.e d*r
41c L ey 1" re, 1
ouverture Ir ral
(I-93)
Soit encore en notant que
g .K = —COS & et g .l = C0OS &
r_r 4] rr L

o 1 1
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(voir 1o définition des angles wg et « sur i figure ci-dessus) et en

effectuant les intégrations sur ty:

@(;;,t—I;F;;l/c)

e i 2* -
@lE. t) = — x. afr, (I-94)
‘ LA |21 |
ouverture 1
avec "
x = (cos o + cos « ) (1-95)

{x est ie facteur d'inclinaison, g el & étant les angles entre la normale &

vouverture et les directions de 1a source et du point d'observation).

L'expression {(1-94) résume le principe d'Huyghens-Fresnel. Elle peut

encore s'écrire, compte tenu de{i-88) :

i 1 femr |

-t 1 q)(x‘l 't) € ' e
P{r, t) = — x. & x (I-96)
iA 1

-
ouverture fr-x |

Tout se passe pour le calcul du champ & droite de Vouverture comme si on

remplacait s source située en rp & gauche'et 'écran £ par une distribution

de sources fictives situées sur V'ouverture, V'amplitude de ia source fictive

au_point ry_de_)ouverture éiant proportionnelle & la valeur du champ

raygnné en ce point par la source réelle. (Principe des sources virtuelles

secondaires). Nous avons raisonné sur une source ponctuelle

monochromatique située en rg. En appliquant le principe de superposition,
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le reisonnement s'élend & une source monachromatique étendue formée d'un
ensemble de points, pourvu que langle sous laguelle on la voil de
I'ouverture soit petit. Dans un grand nombre d'applicstion, le facteur

dinclinaison x_est pris égal & T'unité (petits angles xg et o).

Remargues : (1-96) est une formule approchée étabiie § partir des

équations de Maxwell et des hypothéses de Kirchhoff ( nuilité du champ et de sa
dérivée "derriére” I'écran opaque, non perturbation du champ par les bords du
diaphragme dans l'ouverture...). La consistance mathématique de ces hypothéses
pose des problémes dont la discussion sort du cadre de ce cours ( voir par
exemple le livee de Jackson). Contentons nous d'indiquer que cette formule
fournit une bonne approximation du champ pour des ouvertures pas trop
petites. Elle ne sera plus valable si les ouvertures sont inférieures ou de l'ordre
de la fongueur d'onde . Le traitement complet du probléme de la diffraction est
trés compliqué et technique (il faut en particulier décrire correctement les
conditions aux limites sur les bords de l'écran, tenir compte du caractere
vectoriel du champ etc.)' L'équation (I-96) donne cependant une

bonne appreximation dans une grande variété d'expériences d'optique. Cette
formule g été introduite par Fresnel et permet de retrouver la plupart des

1ois de l'optique ondulatoire.

oYy Canclusion @ 1a sunthése de 'Electromagnétisme el de 1'Qptique ;

du principe de Buyghens-Fresnel au principe de Fermat

Mous svone présenté dsns ce Chapilre le formaiisme génersl de
I'Electrodunamique en déduisant tous les résultsts des égquslicns de
Maxwell-Lorentz, Nous avons moniré commenl ces équalions predisent
'axizience dondes se propegesnt § la vitesse ¢ et indigué corarnent on
pouvail calculer te champ o partir de la distribution des charges
steciriques et de leurs vitesses & chaque instant el en toul point de

Vezpace. Mous avons egalement montré que le champ gouvarl éire calcule
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par le principe d'Huyghens-fFresnel & partir duguel ont &l& établies au
yiyeme gigcle toutes les lois de 1'0ptique andulataire (phénomeénes
dinterférence  de diffraction, lois de la réflexion et de 1@ réfraction,
etc.). Montrons pour canclure que ce formalisme général cantient
égaternent, § l& limite oll les dimensions des puvertures et des écrans sont
grandes devant la longueur d'onde, les résultats de Voptigue géomeétirique

{notion de rayon lumineux).

SM-:L \SN"l SN

Proposons-nous peur cela d'évaluer le champ produit au peint M{r) par une
source ponctuelle située en Mo {ro en eppliquant te principe d'Huyghens-
Fresnel de proche en proche, & 1'aide d'une successien de surfaces sy, S2..

en- 7, SN~ 1, S Féparties entre My et M {voir figure ci-dessus).

Appliquard 1a formule (1-96), e charnp en M peut g'écrire

1k
HNH

1 e
P(M,t) = [——] 2 Xy ‘P(Mﬂ.t} —_— (X~97)
ik MNGSN MNM
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gt de proche en proche -

P(M,t) =
X x""x‘u-lagi TR(H M +H M _+...¢M H)
[.]_-_-)H 2 ! * "P(Mort)-e 0 1 1 2 M
ik
Mg?S1 M;.Mo' M2M1"'MR-—1MH'MNM

M €S,
(r—98)

Le champ eu point M apparail @insi comme une somme de
contributions, une powr chaque "chiemin” Mo My M2 .. Mp-1 My M. Dans cette
samrne, chaque terme a une amplitude {déterminée par le quotient des  par
te produit des distences &iémentaires) et une phase déterminée par
Vexponentielle ekl gi =M+ MM+ +Mg- 1 MMyt est 1 longueur du
chernin. Lorsqu'on passe dans la sommation d'un chemin & un chemin voisin,
le terme demplitude varie Tentement enh comparsison de la phase gui
chanqe heaucoup dés que L varie d'une quantité de Vordre de A=2n/k. En
conséquence, les contributions des chemins inteﬁéreﬁt destructlivement,

zguf au voisinaqge dy chemin de phase siationnaire, c'est-d-dire de 1a droite

MaM. En d'autres termes, on peut
interposer des écrans qui blequent la
centribution des chemins hors de

cette draite {veir figure ci-contre)

., 1 l sang changer le champ au point M :
e > S o . ' _ _
Mo l M c’est ce qu'on exprime en disanl que
l 1a lumiére se propage en ligne droite.

Roter que ce résultst nest valable

que si la taille des diaphragmes est
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grande devant A. Sinon, on commence & altérer la contribution de chemins

minterférant plus destructivement avec le chemin de phase stationnaire :
on voit apparaitre V'importance de la diffraction {déviation de Voptique

géométrique) lorsque & dimension des ouvertures devient de F'ordre de A.

Nous evons raisenné ici sur le champ dans l'espaée libre. Nous
verrons plus loin que la propagation du champ est décrite dans un milieu

matériel & 1'aide d'un indice de réfractiﬁn*n(r), le déphasage du champ sur

i - }
une distance £ devenant  n(r) kg = M
C

et o/n Btant s vitesse de phase du champ dans e milieu.

L'équation correspondant & {1-98) dans un milieu matériet {ait alors

apparaitre un lerme de phase

w
i —(n MM+n MM+ ... +n MM
o 1 o 1 2 1 2 N N
e

et seuls contribuent su champ en M les chemins tels que

n(g) de
5 [ . e = 0 (I-99)
chemin C

paur une petite variation du chemin, ce que 'on exprime encore par

3 T = 0 (X-100)

chewin

ol Tehemin €St 1e temps de propagation de la lumiere le 1ong du chemin dans
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le rmilieu. Le résultat (1-100) exprime le principe de Fermat : la lumiere
suit pour se propager d'un point & un gutre le chemin carrespandant & un
extremum du temps de propagalion. Ce principe n'est valable que lorsque la
diffraction est négligeable. I1 permel d'etablir les lois Dien connues de
Feptique des rayons iumineux {10is de Sneli-Descartes). Nous avons fait
ainsi e pont entre 1'Electricité, ie Magnétisme et 1'0ptique et établi toutes

les bases de L'Electrodynarmique classigue.






COMPLEMENT Aj

INVARIARCE RELATIVISTE DE L'ELECTRODYNAMIQUE

Les équations de 1Electrodynarnique présentent la propriété trés
importante d'étre invariantes par transformation de Lorentz, c'est--dire de
se metire sous une forme identique dans tous les référentiels galiléens.
Cette invariance, & Porigine de la découverte de la théorie de 1a relativité,
est particulierernent claire lorsqu'on met les équations sous forme

ariante, en explicitant le caractére tensoriel des différentes quantités
shivsigues relatives aux champs el aux particules. Dans ce bref résumé, il
nest pas question de refaire un cours de relativité, mais seulement de
rappeler le formalisme et de présenter les équations de Maxwell-Lorentz

sous leur forme covariante, en en tirant quelques conséquences.

1V Ranpels d'aleéhre tencorielle - Notations

+

Rappalons que les quatre composantes x=x(1) x{Zizy, 23z xlddact
dun événement se transforment par la transformation de Lorentz. Pour fe
passage dang un repére en translation a la vitesse v le long de O, cette

franstermation s'écrit (transformation de Lorentz spéciale} -

e (1) x(l) 1)

x Y 0 0 -pv X
{2 {2 {21
be - L x - 0 10 O X (Az_l)
st t3) x(3 O 01 0 %3
-B7 0 O
SRR sl x4

avec les nolatons:

B=v/ery=(1-vE/2)-112






51

On écrira [ équation {A[-1} sous la forme condensée:
Xl.i = Ll k Xk

en adoplant [a regle de sommation d'Einstein sur les indices repétés une
fois en position haute dite contravariante et une fois en position basse dite
covariante (on somme ici sur 'indice k).

Tout ensemble de quatre quantites se transformant les unes dans les
autres suivant cette relation est un quadrivecteur (contravariant).

Exemples :

Quadrivecteur énergie impulsion F, E/fc
3 2@ 2 13 .
Quadrivecteur gradient — g, e - = — — noté V¥
IX Iy az ¢ dt
Le produit scalaire de deux vecteurs Al et Bi s'ecrit:
AB =g AtBl = AIBl « AZBZ « A3B3 - A4p4
ou gij est le tenseur metrique deéfini par:
1 6 0 0
0 1 0 0
g,. = (Ay-2)
1§ 0 0 1 0 I
0 0 0 -1

On notera que la définition du produit scalaire en fonction du lenseur
métrique satisfail bien 2 la régle de sommation sur les indices répétés: on
somme sur i et j et le caractére diagonal de g;; entraine {a presence des
seuls termes carres dans le produit scalaire.

Comme son nom lindique, € produit scalaire est invariant par

transforination de Lorents :

Exemples :

ax? ay*? az? c? a¢?

U LOn notera egalement qu il existe une autre conventon possisle pour ie
produit scalaire correspondant Qu fenseur MEIriqUe GPPOse 4= "2n.
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sont des invariants.
& partir de deux vecteurs, on peut former un tenseur 4 deux indices :
pid = Al BI . (AI—-Bl
qui e transforme suivant la loi

gotd = L‘hL’mTkm (sommation sur les indices répétés) (Ay-4)

Toute combinaison linéaire de produits tensoriels obéit & Ia méme loi de

transforraation. It en est de méme du tenseur antisymeétrique :

gtd = At B4 - A’ B! (Af-s}

Traneformation d'un ¢charmp vectoriel ou tensoriel

En  électromagnétisme, nous Sommes amenés & définir la
transformation d'un champ de vecteurs ou Ele tenseurs défini en chaque -
point de I'espace temps ¥, v, Z, t. Dans fa transformation de Lorentz L, %, ¥, 2,
t deviennent ¥, ', 2, t. Le champ au point r’, t' sera transformé du charp

au point r L St s'agit d'un champ de vecteurs Allr t), on aura donc :

At (x',yt.z', ") = LAY (x,¥.Z.8) (sommation sur les (Ay—6)
' ) indices répétés)
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zoit encore puisque

Xl = {L“‘)‘J-x"'

A"[x',y',z',t;’] = L‘J.AJ [Tt (x") ] (AI-7)

Pour trouver le champ en un point du nouveau repére, il faut déterminer
par L1 le point auquel il correspond dans l'ancien repére et effectuer la

transiormation L eur le champ en ¢e point.
De méme poir un charp tensoriel :

) ] — 1 J kw ~1 t ) -
F'9{x") L LmE‘ [L™" (%) ] (AI 8)

R

29} Caractére tensoriel des grandeurs de 1Electrodynamique

La charge ¢lectrique dune particule est une grandeur scalaire
(invariante par transformation de Lorentz) Sif n'en n'était pas ainsi, la
charge dependrait de la vitesse des particules, ce qui serait en contradiction
avec la neutralité électrique des atomes ou molécules ol les vitesses des
£lectrons et novaux varient dans une large dor\naine. Il en résulte que les

quatre quantités j{r,t) et cp(r,t) constituent un champ de quadrivecteurs.

Largumenit pour le démontrer est le suivant @ considérons une
particule de dimension petite finie, centrée en r 4 linstant t et ayant un
volume &V. Appelons p la densité de charge (supposée uniforme) de fa

particule. O a :
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g = p HV

Effectuons & présent une transformation de Lorentz. Dans l¢ nouveau

repére, 1a particule a un volume AV et une densité de charge p’ telle que

p! OV' = p OV

Ainsi pAV est un invariant relativiste. I1 en résulte que fa quantité

t
p OV dx_

(ol dxt représente lintervalle entre deux événements infiniment proches
associés au passage de la particule en deux points voisins) est un

quadrivecteur. It en ¢st de méme de la quantité :

dax?

X

p AV dt ——
dt

Or, dans une transformation de Lorentz AV dt (é1ément dhypervolume) est

invariant. On en déduit que
dax!

=
p —
dt

est un quadrivecteur. Faisons & présent tendre vers zéro la faille de la

particule. p tend alors vers la distribution de Dirac g 8{r - r_(t)].

On en déduit que :
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dx(x . .

qg — 8f{r -~ r {(t)}]
dt
dyﬂ( — —

q §[r - ru(t)]
dt ¢
dzu i -

q — 8[r - r_(t)]
dt

q ¢ 8[r - r_(t)] J

est un quadrivecteur noté j!
et par sommation 'sur I'ensemble dés particules, il en est de méme de j et
¢p. & partir de cette propriété fondamentale, on déduit immédiatement le
caractére tensorie! de toutes les grandeurs de ['électromagnétisme et le

caractére invariant des équations de Maxwell. En effet, I'équation ¢

s&erit simplement ;

I1 s'agit d'un produit scalaire de deux vecteurs, manifestement invariant

relativiste = cetle équation prend ia méme forme dans tous les repéres de

Lorentz. L'équation des potentiels {en jauge de Lorentz) impose alors que A

et U/¢ soient les quatre composantes d'un quadrivecteur noté At -

l:] Ai = - - jl (AI"'].O)

La condition de Lorentz est elie-méme invariante relativiste -

% vt At =0 (A7-11)

Notons dailleurs en passant que 1'équation des potentiels est invariante
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relativiste dange n'importe quelle jauge st A, U/c.est un quadrivecteur. Elle

c'éerit en effet :

vecteur vecteur vecteur scalaire
« e ' e
1 {A;~12)
0 at =~ 3t + v (g, ¢ ak) 1
£ c?

Enfin, les c¢hamps E et B apparaissent comme Ies 6 composantes

indépendantes du tenseur antisymeétrique :

F'9 =yt al - v at (A7-13)

On a en =ffet immédiatement :

(O B, -B, ~E /c )

~B. 0 B -E_/c
z X ¥
F o= B -B_ 0 ~E, /¢ (Ap-14)

E E E
X ¥ Z
— — e 0

\ C [ Cc /

Remarques :
Les équations de Maxwell elles-mémes se mettent sous la forme
covariante : les équations inhomogénes (dépendant de p et j) se regroupent

sous la forme ; .

. 1

g . ¢ Fik = - ik (Ar—15)

fJ I
Eocz

et les équations homogénes deviennent :

€k v F'¥% o= ¢ (AI——].G)
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ou gjkt est 1e tenseur d'ordre 4 égal @ 1 si ijki est obtenu & partir de 1234

par une permutation paire et nul sinomn.

L'équation de la dynamique de la particule o {impuision P, énergie
E.) se met également sous forme covariante :

dxh

[+

= 14 -
_quhF (AI 17)

ar

Dans cette égquation dv = dt I.‘L“V;/c2

¢st 1a différentietle du temps propre de la particule (quantité scalaire).

Les trois équations d'espace {i=1,2,3) correspondent & 1'équation de

Lorentz :

=q (E+ V_ x B) | (A[-18)

=4q E‘{; (AI"“lg)

(ta variation de I'énergie de la particule est égale au travail de a force de
Lorentz).

3°) Transformation des champs et des potentiels
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On déduit du caractére vectoriel des Aj et tensoriel des FIK les

rransformations suivantes pour les potentiels et les champs dans un

changement de repére gatiléen (nouveau repére en translation a la vitesse

v le long de 0X) :

! 57
A' =TA‘ o e J
le:
A' = A
h! ¥ ¥ (AI”20)
A' = A
z z
U U
— = =BT A+ T —
\ * c
v 1
(6-% et 1o =)
c
J1—v2/c2

et pour les charaps

B' = B
¢ X X
Eanx Ez
E' =7 (E -cpB) 45 V(B FF—) (Ap-21)
E' =7 {E + cB B )} E,
z z 14 B'ﬂT(B "'B_—)
2 z c

Les champs au 26m€ membre de ces équations doivent étre évalués au

point L1{x").

Remarque umpertante : (pour ceux qui connaissent un peu dalgébre -

tensorielle) :

Nous avons systématiquement adopté dans ce résumé fe point de vue

des grandeurs contravariantes (vi, j§, Al, FiX sont des vecteurs ou des

tenseurs contravariants). L'introduction de vecteur covariant tef que
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=
L

4
[

=g ¥l nous aurait permis de simplifier certaines formules en écrivant le
{4
produit ecalaire de deux vecteurs sous la forme A BJ. Par exemple,

I'équation de conservation de la charge s'éerit :

v j4 =0 (sommation sur les indices répétés en
position covariante et contravariante)

la condition de jauge de Lorentz :

lse équations de Maxwell :

‘ 7 Fii = -
1
€ C
0

i b I S
st ¥ F =0
et I'équation de fa force de Lorentz :

dex dxfx
- 1
qFJ

av dT

Applicalion : champ d'une charge en mot uniforme

Soit O'x'y'z le référentiel propre attaché & la charge obéissant i l1a loi

horaire x=vt Dans ce référentiel :
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! Tod x'
E' =
x
4ﬂ€° [x'2+ Y-z+ zl2]3/2
B o= — Y (Ay-23)
< = I—
¥ 411780 [x-2+ y|2+ Zc233/2
q z'
Ef =
kA
L 4W6° [xcz+ Y'2+ z-z]n/z
BX = 0
Y
z

Le référentiel du Laboratoire se déplace & la vitesse -v le long de Ox. On en

déduit :
fB = 0
E = E’ x
X X Tﬁ
— ] B = - — R
Ey = TEV < v p z (AI"24)
— [ ’1’[3
B, = 7E; B, = — E!
S
X' = 7 (x — Vt)
y' =Y
avec 2t = 2
t' = 1 (t - Vx/c*)

ol les charps de la charge en mouvernent :

( q T {x - Vt)
B T 41e |
o {72 (X"Vt)2+ Y2+ ZZ ]3/2
) Ey = 41& vy (AI"ZS)
o [T (x-Vt)2+ y*+ 22 PP/ 2
q T z

L : qme [7* (x=Vt)?+ y*+ z?2 P/ *
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B = 0
X
gq z
B, = ~ TV
< amg _c* (72 (x=VE)?+ y*+ 22 ]3/° (A[~26)
q Y
B, = ———— TV
4ﬂ£°c2 [v2 (x-VE)2+ g%+ 223%/°2

Limite non relativiste y= 1

E ect le champ de Coulomb instantané centré sur la position de la

1 ; {r vecteur instantané
E o —_— dirigé de la charge vers
ame rt le point d'observation)
- }J’ﬁ V X r . .
B~ —g woo (Lol de Biot et Savart)
41 r3

Lorsque — m'est plus trée petit, le terme en y modifie la distribution du

710

champ applatissement de la distribution).
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| COMPLEMENT Bj

ELECTRODYNAMIQUE ET PRINCIPE VARIATIONNEL

13 Position du probléme : principe variationnel! de moindre action

Les équations de {Electrodynamique peuvent, comme celles dun
systéme mécanique de particules, s¢ déduire d'un principe variationnel de
rmoindre action. Nous nous proposons dans ce complément de présenter
rapidement ce point de vue, qui constitue ce qu'on appelie la théorie
Lagrangienne des charaps et présente "électromagnétisme sous une forme
direciement quantifiable.

La théorie que nous allons présenter cénéralise, pour un systérme
présentant un nombre infini de degrés de libertés, la théorie Lagrangienne
des systémes mécaniques a nornbre {ini de degrés de liberté.

L'état dynaraique du champ est décrit & tout instant par la donnée de
la valeur des composanbes du champ en chague point. r de lespace
{E{r,t),B(r,t)] lternativement, on peut se donner fes quatre composantes
du quadrivecteur potentiel AHrt) ainsi que leurs dérivées temporelle &t
spatiaie. Alns les quantités AI{r by et leurs dérivées jonent pour fe champ le
roie des quantités Plet) et Biot) qui représentent les coordonnées de la
position et de la vitesse des particules matérielles dans le cas d'un systéme

mécaniqus, aved la correspondance

= Aj

s = §
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tindice discret o est remplacé par un indice continu r. Les “coordonnées des
particules” sont remplacées par les données des potentiels en chaque point.
Remarquons que les dérivées spatiales de Al n'ont pas d'analogie directe

pour un systetne discret.
Le probléme variationne! & traiter se pose de la fagon suivante :

« 00 suppose connus ies deux états dynamiques du champ correspondant a
un instant initial t1 et un instant final tp , c'est-a-dire qu'on se donne en
tous points de l'espace les fonctions Alr ty) et A¥(r t7) et on se propose de
déterminer |histoire” du champ entre les instants t; et tz , Cest-a-dire les

fonctions A1{r t) & tous les instants t tels que £ (L (tz .

«« Pour effectuer cette détermination, on utilise la méthode suivante : on
considare toutes les "histoires™ possibles définies par toutes les fonctions

AHr 1) satisfaisant aux conditions aux limites

Al {rt1) = Aqdir) (fonctions irmposées aux
A 1) = A2 (r) instants ty et tz) {Bi-1)

s+ & chaque “histoire” on associe une densité de Lagrangien

o . 3. o, )
LA L) ; At Py AHr t)) qui dépend en tout point de 1'état dynamique
du champ, ¢est-d-dire des potentiels et de leur dérivées temporelies et

spatiales {i=1,2,3). Cette densité de Lagrangien permet, par intégration sur r

de définir la fonction de Lagrange du systéme :
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L= [ & Lirt) - (B1-2

de 1o mdme facon qu'en sommant sur les diverses particules d'un systéme
mécanique, on détermine le Lagrangien total de ce systéme.
A partir de ce Lagrangien, on définit enfin un nombre S appelé

"sction” associée & I'histoire considérée par lintégration temporelle entre U

7 t

2= | Liydt= fdt [ a3 tirt) (B1-3)

L histoire” réelle du champ entre ty et tz est celle qui rend S extrémale par
rapport & toute variation infinitésimale des fonctions Al compatible avec fes

conditions aux limites irnposées.

Les problémes qui se posent alors sont :
{i) Transformer ce principe variationnel intégral en équation
différentielle décrivant la propagation locale du champ {(équation de

Lagrange).

il Trouver pour chaque situation phiysique, un Lagrangien dont les”
équations de Lagrange associées correspondent aux  équations
différentielies d'évolution du systéme {dans e ¢as de [électromagnétisme,
il faut que les équations de Lagrange correspendent aux €quations de

Mamaell).

2% Equations de Lagrange pour un champ scalaire dans un espace
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A 1 dimmension

avant de passer au probléme de I'électromagnétisme (champ a
quatre composantes défini dans un espace a trois dimensions), nous allons
établir les équations de Lagrange dans une situation ptus simple, celle d'un
systérme correspondant a un champ scataire (une seule fonction Al notée A)
dans un espace & une dimension (notée x). Il s'agit par exemple d'étudier
les vwibrations ftransversales d'une corde. (A représente I'élongation

trangversale au point x dans ce cas).

Ly
rAY

§ALLY) t
AR

La figure ¢i-dessus reprecents en traits gras I'état dynamique initial
&t final {connus) du systéme aux instants 1g et &2 ainsi'que I'état {inconnu)
du eystéme & un instant t intermédiaire. En traits fins, on représente
épalernent une histoire “possible” correspondant & une fonction A(xt)
queiconque et on appelle §4(xt) la variation entre la solution réeile et

I'histoire “possible”

sS40 L) doit satisfaire aux conditions limites :

oA

sS4z =0

RIAVECIERC {(B1-4)
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car toutes les histoires considéréss doivent avolr les mémes élats inital et

final. De plus, on peut en général iraposer la condition :
q{zty=0 pour ¥=tfc (Bi-5)

gui implique que ie chamnp est nul % tout instant & linfini. {Ce qui est
toujours vrai dun champ physique produit par des sources a distance
lipie). Dans lexemple de la corde vibrante, ses extrémités sont en général
fisen of 1a derniére condition devient SA(xyt) = 84(xg,t)=0 on ¥1 et %z sont

s extrémités de la corde.

Ecrivons 1% variation de la demsité de Lagrangien associée & 1a

varialicn &4

" i, o W faé) {

[ = Gl + TE QS+ —_— ‘3—."\l

' A & dd ‘.-3}; kf [-4)
Jx

a a '.:sxux d
o R S Wk oot N
g = 31_ Lo ) (i [u] - = (Ur‘.i
- ag LA

( dL k. & s )

cflo= — ai + ST laA )+ — FEA] Ty

TR AN TR S T (B1-7)
)

T en déduit fa variation tofale du Lagrangien
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o AL, L
O K PR SO (Br-&)

—_ i 3 —_ Y v
i L- = l a5~ + o 6"1 + e (_Lh"'&_.! } d..".
. ‘.jfﬁl d;‘{ﬁ at ) (d;ua\ AN
a(—)
dx

On remarque que la dernidre partie de lintégrale s'integre par parties

© 4 3L

S} VR I L o+ I 3.

)64 dx

LY = 4

—_— A e [ L&
n .Lur;) ‘-in = } .

{
i : . 4 d
. af'.'.k . f.’:" Far U £a
| aly ()
P ax J &z
“' a aL 4 ~
= - ] - { A :‘ 81'.:'1 A= lBI—\:_]_.I
dzZ ad,
i
az

{1a pariie intéorée ect nuile car 4 = ¢ a I'infini).

Do fa variation de action :

2
3 [ W L8 2 s jaxat o
- ax&x gh"'a_lg‘;atofﬁ - a:{\ _3;"&. Fod i C { 1-

J &-(a?}

t1.

Le 2812 terme de l'intdgrale ci-dessus sintégre également par parties sur Ie

tetaps, avec une partie intégrée nuile (SA(t;) = 8A(t2) = 0) : on a donc

SNiin



68

fz

i AL a aL a ¢ aI—' N % i, "
ss= | at | SES Bt Ty Ay R (By-117

) ar

tl DS

I nrincine variationnel irmpose 88 = 0 pour toute variation infinitesimale

i 8 aL d al .
oy - - 0 (B1-12)
dtal e aA v -1

L
-[&

Tast Uéguation de Lagrange pour un champ sealaire 3 une dimension,

Emercice : Monirer que pour une corde vibrante, l'équation de propagation

-t

i 1 as _ , , , .
PR e ¢ (v : vitesse de propagation de l'onde dépendant de la
A A ¢

tension et de 1a densité linéaire), dérive d'une densité de Lagrangien de la

Torime
1 e dé
L = - fﬂxz - l:. . }C’:
Ve JE

3°) Généralisation pour un champ a quatre composantes dans l'espace a

trois dimensions. Lagrangien du champ électromagnetique
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1o raisonnement variationnel précédent se généralise aisément & un
probiéree ou 'on a quatre fonctions &1 st ol X est remplacé par r = (Xy.2).

On obtient imruédiatement les quatre equations de Lagrange (obtenues en

faisant varier indépendamment les &1}
b 3L @ L & 3 b o
e T TS = T Pandt e N ._‘ i = tDI‘}'«_‘))
":.:‘1} ':it '.'.(a,e'xl &X d.l. 1’ 3}" ,a.léij LZ d.r.‘%.]
d L ) I:-{ i'—._-u\! dh )
ax ay &

I1 nous reste & trouver la densité du Lagrangien L pour laquelle les
ci-dessus ze réduisent auy équations de Maxwell. Mous pouvons

equations
r guider par des arguments de s

rvmétrie, dinvariance

g g,

pour cela nous laisees

. il
L doit dependre de A ,J a»t pory ainst bien entendu que de pet . L

n'a pas une forme unique. Plusieurs Lagrangiens peuvent en effet conduire
aux mémes équations de Lagrange. Nous nous contenterons de donner ici le
Lagrangien habituellement utitisé

CG PR ol s ‘: .y
L= (EE-c2B2) g {B1-14)

(E et B doivent bien sir étre remptacés par leurs expressions en fonction de

&) pour écrire les équations de Lagrange).

Wotons que L se met également sous la forme

- ! (B1-15)

™

2goe . R
L=- ——i Tip LjmEY F‘Q + 25 Al



Gl enlore

c20 h

i
L=-=2rF ea

4 h b
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Len utilisant Jes notations covariantes et contravariantes .

(B1-16)

11 reste bien sur & montrer que ce Lagrangien correspond bien aux

f1]
1
P

47y Les &g

nations de Maxwell & parfir &

wations de Maxmwell habituelles,

&t équations de Lagrance

il
)
o

.0
L=

]
£
L

1A+‘.}' Um

ton revient A présent aux

1.5
L

AR © o BAY
i) ——
4z 4

—CZ':'_V {A):’},;

expiicitant L, on ebtient .

notations

dairec). On obtient alors

tooadr
\ 3!_
@ 1
2 ;'-{U}_ U

Ed
= - CiFe  C
¢ Gk-' E'-:'; ’

_ ._aiﬁlz.
Ay
i "
— .
alékf ’ dléllz
. at
3 5y
il ,}
aLAl" CGVMBX ’
3(—
( 4z

nabitnelles

Aj-pU

des pole

(B1-173

ntiele vecteurs et

dL
Ju
ax

aL

au = - SQEY
I )

a1

)
’ a2

= - -‘.‘-(}Ex

- 2pkp
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{(By-18)

Iron Pequation de Lagrange en U

gt ¥ O E=0 {Br-19)

CIE:.: dEE ﬁBv

- [P W

R Rrall it
X ojt a7 a4z

. toaE; 1 ~
(¥ «Bh -3 -~ jx=0 {Ry-20)
) <=3t el

De méme pour les équations de Lagrange en S el A

ainsi denx des Squations de Maxtwedl

s

v _E=pfey (Br-21)

¥V xBe=

sont bien entendu implicitement contenues dans l1a définition de E et B a
partirde A et U
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<*¥ Lagrangien du systérme charges + champ en interaction.

La foree de Loreniz & parlir des équations de Lagrange

2

ro

Hous avons supposé jusqu'a présent que 1'état des charges était
imposé a priori (données des fonctions j et p) En fait, les particules
chargées font également partie du systeme dynamique et leurs variables
“dynamiques (positions, vitesses) doivent apparaitre- comme telles dans le

Lagrangien du systéme global charges + champ.
11 nous faut donc exprimer le terme d'interaction dans le Lagrangien

. ~ 2 - " - -
en fonction des 1, et 1, des particules, ¢¢ que Fon oblient simplement en

sypiicitant p et

O obtient alors -

A ) - Ut plot) Fadr

=S (o fu. AlLE) - Qo UlrLt) ] (B1-23)
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Il faut bien entendu que le Lagrangien global décrive également I'évolution
des particules libres en absence de couplage avec e champ (a la limite ou
les q.+0). I faut donc ajouter le Lagrangien des particules libres, qui
séerit

Lpastioutes = 2 { - M8 Al 1-Tgf/c8 3 (By-24)
fie
ol & ia limnite non relaiviste ;
&z
M, g o Y
Lyarucules 5 2 5 (B1-25)

o

L5,

Finalement, le systeme charges + champ est décrit par le Lagrangien

iobal

A

n TS N
L=y {-10fa1-6,5/¢2 1+

j‘”‘ (E2 - ¢cZB2ydir «

h"l <%

P
o,

b T e Te AlTLt) - e UE,t) )

o

(B1-26)

(4]

&t ¢ et

A

ous la forme d'une comme de 3 termes : le Lagrangien des
particules, celui du champ et le terme d'interaction.

Hous avons défa montré que ce Lagrangien conduit, pour une
Jdistribution de champ et de courants donnés aux équations de Maxwell. I

reste a montrer que pour un champ imposé, il conduit par variation des
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trajectoires des particules a I'équation de la dynamique avec la force de

Lorentz. 11 suffit pour ceta d'expliciter I'équation de Lagrange pour un

o
N
2
ry
4
(4224
=
s

5 nombre fini de degrés de liberte :

dl. d .. - i -
s db aed " {j=123) {B1-273
Sy = LaHas

o A glI
Qo T o7 Tt - Qa oy {r.t)

d:ﬂl Eb:

‘jh JIOL ‘ﬂj

n:|:o:.—\-j \ll—l" '-'/ -3 +qc€ & krm.t) "EI “\)J)

= pxj + ‘qcc i%j ‘.{fm,t.)

Onobdisnt alors pour f = 1

g d o dAy Ay o dA,
? 2+ Qs :;E Aylrt) = Qe - aw (rel) + "T mg::' fret) + 2, P (r..t) ]
U .
- e ___;_—’ ’\r,-,;‘t-) EEI"E . }

kiais d'matre part -

i : t‘ ::1 33'-‘1;.: ° af.‘;x o 3.{"";): ai""i);

—— - 3 —_— 4 7 1 "’} \

at Axlret) = ¥ A Ve ¥y Ze p + at B1-30)
d'cy enfin

':1 df’"xx

dﬁ:Pﬂ*“q { {x t)+—(rwt)]

+Qc~c[)cc~ 3 ay tZg \ aX P 31 (31"31)

sot encore



,::l , N o . ; ¢ 7
g Pax = e Bxlle b+ o L1 x Blr t) I B1-32)
(_+ L ) T )

Les équations en j = 2 et 3 donnent évidermnment les composantes sur Oy et
Uz et finalement on retrouve bien la lof de ia dynamique avec la foree de
Lorentz

g
A

\
2

Py = o [ BT t) + 1o x Blrgt) | (Br-33)

)

Ceci achéve de démontrer [équivalence entre le point de vue variationnel
du Lagrangien et la présentation habituelle de 'électrodynamique a partiy

des équations de Mazwell-Lorentz.

67 Symétries du Lagraneien ot lois de conservation

Comme en dynamique des particules, fe formalisme Lagrangien est
trés utile pour metire en évidence les lois de conservation du svstéme 3
partir des lois d'invariance de son Lagrangien dans une transformation
¢lementaire. On montre de fagon géndrale que linvariance du Lagrangien
par transiation dans le temps (changement d'origine) entraine Ia
tonzervation dune quanfité qu'on appelle I'énergie du systéme. Son
invariance par translation d'espace (changement de repére par transiation)
entraine 1a conservation dun vecteur quon appelle limpulsion et son
invariance par rotation (rotation des axes de coordonnées) entraine Ia

conservation dun pseudo-vecteur appelé fe moment cinétique du systéme.

A titre d'exemple, explicitons le raisonnement dans le cas de Ia

translation d'espace (conservation de I'impulsion).
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i) Effectuons une tranclation de vecteur a du systérae daxes de

coordonnées repérant le systéme. Dans le nouveau repére, on a

évidernment

{B1-34a}

(B1-34b)

V4
Ie = 7,.-4a

;‘é‘;’j(f} = ;"‘;j{f + a)

{noter ie changernent de signe de a dans les expressions du changement dé
repére pour les variables des particutes {r. est la variable) et pour le

champ {r st un indice repérant chaque point de 'espace).
Pour une transformation infinitésimale ¢ , on a de méme

(B1-352)

Ay = Al ve . ¥ AL {E1-35b)

{ii) Vérifions sur l'expression de L que la fonction de Lagrange est
bien invariante par translation d'un vecteur quelconque a. (Cetie propriété

mathématique résulte évidemment de I'nomogénéite de l'espace)
b / o . - - .
a) 1= €, et le Lagrangien des particules est invariant ;

5} ¢ || (B2-c2B2) d3r est une intégrale portant sur tout l'espace

dvidemment invariante par changement d'origine ;

clona Alrot) = Alrat) = Alr.t), de méme U(rt) = Ulr,t) , et

le terme d'interaction charap particule est également invariant.
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{iii} Explicitone mathématiquement la conséquence d¢ cette
invariance pour une translation infinitésimale d vecteur ¢ quelconque du
repere. Pour stmplifier les notations, raisonnons tout d'abord sur un champ
scalaire A dans un espace a une dimension X interagissant avec des
particules o se déplagant le long de cette dimension (¢ est alors une
translation infinitésimale dans la méme direction). La variation du

T

Lagrangien sécrit

" < oL I‘ aL Y oL S{Bf‘a ] PR e (Bro26)
SL = - e 4 — 84 + )+ 7% 8A 1 dX -3
~ 3% l ‘o ,-3A) 't Ak : Wb
o gl
| it
_ a).éll.
avec Sf=e (B1-37a)
o 9
;:-‘J.‘I:'i = g l\l._\-f‘a i l\L)I—:} ?b}
La 2eme intéprale sintdgre par parties en remarquant que
e 32"""; . '3 P ) .
2o = oo A el la partie toute intégree donne zero (le champ dans les
O (R

aL 3 M, 3 aL i O
SL=-Y c — . T ———— T =
= P T a(&A‘]GA+a_,Z:at6A)dX 0
L —)
X

(B1-38)
I'équation précédente étant vérifide pour tout ¢ et tout champ 4.



78

(v Considérons maintenant les trajectoires (histoires) regllement
suivies par le systeme. Sur une felle trajectoire, les équations de Lagrange

ot safisfaites el lon a

al, 4 &L

L Te A el les particules (51-30)

L 4 Il ?W at, ool o

nCam aA tat g Pouriechamp -
Al

=
Fes

Pour tont état dynamique réellement atteint par le systeme, on doit

dofic avoelr ve .

N

31.. d 3 aL a;ﬁx
— Y e g =TT { = — )dx ¢=0 (By-41)
At dt j Toas X )d ’ br-al)

— d ‘3IJ dM

2. - { (o ydx  est une constante du mouvement.
Ol H Gor dia

e, -

(R1-42)
Siil y a plusieurs composantes Al du champ et plusieurs dimensions,

on monire de méme que :

L ) PET-Y .
2 ggf;f, ﬂ](m o 4 =Py (Br-43)
(e
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ect une constante du mouvement, avec une définition identique pour Py et

..i.:;
(v} 1l ne reste plus qu'a expliciter P & partir du Lagrangien.
On & immeédiatement
- °
3L My, Zy bir ) (Bi-44)
L& = & + e;l-'-l-x{.r“.‘: L [~
A '\\!‘ | s PV .’{vz qc *
] L af
U g Jdéja caloule AR On a donc .
]
rﬂ_i ::”‘ ¢ 3;’1"4;.; ai-::'.;'h’ 54‘{'1?
Py [ 7=y AxlTet) ]+ g J. {Fy —=+ Fvw —L « E,— ) dir
Jz\z‘lr”" Qe Ax(Tt) ] ””“a}: T e )

A

On iratisforme itnfeﬁnl& ¢i-descus en luwl retrancha nt 11ntmrale de la

divergence de E Ay qui s'annule (champ nul sur la surface de l'infini) -
“[( . & aié;ﬁ‘.' " daé'x.: N d"
LBy e T Ky Adsr
' ) S ¢

a0

. d,:"i ‘{u.—, :t
DX “_Z. -~ 2 e, 2
= [ E - (Ex&thY =y (E,rAx)+Ez = o Eehx) | 43
Ik dbv  dAy 3E- dh-  dAy Jk
S| = S - ek A S SN ot NI e Se SN D
~“‘ O T ¥ )4 6}') fix dy + Bl X 2 ) -y z yavr

- [lfaxv Ea%r+ [[f@ x By dir (B1-46)
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Loy
&
— Ny ’ . T om i S
Py= 2 7.8 202 + 2 Qo Axlrgli - e “J Ly V E QI+ gy J” (E x Biy dir
N e A ’

{B1-47)
n constate alors sans peinie que les 26M€ ot 3EME termes sannulent en

L?

utilisant I'quation de Mazwell :

i e
v E=+=F da str-r,l
oty b

ot an affectuant Uintégration sur r. D'ou enfin

[}
M. % - _ .
Py=> wa’tf eo [[|® xB}dir=Ct (B1-48)
. ‘\“ i ‘Iu!l" )

2t e calculant de méme pour X et v -

m, T .
P=3 ;ﬁ)r eo [ (B xB)d3r =Cte (B1-49)

Rslation qui exprimme la conservation de limpulsion du systéme charge +

champs.

Attention : on a établi cette relation en admettant que les champe

correspondent 3 un flux de E Al nut & travers la surface de linfini. Sinon, il



81

fandrait introduire un terme supplémentaire lié au f{lux dimpulsion a

travers la suriace de lindini {voir commentaire au Chapitre I, § 2 ¢ ).
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| CHAPITRE 1 |

QUELQUES ILLUSTRATIONS DES PRINCIPES DE BASE DE
L' ELECTROMAGNETISME

Nous nous proposons dans ce chapitre de décrire un certain nombre de
phenomenes simples liés a la propagation du champ electromagnétique. ce
qui nous donnera l'occasion de nous familiariser avec les idées de base
introduties au Chapitre 1.

Nous analysons dans les sections | 2 4 quelques conséquences
importantes du principe d Huyghens-Fresne!l (H.F.) en discutant :

I. des phénoménes d'interférence et de diffraction en lumiere
monochromatique.

2. du principe de reconstruction des images par holographie.

3. de la limite de resolution et de la scintillation des instruments
d'optigue.

4. de la propagation de faisceaux lumineux a profil transversal
gaussien, ce qui nous permetira de décrire un modele simple de cavité
opugue cuverte formée par des miroirs sphériques.

Dans les sections 5 a 7, nous abordons sur quelques exemples simples le
probléme de linteraction entre champs et charges en discutant de la
propagation d'une onde monochromatique plane dans un miliey de charges
libres. Nous étudierons plus particuliérement :

5. l'interaction d'une onde plane polarisée linéairement avec un plan
de charges, ce qui nous permettra de discuter sur un modéle tres simple de
la pression de radiation sur une surface matérielie ainsi que de la reflexion,

de fa transmission et de I'absorption du champ électromagnétique.
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6. la transmission d'une onde dans un milieu uniformément chargé
de longueur finie, ce qui nous permetira d'introduire fa notion d'indice de
réfraction et de longueur caractéristique d'absorption.

7 finteraction d'une onde polarisée circulairement et d'un milieu
chargé pour discuter de l'échange de moment cinétique enire e
ravonnement et ia matiére. Nous décrirons a ce sujet un modéle simple de
milieu transparent anisotrope présentant e phénomeéne de biréfringence et
transformant en champ polarisé circulairement un champ ayant

initialement une polarisation linéaire ( lame dite quart d'onde).

1°) Diffraction et interférence en lumiére monochromatique

o (ny

NI

Calculons le champ a grande distance d'une ouverture I percée dans
un écran E et eclairée par une source S créant un champ g{ry) dans

touverture { Fig 1). Appliquons la formule d'HLF. en faisant l'approximation

y=1 (faible inclinaison des rayons sur la normale 2 l'ouverture). On a:

L1
cp(r}za I d?ry gley) (1-1)
z

le-rqd
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. . ri
Développons la distance [r-ril en puissance de T (r est le ravon

vecteur du point d'observation a partic d'une origine 0 arbitraire dans

PFouverture) :

2
. ” o ric 2ray 12
ir-ryl ={r2+r)2 - 2rpe)1/2=¢ [ I T ]

rry !oryl (r.r1)2)+ ]

xr[}—“?émnpz_—r'z—- f‘{ (”*2}

Le terme de phase de I' equ (11-1) s'écrit alors ;

rry ik, 2 {rry)
exp ikle-ril - exp ikr x exp{ -ik ”;“'1“+12?(%~L%3:1‘)")+... }(11-3)

Evaluons l'ordre de grandeur des contributions successives 2 la phase au

poini ¢

3

P e r = 3 -4]

ia esl ja "taille” de 'ouverture ; A la longueur d'onde).

kri2 kxirrp2 2mad . X
P Y (11-5)

S5i on se place en un point r suffisamment loin de l'ouverture pour

que ia condition :

2nal
"y (11-6)

r



soit remplie, seul le 1¢F terme de (II-3} contribue 3 la phase et {II-1)

secrit

{r] e—ikr J‘ Z (ry) eikp.r {11-7)
= d | LR R
ofr) = o ry olry) e t&rtg

)
ran

On néglige la variation relativement faible du terme en dans 11-1 et

Ir-ry

r . , . .
on pose ke = K - {kr: vecteur d'onde dans la direction d observationi,

Ainsi l'amplitude du champ diffracté au point r a grande distance

apparait -a un facteur de phase et d'amplitude pres- comme Ja transformée

de Fourier de la distribution du champ dans l'ouverture. Cest le résultat

essentiel de la théorie de la diffraction & grande distance. Posons :

~ | ‘ . .
aluyv) = Z—nJ dxg dyy o(xgyq)eiloxvyy) (f1-8)

{On a alors en effet :

Lk elkr .
gur) === Ok, Key) (11-9)
kx
avec ng“?
kv

Key = (I1-10}
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Les propriétés de la diffraction se déduisent immeédiatement de celles

de ta wransformee de Fourier ;

(i) La diffraction par une ouverture de dimension a correspond 2 un

f, o .
élalement Ak p "5 C est-a-dire a une tache angulaire de rayon :

AK
A el

R

g | >

(I1-£1)

La forme exacte de fa figure de diffraction dépend de la forme de
l'ouverlure. Pour une ouverture rectangulaire ou circulaire, on a des taches
de diffraction dont la distribution d'amplitude est donnée par des fonctions
bien connues (fonction en sinx/x ou fonction d'Airy),présentant des maxima

el des minima associés a des franges ou des anneaux de diffraction.

(ii} La diffraction par deux ouvertures transiatées I'une de l'autre par
la longueur 1 s'obtiendra en faisant Ia T.F. du produit de convolution du
champ d'une des ouvertures par la distribution de translation 8(r-1/2) +

8{r+1/2). On a effet dans fe plan de ['écran :

1 /
olry) = f [ 8ri-ry’- '2‘“) alry) +« 8ry-ry' ;_—) o(ry’) ] déry’

Or on sail que la T.F. d'un produit de convolution est le produitl des T.F. Ii

. . i
suffit donc de muluplxer(@fkr) par la T.F. de 8{r~ '2—) + 8(r+ %) qui n'est autre

. ) kel A
que etk 12 ¢ oik 1/2 . 2 o5 —;— D'ots le champ a grande distance :
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|
ofr) = A cos ggr*.?;(kr) (11-12)

A
L'image de diffraction d'une ouverture unique {de largeur angulaire g) est

k-l ) A X
modulée par la fonction cos ——5"— . dinterfrange 7) . On obtient pour

intensité 1= lg(r)12 la figure d'interférence bien connue de l'expérience
d'Young ( Fig 2). On a supposé ici que les ouvertures sont des fentes

parraléles a0y etl'on a représenté les variations de [ en fonction de x/r.

p=ed

2
Fy2

\
M/\W}‘.

0, A — e
G

Notons enfin que la linéarjté des formules de diffraction (I1-1) et (1I-

‘,2) conduit directement au théoréme de Babinet : le champ diffracté par

une ouverture ¥ ~ £1 U 22 telle que Zypn 22 - 0 est la somme des champs
diffractés pac £1 et Ip séparément. En particulier, si X1 et Z2 sont

complémentaires {£1 U 22 = plan tout entier), on a:

¥1* ¥2 = Yonde incidente (11-13)
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Ainsi, si l'on éclaire deux écrans complémentaires {un "trou” et son
“bouchon”) par une onde plane perpendiculaire a cet écran, on a dans toute

direction autre que la direction de cette onde :

¥ =-y2 (11-14)
et lupl2= [yl (11-15)

_ (puisque I'onde incidente ne posséde pas de composante de Fourier dans

cette direction). Les fieures de diffraction des deux éccans complémentaires

sont identiques.

ont la méme figure de diffraction.

//

2°) Principe de I'holographie { en lumiére monochromatique)

Fy3
P(Ao ’o()ranm‘

Comme auire illustration du principe d'Huyghens-Fresnef, abordons
le probleme de la reconstitution des ondes diff usées par un objet éclairé en
lumiere monochromatique. L'onde recue par un récepteur {oeil) placé

derriére l'ouverture ¥ ne dépend gue du champ {amplitude et phase) dans
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e plan de ¥ (Fig 3a). L'holographie fournit un moyen de garder cette
distcibution damplitude et de phase en memoire sur une plague
photographique P. L'idée consiste 3 disposer P en T et a y faire interférer
l'onde glr) diffusée par l'objet et une onde de référence yR(r) provenant de
la source qui éclaire {'objet et réfléchie vers T a l'aide dun miroir(Fig 3b).
Aprés développement. P va présenter une transmission  T{(r)

proportionnelle a l'intensite recue, c'est-a-dire a2

F—t
i

= forr) » wR(0)12
to(e) 12 + yR(2)|2 + 9™ (r) yR(r)
+ qu*([-) (P(r) (11-16)

i

On supprime alors lobjet et l'on éclaire P avec un faisceau de
reconsiruction décrit par un champ w¢(r) { Fig 3c). La lumiére transmise a

la droite de P correspond au champ yi(r) :

wtr) o [ g(r)]2 « hyR)(e){2 ] we(r)
e o7 {r) yR(r) ye(r)
+ ¢ R(r) ye(r) g(r) (11-17)

Si I'onde y¢(r) est identique 2 yR(r) et est constante sur P, le dernier terme
de {I1-17) va donner une contribution proportionnelle a ¢(r), c'est-a-dire
daprés le principe HF, une image identique a ['objet pour un détecteur
situé a droite de P . Cest le principe de I'holographie qui fournil une image
tridimensionnelle des objets. Les autres termes de (I11-17) vont fournir des
ondes parasites qu'if convient d'éliminer pour les applications pratiques de
I'holographie. Appliquons ces idées générales au probléme simple de

I'image holographique d'une source ponctuelie.
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Soit une source ponctuelle S située au point -z sur I'axe Oz (Fig 4).
L'hologramme est réalisé dans le plan X0y a l'aide d'une onde de référence
'. plane de vecteur d'onde k dans le plan xoz faisant {'angle 6 avec Oz. L'onde
source dans le plan xov s'écrit :
A ik(zg*xzwz):/z

o<(r) = (zo2z2ey2fisz ©

soit en supposant la dimension de I'hologramme petite devant zg, cest-a-
dire :

2,y2
- ieey®
[2024x24y2]172 = 25 [ 1 + 2702 |

A . (x2+y2)
as(xy) z =~ eikzg e2%0

(11-18)

{les lignes equiphases du champ de la source ponctuelie dans le plan de

Uhologramme sont évidemment les ceccles x2+y2=Cl¢ centrés sur 0),
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Londe de référence supposee plane, se propageant suivant une

direction faisant l'angle’ 8 avec la normale a Fhologramme, correspond au

champ:
grixy) = Ar elkxsing
(ses lignes équiphases sont des droites paraliéles a Oy dans le plan )

Lintensité enregisirée sur hologramme est

Al At Xk (xz yz) ikxsing
.. . , " 27 o
lixy) = losir)+ pRir)|2 = ngsz ¢ A2 =R eikzy

k2 o
(x 4y2)+1kx51n8

ik
Arfs itz o 20 (11-19)

0

+

Apres impression de l'hologramme, on obtient une plague présentant un
coefficient de transmission T(xy) = al{xy).
Felairons alors lhologramme avec une onde de reconstruction de

champ:
(Pc(X,Y) = A eikxsine’
C

(faisceau incliné d'un angle 8" sur Oz),
On obtlient, immeédialement a droite du pfan z=0
alxy) = o I(xy) gclxy)

Ag? e
= % + ArZ) A eikxsind
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ik 22
Ar As 219 Y

— A etkzy e elkx(sin®'-sin6)
0

+

Cik 22
* . ey ) C
Arzlz‘;s Ac e-ikzy e 20 eikx(sing'+sing) (I1-20)

+

Avant dinterpréter physiquement les résultats, remarquons que l'on a :

k. inn cinny K o i a2 w2 ] KB s
Egn—f,xzwz)\&kxtsme —sxn9}=220[(x—zu(sme—sme ))¢ +ye ] T(sme sind’)

v . k . i .
A (x2¢y2) + Kx(sind'+sing) = - —— [(x-29{sin6+sind"))2+y2] + 220 in6+sing’)2
226 ’ 220 2

Appliguons a présent le principe de Huyghens-Fresnel pour évaluer
le champ transmis 4 la droile de F'hologramme : la 1¢r¢ [igne de (1I-20)
recompose a droite l'onde de reconstruction : fa 2¢me ligne de (1I-20)
correspond a une onde sphérique sortante cenirée dans le plan de cote -20

(plan de la source initiale), au point de coordonnées:

Xv® = zg (sin@ - sind’)

yv¥ = 0 (T1-21)
Ce terme correspond donc 2 une image virtuelle {Fig S). La 3¢me ligne de
{11-20) correspond 2 une onde sphérigue entrante convergeant dans le plan
de cote +zp symeétrique du plan de la source par rapport au plan de

I'hologramme, au point de coordonnées:

X - 2o {sind + sind")
Yro =0 (11-22)
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Ce terme correspond donc a une image reelle (Fig 5). L'hologramme fournit
ainsi en général, en plus du faisceau reconstructeur, une image victuelle et

une image réelle d'un point.

/7
ana[e Cli’-
f'ecomb\ut (G

onde. Semblint
— 5 sz: {f—\————._h_____ p«oUbw.'u‘ de %’
'—1 M y €|th- ae it -{. ”
By W S 3:1 vd{uely
onde (ﬁnda\/-j/oix
Vv s Qrmuda Ijztlib

Dans le cas particulier ot 8 = 6", I'image virtuelie est confondue avec 1'objet
si 'hologramme est replacé au point ou il a élé impressionne. Notons que
fon peut séparer les différentes ondes par leur direction de propagation.
L 'oeil peut étre placé en un point ou il ne voit que I'image virtuelle donnant
une reconsiruction tridimensionnelle d'un objet formé d'un ensemble de

points.

Quelques propriétés de 'holographie :

o L'hologramme représente la transformée de Fourier de {'onde objel.
Chaque point de f'objet est délocalisé sur 'ensemble de 'hologramme.

« Reconstruire l'objet a partir d'un fragment de ['hologramme revient
4 le regarder 4 travers un diaphragme. On altére donc par diffraction la
qualité de 'image, mais on voit toujours I'image de l'objet tout entier.

» On peut éclairer la plagque photographique a travers un verre dépoli
situé entre P'objet et la plaque. L'utilisation du méme verre dépoli sur le

trajet de 'onde de reconstruction €liminera les aberrations el reconsiruira
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une tmage reetie non perturbee. En effet le verre depolt a pour effet de
multiplier le champ par un terme de phase complese. Ce terme est donc
complexe conjugué dans les expressions de As* et dans celle de Ac dont

le produit apparait dans le champ correspondant 2 I'image réelle fournie

par I'hologramme ( 3 ¢me ligne de 11-20 ). On observera donc en disposant_. le
verre dépoli sur le faisceau de reconstruction une image réelle non affectée par

les aberrations perturbant le champ initialement vu en Zi

e On peut utiliser l'holographie pour étudier des déformations

mécaniques ; supposons en effet que le point S (0,0,-zg) se déplace en

S (a,0,-zg} et enregistrons successivement sur la méme plague les

hologrammes des points S et S. En supposant pour simplifier 6'=6, on

obtient pour I'onde image virtuelle :

ik 2 2 ik 2 2
“A 270 X7evT) o (lx-a) ey )
s Zp @20

A
oixy) = “055 Ac (e ; (11-23)

En d'autres termes, on obtient une contribution ot les champs de S et
5" interférent : tout se passe comme si on réalisait ['expérience des trous

d'Young bien que les champs qui interférent aient été enrepistrés a des

instants  différents. L'image d'interférence fournira des franges et

I'mterfrange permettra de mesurer la distance SS' . cest-a-dire la
deformation de I'objet avec une sensibilité de 'ordre d'une fraction de A. On
peut méme etudier les déformations d'un objet en temps reel. On enregisire
paour cela un hologramme de l'objet "non déformé” et on examine 2 travers
cet hologramme, replacé dans sa position initiale d'enregistrement, la
lumicre diffusée par l'objet qui se deforme. On fait alors interférer le
champ diffuse par l'objet avec celui de son rmage holographique de

reference {1 sagit 12 du principe, dont il existe de trés nombreuses



variantes. de linterferomeétrie par holographie, une des applications tres
importante des hologrammes.

Nous avons décrit ici le principe des hologrammes lus en transmission.
pPour les applications artistiques de I'holographie (reconstitution

iridimensionnelle des objets), on utilise surtout les hologrammes lus en

reflexion. On utilise pour cela une configuration dans laquelle l'onde
de reference et f'ande objet sont dirigées en sens inverse de facon a
produire des ondes stationnaires au niveau de la  piaque
photographique. Celle-ct est alors impressionnee  en  epaisseur el
presente des variations periodiques dopacite ou d'indice. La lumiere
de reconstruction est dirigée dans la direction de P'onde de reference.

cest a dire en reflexion. Cette lumiere se refléte  alors  selecuvement
lorsque sa longueur d'onde correspond au pas du réseau enregistré dans

{'épaisseur de la plague, c'est 4 dire lorsque sa longueur d’'onde correspond
4 celle du laser qui a servi 4 produire I'hotogramme ( 4 condition toutefois
que la plague n'ait pas retréci au cours de son traitement auquel cas la
couleur de reconstruction subit un décalage caractéristique vers le bleu). Si
Vhologramme est éclairé en fumiére blanche, une composante de son
spectre sera principalement utile a {a lecture et 'hologramme sera visible,
mais ses couleurs seront altérées par rapport a l'objet original. Ainsi
hologramme peut étre lu en lumiére blanche, alors que son enregistrement
nécessite une tumiere cohérente {laser) de facon a assurer la qualité des
interferences sur la plaque photographique entre la lumiére diffusée par
{'objet et la réference (voir au chapitre IV la discussion du lien entre

cohéerence et visibilité des interférences).

37} Limite de résolution des instruments astropomiques, Diffraction et

aberrations atmosphériques (discussion simple en lumiére mono-

chromatigue}
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Nous décrirons de facon schématique un instrument d'optique
astronomique (télescope-lunette) en le traitant comme un diaphragme ¥ de
diametre D suivi d'une lentille de distance focale f ramenant a distance f{inie
le champ rayonné "a l'infini” dans chaque direction kp (Fig 6). L'onde recue
dans le plan focal de linstrument sera -d'aprés {II 9) - la TF. de la

distribution du champ dans {'ouverture :

~ Kkx k
Pplan focal{Z,y} o @ ( T ’}X) (I1-24)
~ kY Ky, I | K s
avec (prx,—thEE [ dx; dyy glapyp e 1 Gxiewve) (11-25)
2

Des propriétés générales de la TF, on déduit immédiatement qu'un
point objet a l'infini -qui donne une onde plane de la forme eikx;sind gans
louverture- donnera dans le plan focal une tache de diffraction au point

1
x=f8, y=0, de largeur & telle que k&8/f ~ p Ouencore :

5§~ fA/D {11-26)

Deux points objet (étoile double) ne seront distingués que si leur séparation

angulaire est telle que
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5 > &/D

ce qui correspond a fa fimite de résofution ultime de linstrument (10-7

radian pour D~ 5m et A ~ 0.5pm). [De méme, en radioastronomie, on peut

effectuer la corrélation temporelie des signaux radio recus par deux

observatoires séparés d'une distance D et on a encore 8 > A/D, avec cetie

fois .. ~ 0.1 m et D~ 1000 km. ce qui donne une résolution ultime du

méme ordre de grandeur),

En fait, la résolution de Yinstrument est souvent limitée bien avant

ces valeurs par les aberrations atmosphériques. Les variations locales de

I'indice de réfraction de lair déforment les surfaces d'onde : une onde
plane provenant d'une source ponctuelle a 'infini présente av niveau de

I'ouverture une phase wix,y,t) aléatoire :

031 y.t) = A elwlx y b (15-27)

Le calcul des propriétés statistiques de w(xyyyl) dépend du modele
d'atmosphére, Nous admettons comme un fait d'expérience que wixy,y1.t)
varie sur des temps caractéristiques At ~ 1012 10-1 s et que les variations
spatiales s'effectuent sur des distances caractéristiques Ax,Ay ~ Imm a 1m,

suivant les conditions atmosphériques (altitude, turbulences de {air, etc...).

Daprés le principe HF., timage dun point a linfini sera a

present décrite dans le plan focal par le champ :
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s

Oplan focalX.y.1) = '21’_11‘ I dxy dyyeiw(x .yt et p byl (11-28)
Z

La variation dans le temps de limage correspond au phénoméne de
scintillation. A t donné, limage est la T.F. de eiW{X.¥.U) tronquée au
diamétre de l'ouverture X (diamétre D). Il résulte des propriétés générales
de la T.F. que cette image aura, si AX < D, un étalement fA/Ax avec une

structure "granulaire” de taille fA/D :

(,Luh«lhw dors Cbam .
2 Ax TE durg le F‘;““ FA/D
Vo R
\ ANPN N —
(V4 7N P -
e D

Lintensité I(xyt) = I@plan focal(x.y.t}12 sera une distribution appelée
speckle ayant l'aspect indiqué sur la figure 7 ci-dessous : fe "speckle”
apparait comme une distribution aléatoire de taches de diffraction
élémentaires réparties sur une surface de dimension fA/Ax. Le speckle se

déforme lentement en un temps caractéristique At (scintillation des étoiles).

It ressort de cette analyse que la résolution est limitée 2 un angle :

86 > &/Ax (11-29)



99

ichevauchement des speckles de deux points dés que cette condition n'est
pas remplie) et la résolution de l'instrument est limitée par les aberrations

atmospheriques dés que Ax < D.

Montrons maintenant qu'il est possible grace a une méthode eiegante

due a Labevrie (interféroméirie de “speckle’) de moyenner les speckles

provenant de deux étoiles telles que &0 < A/Ax de facon a éliminer les
aberrations atmosphériques et a beneficier de toute Ia résolution de

linstrument. L'idée de la méthode repose sur le fait que les ondes

provenant de deux sources trés proches traversent les mémes fluctuations

d'indice. 11 suffit pour cela de f'on ait :

50 < D/L (11-30)

o0 L ~ 10km est Ia hauteur de la colonne atmosphérique.

Supposons pour fizer les idées que l'une des sources soit dans la
direction vz perpendiculaire 4 ¥ et f'autre dans une direction faisant I'angle
9§ avec la premiére, dans le plan xoz. Les ondes provenant de deux sources

sont alors dans le plan T décrites par les amplitudes complexes :

P11y L) o elWiELY D)

(pz(xlel-“oceik@X; eiw(xi.yl,t) (11-3 1)

el possédent le méme terme d'aberration.
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Ces deux ondes sont bien sUr deéfinies a une phase aléatoire pres. En
d'autres termes. elles n'interférent pas et i'on observe dans le plan [ocal de

Uinstrument la superposition de deux intensité Iy et Iz

X
Ii{xy.t) =‘ I eivix, y e bexgeyye) dxy dyi lz (I1-32a}

Ed

-

. K
eyt =| [ eiker) eivisyy et KD gy qu b2 (11-320)

z
ou encore -
- - & ((x-fopep vy )
f2ix.y.t) =i f eiwlxpy V) 7' WIIREWE 4r 0 dyy |2 (11-33)
z

On obtient la superposition de 2 speckes identiques simplement
translatés i'un par rapport a 'autre de 8. Bien entendu, les deux speckles

se chevauchent dés que 6 < A/Ax.

Effectuons maintenant la T.F. de [a somme des deux speckles ainsi

oblenus

jq [ Ti(x,v.t) « Ij(x-18,y.1) ] el(xu+yv} dydy = gg{uv,t) {1 « eiftv] (11-34)

On obtient ainsi fe produit d'une distribution aléatoire, variant dans le

temps, gr{uyv,l), (elfe-méme T.F. du speckle I1(x,y.l)) par une modulation

certaine {1 « eifBu],
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Zpiun L possede un etalement D/IA, inverse de la granularite de Iy,
{a modulation est sinusotdale le long de [axe u avec une période 2n/10. Le

carré du module de cetie T.F. secrit
Patuv,t) 12 = 2igi{uvt) i2 [+ cos(foull (11-35)

La distribution |gluvi)l2 se présente comme une distribution aléatoire a 2

dimensions avec des lignes de zéro (franges) séparés par Au = /{8 (Fig 8a).

Le contrasie de ces franges n'est pas bon puisqu'elies modulent un signal de
‘bruit” aleatoire. Refaisons cependant la mesure un grand nombre de fois,
deuy mesures successives étant séparées par un intervalie de temps

superieur A Al temps caractéristigue de scintilfation. La moyenne des

résuliats obtenus sera
igluv)i®=2lgiluv )21 + cos f9u | (11-36)

Les speckles successifs étant aléatoires et non correles entre eux,

i

lopluv.1)i2 est une distribution sensiblement constante en u et v (“teinte
plaie”), et les franges apparaissent maintenant nettement (Fig 8b).

y _ 2n D ‘
Linterfrange est net et mesurable dés que ?e—<a SOit

@ > Aa/D (11-37)

On retrouve la limite de la diffraction et les aberrations ont éLe

eliminees | La mesure de linterfrange donne la séparation angulaire des
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deux points et la direction des franges la direction de f'axe joignant ces

deux points.

Reste une question a discuter : comment effectue-t-on en pratique
les diverses opérations de TF. et d'élévation au carré ? ]I existe
maintenant une méthode évidente, utilisant Tordinateur : une caméra T.V.
extrémement sensible enregistre les images dans e plan focal de
linstrument, [image est digitalisée, puis transformée de Fourier par
ordinateur qui prend ensuite le carré de cette T.F. et effectue la moyenne.
H y a une quinzaine d'années, avant fes microordinateurs rapides,
[astronome Labeyrie, inventeur de celle méthode d'élimination des

abberations atmosphériques, utilisait un procédé entiérement optlique

(i) Enregistrement de limage Ij(z,yt) + Ip(x.y.t) sur une plaque

photo dans le plan focal de l'instrument.

(ii) Eclairage de 1a plaque photo en [umiere parallele comme un
hologramme , avec une lentille derriére la plaque : on obtient dans le plan
focal de cette lentille une distribution d'intensité proportionnelle 3

lg(uv.t) 2 que l'on enregistre sur une 2¢me plaque photo.
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{iii) On recommence la mesure en des temps g, 12, 13 successifs et on
empile les unes sur les autres les plagques photos obtenues au cours de
{opéeration (ii). La transmission de l'empilement donne en chaque point
[g(uv)i2. On observe ainsi directement les franges d'interference des
speckles.

Notons pour finir que [utilisation des lentilles pour faire de la TF
instantanée. dont on vient de donner un exemple ici, est un procédé trés
général en traitement des images. L'équation (11-25) montre qu'une simple
lentille permet de réaliser une transformation de Fourier instantanée d'une
distribution a deux dimensions. Il suffit de l'éciairer en lumiére paraliele et
de la recouvrir dans son plan par un masque presentant en transmission fa
distribution dont on veut faire la TF. On obtiendra alors dans le plan focal

de la lentille un champ dont f'amplitude reproduit ia TF cherchée.

47) Propagation d'un faisceau monochromatique gaussien

Comme derniére application du principe H.F., considérons le probléme
de la propagation d'un faisceau monochromatique 4 profil transversal

gaussien. I} s'agit du modéie le plus simple d'un faisceau iaser.

Considérons dans fe plan z=0 une onde équiphase présentant un

profil d'amplitude gaussien ( Fig 9);

22 2
(Pe(X1.Y1?"—"e'(x'*y1)’“' (11-38)

w sera appelé le diamétre minimum ou "waist” du faisceau.
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Fg I

F= O
(waist)

Nous alfons montrer gque dans vn plan z > 0, cette onde posséde une

dépendance transversale de la forme:

ik 2 2
- (x +y ) 2 2 4 :
glxyz)~ **@ ey v la) (11-39)

ou R(z) et w{z} sont des fonctions de z que l'on va préciser. Le terme de
phase de (II-39) est 4 comparer a cefui qui apparait dans l'expression d'une
onde sphérique dans un plan normal a {'axe Oz ( voir Equ. II-18). Dans ce
plan, l'onde représente donc une onde sphérique sortante de rayon de
courbure R(z), qui semble issue du point x=y=0, zg=z-R{z). Cette onde
sphérique possede de plus un profil transversal gaussien de "diamétre”
w(z).

L'application du principe H.F. permet de calculer l'onde en un point 20
connaissant son expression ([I-38) dans le plan z=0. En faisant

{'approximation y=1 (faisceau gaussien suffisament "étroit"),on a:

dxdyj eik[(xnxl)zdy-y!)zqz] 172

1 222
olxy.z) =3 ” ey ¥ (11-40)

V(z-x1)2+(y-y)2+22
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On peut dans cette expression remplacer fe dénominateur par z et

developper le terme de phase au 2éme ordre inclus :

)2 y-y? ]

Kl (x-x1)2 + (y-y1)? +221“2=k[z+( 57 ' 22 {11-41)
ce qui se justifie si la condition :

cwd 2nwd

k_vgﬂ« 1 ouencore Z» ( Y )“3 (11-42)

est remplie {ce que nous supposerons par la suite). On écrira alors :

ik
o (e ) e ly-y 1)

1 elkz 220 2
e e IV (11-43)

H dxy dyy e

Soit encore en remaniant de facon évidente :

| oelkz eyt ll« 2izdkw )

oly,yzl =z T
K 21
“dxz dy exp{xz—z(l +"1'£3) [y - xm )2 (Yl-—%]zl }
w2 l+kw2
{11-44)

L'intégrale double ci-dessus se calcule simplement en faisant le changement

de variable dans le plan complexe :
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X .
¥ =X1 - T Yo=Y H"WLMZIZ (11-45)
1*@ bw?

Elle se met tout d'abord sous ia forme ;

f f dxg dyy e(552+¥,2) (az—éx*%) (11-46)
c ¢

I'integrale en xq (el celle en yo) portant sur une droite ¢ du plan complexe
paraliéle a ['axe réel. On remarqgue ensuite que l'on peut, pour évaluer
chacune de ces deux intégrales, transiater I'axe d'intégration sur f'axe réel
(I'intégrale sur un contour fermé axe réel + ¢ est nulle), puis on remplace
Fintégrale double dxg dyg par une intégrale en coordonnées sphérigues

{ élement d'intégration pdpd8) :

2t
”pdp df eape = "

Finalement :
_1 etz 0 -(x2+y2)
olxy )z = T ii.ezp{ L. 22 } (11-47)
w2 2z vl w2

En identifiant avec l'onde sphérique a profil gaussien donnée a priori (Equ

I1-39), on obtient -
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(1-21z/kw?) 1 ik
- _ [-48)
4z " wi(z)  2R(z2) (1-48
e L)
kiwe

k2w .5 ( nw )2

304 J=7+—= T [1-49
soit  Rlzh=2+ = { )

13
A Z

2 Az
wiz)=w.\[ I+ ;2;4 =w N\ 1+ 30 (11-50)

Remarquons enfin que l'on a:

! !

!
o1 ikp I k2
Z[w'z 2z Z"\/m?*li?

- R
exp -i ¥(z) avec tg ¥(z) = = (11-51)

s0it encore

1 1 v
A 1 ik ] " nwl(z)

exp -1 y(z) (11-521}

7l =35 - -
we 2z

ce qui permet d'écrire finalement :

ik 2 2
)

ik 2,
@(X-Y,Z)= \V. eilkz-y(2)] e2R(z) X +Y

2 2 2
-(x"vy Yw{z) )

Le champ dans le plan de cote z apparait bien comme cefui d'une
onde sphérique sortant du point Xp=yg=0, zg=z-R(z), de rayon de courbure

R(z) et limitée transversalement selon une gaussienne de dimension w(z).
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Au déphasage attendu le long de faxe Oz { terme eikZ) s'ajoute un
dephasage supplémentaire moins intuitivement évident {terme e-i¥(2)),
Notons que I'Equ (I11-53) redonne 'expression (11-38) pour z=0, un
résultat non evident dans la mesure ol les approximations faites pour
t'etablir ne sont pas a priori justifiées pour z petit. On en concluera que (]1-
53) est en fail une approximation satisfaisante de [a solution exacte des
équations de propagation du champ méme au voisinage de z=o0.

Remarquons que les formules donnant R(z) et w(z) prennent une forme

w2
asymptotiqgue simple pour z » T (régime de diffraction 4 grande
distance). On a alors ;
()= 2L (11-542)
wiz) = W a
Riz}zz (I1-54b)

A

. . » wiz) . .
L'ouverture angulaire du laisceau est — ~ et obéit aux lois de fa

z
diffraction a I'infini : plus w (diamétre minimum ou waist du faisceau
gaussien) est petit, plus 'angle d'ouverture est grand,

La quantité

represente le parametre de Rayleigh du faisceau gaussien et correspond a

la longueur caractéristique sur laguelle il peut rester'focalisé” sans trop
diverger. L'introduction de ce parameétre permet de récrire les formules
(11-49)( 11-50) et (1I-51) sous la forme condensée:

. zg?
R(z) =2+ - (11-49)
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' Z
w!zJ=w‘\/ !+[;;!2 (1-50°)
Z

1g ¥z} I (I-51°)

Notons que le passage a travers la valeur z=o0 du champ gaussien
correspond a sa focalisation optimale et donc au “foyer” du f{aisceau. Le
passage par le foyer saccompagne dun déphasage "supplémentaire” de

rordre de T lorsque z évolue de quelques zr de part et d'autre du foyer

{Equ [I-51).

Les faisceaux & profil transversal gaussien peuvent élre générés par
les lasers. Les propriétés générales de focalisation et de divergence
développees ici permetient de comprendre les propriéiés géométriques de

fa lumiére laser.

Par exemple,siw ~ Immet A ~ 05pm,ona:

nxl
R = {51074)

it

10t mm

un faisceau faser de | mm de diaméire reste a peu prés parallele sur une
dizaine de meétres : si 1a taille du faisceau est élargie a 1 m (télescope), zp
est multiplié par 106 et devient de l'ordre de 104 km !

Enfin les propriétés des faisceaux Gaussiens permettent de discuter
gualitativement des cavités ouvertes a miroirs sphériques habituellement
utilisees dans les lasers. Supposons que la calotte sphérique de sommet
x=y=0), z=z; de rayon R(zj) .centrée au point de cote zj -R(zy) soit une
surface metallisée. Les rayons lumineux associés au champ Gaussien sont
alors normaux en tout point a cette surface: le champ stationnaire constitué

par 'onde Gaussienne incidente et son "image” obtenue par réflexion sur
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euxs-méme des rayons est donc une soiution des équations de propagation
du champ en présence du miroir sphérique ainsi disposé (principe de la
métallisation des surfaces d'onde en optique). En placant deux miroirs
sphériques adaptés de rayons R(z} et R{zp} aux points z| et z7 , on réalise
donc une cavilé optique possédant pour mode résonnant {'onde stationnaire
Gaussienne constituée par Ia superposition des champs Gaussiens se
propageant dans les deux sens { voir Figure 10 ci-dessous). C'est fe principe
des cavités optiques des lasers. II faul également que le déphasage
k(zg - z2) - w(zp)+y(z2) soit un multiple de n (condition d'onde stationnaire).
Notons que dans de telles cavités trés fargement ouvertes sur le coté, ie

champ est néanmoins limité transversalement.

. Maroir de
dorr . -
Az (Gugom V4 X 7 TNTN
e ¢/
=) A W - }% R(z.)
7 ! /
Feg 1O 7 '
__._5__.,.. ﬁ 4 J
> :
2 /9;2
2, -2 >

Remarquons pour conclure quif n'est pas surprenant qu'un champ 2
profil transversal gaussien garde fe méme profil en se propageant. Nous
avons vu que 'opération qui permet de déterminer le champ dans un plan
lorsqu’on en connait la valeur dans un autre plan s'apparente, moyennant
certaines approximations, 2 une transformation de Fourier. Or dans une
telle transformation, une Gaussienne reste une Gaussienne. Cette propriété
est dailleurs bien connue en Mécanique quantique: la fonction d'onde de

Fetat fondamental de I'oscillateur harmonique est une gaussienne, tout



comme sa irdsformee de Fourier qui représente le méme etal en
representation d'impulsion. Cetle remarque nous permet de trouver sans
calcul d'autres "modes” du champ qui se propagent sans se deformer: les
fonctions obtenues en multipliant une Gaussienne par un polynome de
Hermite qui représentent les états excités de losciliateur harmonique
quantique sont également inchangées par TF. On en déduit qu'un champ
dont le profil dans un plan transverse est une Gaussienne que multiplie un
polvnome de Hermite de parametres convenablement choisis doit se
propager également sans déformation { & une courbure des surfaces d'onde
prés). Ces solfutions du probléme de propagation du champ libre
correspondent a des modes dits d'ordre plus élevé que le champ Gaussien
étudié dans ce paragraphe. Ces modes sont également réalisés par des
faisceaux lasers. On pourra trouver une étude plus détaillée des faisceaux

gaussiens dans le livre " Lasers” de A.Siegman ( University Science Books).

5°} Interaction d'une onde piane avec une nappe de charges libres ;

premiére approche des phénomenes de transmission et de réflexion

de la lumiére. Pression de radiation

Nous nous sommes limités jusqu'a présent a considérer des exemples

de propagation dv champ dans !'espace libre. Il nous a fallu cependant

introduire de facon phénoménologique la notion d'écran opaque, de milieu
réfringent (lentiifes), de milieu d'incide variable, etc.. Pour décrire ces
milieux. il nous faut évidemment aborder de facon plus précise le probléme
de {'interaction des champs avec les charges, décrite par les équations de
Mazwell. Nous nous proposons ici d'aborder a I'aide d'un modéle trés simple
I'étude de ces équations en montrant feur contenu physique. Nous

supposerons que la matiére est formée de charges libres {électrons) mises
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en mouvement par les champs et nous traiterons le cas trés simple de
l'interaction d'une onde monochromatique plane se propageant le long de oz
avec une distribution uniforme de charges dans le plan z=0. Nous
commencerons par considérer le cas d'un champ incident polarisé
linéairement fe long de ox (voir figure 11).

C

Le champ incident s'écrira donc (en notation

4
© Rl
”‘J - o complexe) :
gg/iﬁ?}} 2 B =By eyeilkzat)
kR : Eg
.

Bi -~ ey eilkzol) (11-55)

Les champs physiques sont les parties réelles des champs complexes. Les
charges éleciriques g, de masse m sont réparties uniformément dans le
plan z=0, sur une épaisseur infinitésimale § (8«A). On appellera N la densité

volumique et T la densité superficielle de charges :
N=3X/8§ (11-56)

L'é¢quation du mouvement de chague charge dans le champ EB est 4 la

limite non relativiste :
O (4]
mr=qg{E+rxB) (11-57)
On ajoute phénoménofogiquement un amortissement visqueux des charges

(couplage avec un "réservoir” évacuant f'‘énergie) décrivant {a résistance du

milieu. On compléte ainsi l'équation précédente sous la forme -



mE-myr-gE+rxBb) (11-58)

vy, homogéne 2 l'inverse d'un temps st le taux d'amortissement des charges.
Il est clair d'apres (11-58) que les charges seront d'autant plus rapides dans
un champ donné -et donc rayonneront d'autant plus-que leur masse est
plus faible. Le modeéle choisi représente donc bien un milieu électriquement
neutre formé de charges q de faible masse m (électrons) et de charges -q
beaucoup plus massive (ions, noyaux), seuls les électrons contribuant
notablement a !a densité de courant du milieu- (modéle simple de plasma

ou de métall.

Enfin, les électrons étant non relativigtes. on peut en premiere

. . . rE
approximation négliger le terme en q? xB~q . devant le terme en gE et

écrire ;

Qo [+ Et
r+yrzq—1§1‘)“ (11-59)

Nous allons & présent considérer l'interaction de l'onde plane définie ci-
dessus avec ce plan de charges en nous placant successivement du “point de

vue" des charges, puis de celut du champ.

a} Point de vue des charges

Chaque charge du plan z=0 va éire mise en mouvement le long de ox

par le champ électrique de {'onde plane. L'éqguation correspondante s'écrit

(11-60)
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soit en regime stationnaire :
(11-61)

qEq fual

-1
= e

It en resulte un "dipble induit” par charge :

p=qx=gpaBgeiet=gyla +ia")Ey et
{a est homogéne a un volume) (11-62)

correspondant a la polarisabilite complexe :
(I1-63)

- (11-62)

a’ et a” correspondent évidemment aux composantes du dipdle en phase et

en quadrature avec le champ. Le dipdle physique est en effet ;
(I1-65)

Re(p) = gga’ Eg cosut + ¢ " Ep sinwt

La puissance recue par la charge est en moyenne :

(11-66)

2 3 a'w
WaF.r=E,p:€0“2— Eo?
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el est proportionnelle a la partie imaginaire de la polarisabilite. Le flux
d'énergie absorbé par l'ensemble des charges par unité de surface est alors

simplement :

P =g —— Eo? (11-67)

Remarques : (i) 11 est clair d'aprés ces expressions quil n'y a absorption
d'énergie par la surface que parce quil v a un amortissement non nul
(y = 0). L'énergie cinétique des charges étant en moyenne constanie,
l'energie fournie par le champ aux charges ne peut qu'étre dissipée dans le

réseau responsable de la relaxation (échauffement par effet Joule).

(ii} Nous avons supposé que chaque charge ne se déplace que sous
l'effet du champ incident Eg. Elle subit en fait aussi le champ rayonné par
toutes tes autres charges. Nous supposons le milieu assez dilué pour que ce

champ soit trés petit devant Eg. Nous reviendrons sur ce point plus loin.

b} Point de vue du champ

Qu'arrive-t-il au champ incident arrivant sur le plan des charges en
z=() 7 Le champ résultant est la somme du champ rayonneé par la source de
i'onde plane située a I'infini et du champ rayonné par les charges du plan
(principe de superposition d@ a la linéarité des équations de Maxwell}. 1
suffit donc d'ajouter 2 E; , Bj le champ rayonné par les charges Ep, Be (voir

Fig 12):

Etotat = Bi + Er  :  BfTotal = Bi + Br (11-68)
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E., By est le champ rayonné par une nappe de courant oscillant dans le plan
z=0. Ce champ doit évidemment satisfaire les symétries imposées par les
conditions aux limites : la source étant invariante dans h'importe quelles
translation du plan zoy, Er ne peut qu'étre constitué d'ondes planes
indépendantes de x et y, c'est-a-dire se propageant le fong de * oz (que
nous appellerons respectivement Eq#, Byt (voir figure 12). De plus, le
champ doit 2 toutl instant étre syméirique dans une réflexion dans le plan
X0V puisque cette réflexion conserve la distribution des courants. Ii en
résulte qu'il s'agit de deux ondes planes ayant des vecteurs d'onde +k el -k
opposés, des champs électriques égaux et des champs magnétiques opposés

en deux points symétriques par rapport au plan z=0 :

Buv = -Bp {en deux points symétriques xyz et xy-z)  (I1-69)

{E est en effet un vecteur polaire dont les composantes paralléles au plan se
conservent alors que B est un vecteur axial dont les composantes paralléles
au plan se renversent). Il ne reste plus qu'a fixer I'amplitude et la phase de
ces champs, ce que l'on peut faire en utilisant l'équation de Maxwell-

Ampére [-2d :
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| 0B, \

e e (11-70)
V X Bf Cz at + EQCZ ]

avel

i-Ngiex=Npex=-ioNpey (11-71)

Sous forme intégrée cette équation s'écrit

[ Br.d£=a}%"§ [ Jicanegg [ [ =5 dn (11-72)

C s S

On choisit le contour ¢ de la figure {rectangle de longueur f paralléle a2 oy et

d'épaisseur § paralléle a oz, parcouru dans le sens direct). S est une surface

s'appuyant sur ce contour. On obtient :

oEr

1 .. 1
- (Bp* - Bl - e0c? §ele(-ieNp)+ 3 M’E

Lorsque 8§ — O le deuxiéme terme du membre de droite s'annule car Ep et

ks "
Py restent finis en z=0 alors que N3 tend vers X, densité superficielle des

charges. Finalement, en remarquant que Bet = - By

1
By (z=0)=250c22®p {11-74)

S0l encore ;
. i i
Brt(z=0) =55 waEey e-tot (11-75)

et donc
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i3 .
Er‘foO}:';c wa Ey ey ettt (11-76)

On obtient ainsi les expressions des deux ondes planes :

iz 3
Ee¢lzt) =5~ wa Egey eilkz-uwt)

2c
(z>0) (11-77)
. iE )
Bet(zt) = 5z wa ey eilkz-ut)
is |
et Er{zt) = =5 Vo Ep ex e-ilkz+ot)
(z<0) (11-78)

iz X ,
Br{zt) = - S0 O Ep ey e-i(kz+at)

On en déduit alors immeédiatement [onde totale Ef{zt) transmise vers

['avant

PAO'S ;
i(kz-t)
ZC ] EU €x €

Er(z) = Bi(zt) « B (zt) = | 1+

(z>0) {I11-79)
Eﬁ)a E
BT(ZT, Bl (zt)+ Bp Zt [ I +1 ey el(kZ'-wt)
et l'onde réfléchie (z< 0) { Erefiscni = Er-
BRrefiechi = Br- (I1-80)

Ce calcul simple fail ainsi apparaitre l'onde transmise comme

résuliant de {interférence de l'onde incidente avec l'onde ravonnée vers
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lavant par le plan de dipole. L'onde refiéchie provient du ravonnement

vers 'arriere de ces dipoles.

Interprétation physique dea’et g’ :

On pose :

124 CTwa Zexx”
b+ o =1+1i ¢ " 26 (11-81)

A la limite des petites densités, (II-81) peut s'écrire :

{ 20
+ 1
2C

- eiZwal/2¢ a-Zuel'/2¢ (11-82)

A la partie réelle de la susceptibilité correspond un déphasage du champ
transmis. A la partie imaginaire de la susceptibilité correspond une

atténuation de l'onde transmise (si @™>0).

c) Conservation de ['énergie

Le vecteur de Poynting de l'onde incidente est .

-

Sj=tﬂC2EiXBj“—'£0C“§—ez {11-83)

Le vecteur de Poynting de l'onde transmise est (au 1€f ordre en T):

5o £C
31=COCZETXBT="2“EO‘(1““‘"E“) €z

[ S E?-w— ]e; (11-84)
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Le vecteur de Poynting de t'onde réfléchie est du 2¢m€ ordre en I

Sr = 0(2) (11-85)

Alnsi, au 18 ordreen . ona:

Toxt 'Eqg? 5 o .
S = P = flux d’'énergie cédé au plan des charges ([1-86)

Le travail du champ sur les charges se itraduit par une atténuation du

champ transmis vers {'avant {(absorption dans fe milieu).

d} Pression de radiation

Tenons compte a présent de 'effet (en v/c¢) de la force magnétique de

E .
I'onde sur les charges. A l'ordre le plus bas B~ B, = _EQ ey eletfona :

Fmagnetique = q V(1) x Bi{t)

. . ) E
= (- g9 " Eg w sinwt + gga” Eg @ coswt) ?Ocosmt €x x ey
o w Epe

o e (11-87)

soit par unité de surface, fa pression de radiation -

Zu w Eg2

ﬂ;go o (”'88)
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«C > f LC-> Ceci est en accord avec les résuliats

-
/ —— .
7 énéraux concernant la conservation de

[
5 limpulsion du systéme charges + champ.

En z<0, 1a densité d'impulsion du champ est

gg Eg? —— £y Eg?
en effet g9 Ej x Bj = e En =0, elle est devenue gg Er x By = e

5

T . s
- . Supposons que l'onde plane soit un train d'onde limite dans

C

le futur et le passé {cf. figure 13) : en une seconde, l'unité de surface
normale au plan est traversée par un cylindre de volume ¢. L'impulsion du

. s Eg? Zwa” .
champ a donc diminué par unité de surface de g 5.+ Ce qui

correspond exactement 2 la pression de radiation qui peut étre interprétée

comme l'augmentation par unité de temps et de surface de l'tmpulsion du

plan de charges.

Notons le lien qui existe entre la quantité d'énergie et la quantité

d'impulsion cédée par seconde par le champ aux charges :

o |3

1
c

Cette relation deviendra parfaitement cfaire lorsqu'on décrira fe champ en

termes de photons d'énergie hv et d'impulsion hv/c.

e} Cas d'une densité importante des charges : modéle d'écran

opaque et de miroir
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Si £ devient grand, on ne peut plus se limiter aux approximations ci-

dessus et en particulier négliger la réaction de ER sur les charges. On écrira,

puisque Er est continu en z=0 ;

p = gg @ (Eg + Ep) et

eten z=0
i
fep=53 s wa (Ep+ Ep)

Br* - 2¢pC?

Soit encore puisque Ep = ¢ Bpt e

ER=§’E S wa (Eg + )

ou
1 Eg
ER=ZCEoch :
I - = Tox
2c

Dans le cas particulier d'une forte densité telle que

Er =-Egy
epdonc:
ET=Ep+Eg=0

avec

Ereftechi = Er = - Ep

(11-89)

(11-90)

(I1-91)

(11-92)

(11-93)

(11-94)

Le plan des charges réfléchit entiérement le champ et ne transmet plus

rieng |i
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EZ Fy 1

-
2] % J, R
—E F=o Nous avons 12 un modéle trés simple d'écran opague (vu
— T de z>0) et de miroir (vu de z<0).(Voir Fig 14)
E’w 0 3 Remarquons qu'un écran opaque bloque la lumiere par
. > un phénoméne d'interférence destructrice vers ['avant

Remarquons également que [on retrouve sur cet exemple simple la

condition aux limites des conducteurs parfaits (voir chapitre V) :

hizﬁcnuel( surface} = Eg + Ereflechi =0 (11-95)

(la composante totale du champ tangentiel s'annule sur le miroir).

(Par contre, Brangentiel = 0 €t c'est Baormat qui doit étre nul),

Remasque @ Lien avec le principe d'HFE. :

Considérons un ecran opaque formé de deux parties Xj et 22 et éclairé par
une onde plane Ep venant de [a gauche (Fig 15 a). Le champ nul a droite

résulte de [interférence destrucirice enire Ep et Ep qui peut lvi-méme
s'écrire Er(Z} + Er(32) :

Eo + ER(Z1) + Er(Z2) = 0 (I11-96)

Enlevons le "bouchon” £ (Fig 15b) en supposant que cela n'affecte pas la

distribution des dipdles dans Xj (hypothése de Kirchhoff). On a alors :

By = Ep + Er(Z¢) = - Ep(22) (11-97}
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Tout se passe comme si seuls des dipoles situés a I'emplacement du

bouchon rayonnaieni. On retrouve les principaux aspects du principe de

HF |
7 NS —— A
st S §}Z‘l E:T': = T — ey
A ,.E fE(z‘,) | > T é—:é;'f“‘—(@/zt)
e %»—'—7 N o K 5
L b L t+ R(Zw) MV :"'ER(Z;,) :
. @'\N‘) -0 = z
5 z., =
\ >

—> N

2} Ry LS b

f) Une illustration expérimentale du principe de fonctionnement dun

écran opague ° expérience d'induction optique (Fig 16)

On envoie sur un échantillon gazeux la lumiere d'un faisceau laser
d'intensité I. Le gaz absorbe la lumiére si bien que le détecteur mesure une
intensité transmise nulle. Celle-ci résulte de l'interférence destructrice du
champ laser et du champ rayonné vers I'avant par les atomes du milieu. A
19, on coupe brusquement le laser. On voit alors apparaitre un “flash”
lumineux sur le détecteur : I'écran opaque transmet de la fumiére lorsquon
éteint fe laser ! Les dipdles du mifieu qui oscillent 2 fa fréquence ® metient
en effet un temps 1/y a réagir a la coupure du champ Eg . Tant qu'ils n'ont
pas relaxé vers zero, I'écran émet de la lumiére qui n'est plus compensée
par le champ laserL'effet sapparenle 2 un phénoméne dinduction
électromagnétique... 1 est difficile 2 observer car en général les temps
d'interruption des faisceaux sont beaucoup plus long que 1/y et les dipdles

de i'écran suivent adiabatiquement les variations de Eg.
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6" ) Propagation d'une onde plane dans un milieu uniformément

chargé d'épaisseur finie :

a) Propagation vers I'avant : indice de réfraction, coefficient

d'absorption ou d'amplification.

Revenons au cas d'un milieu dilué (on néglige 1a réaction des
dipoles sur eux - mémes ) et considérons a présent un milieu d'épaisseur
finiel » A compris entre z=0 et z={. ( Fig 17). Le champ transmis vers

I'avant en tout point z>{ peut se calculer

E%ﬂ d simplement en superposant Eg et le champ
./_% . rayonné par toutes les tranches du milieu
l /, I s, entre z=0 et z-{ . La contribution dEp*(zg) de
//2‘ { 2 la tranche comprise entre zg et zg + dzg
2:0 20/ 2-0 aura au point z la forme
GBre(zo) = i dm x By eilkmpuey x el kg (11-98)

coeffictent calculé champ "vu” par  déphasage du i

au paragraphe 5b  les dipoles dans  ala propagation
fe plan 2 entu 2,eb 2
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En intégrant de z=0 a z={, on trouve:

t
Nox .
Er* = | dE*(zo)=i—, LEoellizet) e (11-99)
0
et
Nixx 1 .
Br-Bo[1+img | ellizo) e (11-100)

Posons alors {faibles densités) :

Moo Noa
Lri—5 o = expiy L (11-101)

et
pikz . eik(z-1) ekl (11-102)

On peut récrire Er sous la forme :

Bt = g ex eivt eik(z-D} eik{1+No/2X (11-103)
propagation sur facteur multiplicatif di
la longueur z-{ a la propagation sur la
dans le vide tongueur [ dans le muieu

On pose alors :

| Na Na'  Na”
n-= +2=l+2+12 (I1-104)
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n est l'indice (complexe) de réfraction du milieu.

Na' . . ..
k(i+ 5 ) représente la fréquence spatiale de ['onde dans le milieu.

La modification de cetle quantité par rapport a sa valeur k dans le vide

- . ¢
signifie que {'onde posséde dans le milieu une vitesse de phase No

[+ >

differente de sa valeur ¢ dans le vide.

kNo™ . . .
Treprésente ['inverse de la longueur caractéristique d'absorption

de f'onde par le milieu matériel (si @">0). On a en effet :

2IINu"

y |
|Ep(z}|2 ~ o-kNo2 = ¢-2/25  avec " kNa” = z (11-105)

On retrouve le fait que " décrit les échanges d'énergie entre les charges et
le champ alors que o décrit les effets de déphasage a la traversée du
milieu. Dans un milieu réel, o' et o dépendent de w dou les effets de
dispersion de lindice. Notons également que si le milieu posséde une
composante imaginaire négative de sa polarisabilité («” < 0), la propagation
de I'intensité se fera suivant une exponentielle croissante et le champ sera
amplifié. De tels milieux sont réalisés dans les lasers (voir Chapitres V et
VI).

b) Propagation vers l'arriére : interférences des champs réfléchis par

les interfaces

Un calcul analogue permet de déterminer le champ réfléchi par

Féchantillon d'épaisseur £:
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Naxx L )
d Ep{zg) =1i e dzg Eq eilkzg-at) e+ik(zz) ey (11-106)
\_,\’,-.——/
déphasage d¥ 4 la propagation

entre zg et z<0 ; z9-2>0

On en déduit :

[ , .
iNexx . )
Ep-(z): I dEp-(zg) = =~ Eo e-i(kzeot) ey f e2ikzy dzg
0 0
iNe . . .
== il sinkl Eg ex eritkzal (11-107)
A Eg-(2)

5 3 é Alors que le champ rayonné vers 'avant
/\4’\// = croit linéairement avec (, le champ réfléchi
Fg1d

A
varie en sinkl. S;i{ -~ 92“ , le signal réfiécht

s'annule (Fig 18). Pour un milieu d'indice réel, le coefficient de reflexion est
proportionnel 4 n-1 (terme Na/2 dans II-107). Nous retrouverons tous ces
résultats plus loin (Chapitre V) et nous montrerons a partic des [ormules
générales qu'une lame réfringente réfléchit une onde avec upe amplitude
qui dépend 2 la fois de tindice du milieu et de son épaisseur (ce dernier
résultat etant interprété comme un effet d'interférence de la lumiere
réfléchie sur les dioptres d'entrée et de sortie de la lame). Le point de vue
adopté ici montre que la fumiére réflechie résulte en fait de linterférence

vers l'arriére de la lumiére rétroémise par toutes les tranches du milieu. Le

fait que le méme résultat puisse s'interpréter comme d0 a des effets

localisés aux interfaces provient de ce qu'il existe comme nous l'avons
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montre une relation entre le champ dans un volume et le champ sur les
limites de ce volume. Notons cependant que la réalité physique correspond
a la description donnée ici: la réflexion par un milieu transparent est un
phénoméne de volume et non de surface, méme s'il peut étre commode de

le voir comme un effet localisé sur les interfaces.

7°) Interaction d'un plan de charges libres avec une onde plane

polarisée circulajrement : échanges de moment angulaire entre

champ el matiere,

Revenons 2 un plan de charges d'épaisseur & « A et considérons son

interaction avec une onde plane polarisée circulairement (o c(onﬁe) :

Ej - Eg(ex+iey) eilkzot) (11-108)
correspondant au champ physique (réel)
Re(E) = Ey [ ex cos(kz-t) - ey sin(kz-ut) ]
et 2 un flux d'énergie :

Si=¢tgcE¢? e (11-109)
Un électron libre du plan de charges {z=0) va évoluer suivant |'équation :

> . ’
reyr="" (ex+ey) et (11-110)
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qui admet la solution stationnaire :

gEEn 1
m - @leiyw

gr=- (ex+iey) et —goafex+iey) efot B (II-111)

a étant toujours donné par .

q? 1
meg  @2+iyw

(I11-112)

(!:

Posons alors .

o = oy e ¥ (11-113)
2 I
q I _ Y H )
avec ag = - 4o \/w4+y2w2 A TR (0 <yp< 5 ) ([1-114)
Ona:

gr =g ex +iey) eilygrut) By

Re(qr) = £ ag [ ex cos(at+yg) + ey sinlwi+ye) | Eg (I1-115)

a) Couple exercé par le champ sur une [ame absorbante

Le dipéle induit tourne 2 la fréquence w avec un déphasage o
dependant de 'amortissement (voir Fig 19 précisant les angles).

La puissance moyenne dissipée par le champ sur chaque charge est :

W = qE.r = g || En2 @ sinyg (11-116)
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Par uniié de surface, la puissance

absorbée est donc:

Zoc
—C‘ﬁﬁ ®=¢gg |og! Eg? wsinyg = (1I-117)

Calculons a présent le couple C de 1a force agissant sur chaque charge par

rapport 3 son_cenire de rotation @ . On a, en négligeant la force

magnétique;

C=qrxE-=+glagl Eg2sinyg e (11-118)

St on exprime maintenant ce couple par rapport i un point origine 0

quelconque dans le plan, on trouve le nouveau couple Cy:

Co=q(0@ +r)xE=-q0@ xE+C

Associons maintenant fes charges 2 3 2

symétriquement par rapport au point 0.

La somme des couples de deux charges

symétriques sera manifestement égale a 2C.
En d'autres termes, la contribution de chaque charge au couple exercé par
la force de Lorentz est en moyenne égale a C et le couple exerce par unité

de surface sera:

Cunite de surface = €9 lagl Eg2 2 sinyg ez (I1-119)
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Mais ce couple n'est autre que le moment cinélique cédé par unité de temps
et de surface au plan de charges.

d .
Cunité de surface = g (*Miame par unité de surface) = eolaglEo? X sinyg €z

(11-120)

On constate ainsi qua une quantité d'énergie @ cédée par le champ

polarisé circulairement correspond une quantité de moment cinelique -(;)" )

Lorsqu'on introduira la notion de photons, ceci reviendra a associer a
chagque photon polarisé circulairement un moment cinétique égal a th le
long de sa direction de propagation.

¢ Remarquons qu'il est nécessaire que l'onde s0it polarisée circulairement
(ou elliptiquement) pour transporter du moment angulaire. L'absorption
d‘une onde polarisée linéairement par un plan de charges libres ne donne
lieu & aucun couple car r est paralléle 2 E a tout instant. Ce résultat peut
s'interpréter en remarquant qu'une polarisation linéaire ey peul s'écrire
comme la superposition de deux polarisations circulaires en sens inverse

dont les moments cinétiques se compensent :

€y + iﬁy (Ex - iEy)
I

(11-121)

o Dans le modéle décrit ici, le moment cinétique n'est pas absorbé par les
charges puisque celles-ci sont en régime stationnaire et tournent donc a
vitesse angulaire constante. C'est le réseau (ions positifs) qui doit encaisser
le moment cinétique et 'ensemble de la lame matérielle subit un couple qui
tend 2 la metire en rotation ( cet effet a été experimentalement observeé).

Notons que cet échange ne se fait que si ¥p = 0, c'est-a-dire encore y = 0 : il
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faut qu'il y ait dissipation pour que le moment cinétique soit échangé dans

¢e cas.

b} Interprétation physique des résultats précédents a partir des iois
générales de conservation

Il est instructif d'analyser les résultats que nous venons d'établir a
partir de la loi de conservation du moment cinétique du systéme charges +
champ (Equ. [-20). Il semblerait pour cela qu'il suffise de calculer la densité
de moment cinétique contenue dans le champ en chaque point, r x (E x B).
On constate tout de suite une difficulté : pour une onde plane se propageant
le long de oz, E x B est paralléle 2 oz et r x {(E x B) est partout

perpendiculaire 2 oz. Or le moment cinétique échangé avec le plan z=0 est

précisément aligné le long de ozl La difficulté traduit une indéter mination
mathématique évidente: si la densité de moment cinétique du champ le long de
0z est nulle, [a section de l'onde plane est infinie et le calcul du moment porté
par une telle onde doit étre .” - mené avec précaution! Pour s'en tirer par up
argument physique, il suffit de remplacer I'onde plane arrivant sur la lame par
un paquet d'onde limité transversalement. Cette onde acquiert alors une densité
de moment angulaire non nulle le long de oz et le moment total transporté 3
travers [a section de ['onde se calcule alors sans probléme. Le résultat est
d'ailleurs comme nous le vérifierons indépendant du diameétre du faisceau et
permet donc de lever I'ambiguité pour une onde de dimension transversale
tendant vers l'infini. Notons que le fait de limiter spatialement [‘'onde 2 une
région finie de f'espace permet de ne pas avoir a considérer le flux de moment
cinétique a travers la surface de I'infini et d'exprimer la conservation du
moment cinelique par I'équation simple ([-20) ( voir remarque p 16).
Commencons donc par déterminer de facon générale la structure d'une onde
plane limitée transversalement en raisonnant par approximations successives.

Partons d'une onde plane de la forme :
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E-Epfaeg+b ey) eilkzul) (a b complexes) (11-122)

et suppos .ons que Eg est une fonction lentement variable de x et v (variant

sur des distances caractéristiques grandes devant ). On a alors:

( dE hoE
Ok  WEtlxy) oy b (11-123)
9x ox oy oy
La relation V . E = 0 impose alors :
d d d
B %o B (11-124)

¥4 gx i3%

Le champ présente donc nécessairement en plus une composante le long de
oz, By’ e, eilkz-ot) telle que :
/
¢ oky oEp 3k

ik Ep + S -b 'g;;" (11-125)

/

0
Les variations de l'amplitude de E étant petites a l'échelle de A, MSE% est

négligeable devant kEg" et I'on a finalement :

9By aEp

- +b'a‘;)ez} eilkz-at) (11-126)

E - { Folxy) (aex+bey) 7 (a

La limitation transversale du champ fait apparaitre une composante
de la polarisation te long de oz, c'est-a-dire une composante du champ

ayant un vecteur d'onde incliné sur oz. Ceci n'est rien d'autre que le
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phenomene de diffraction. Cest ['apparition de cette composant de E
parallele a oz qui donne 2 la densité de moment cinétique une composante
le long de oz.

Avant d'aller plus loin, il nous faut évaluer i cet ordre du calcul je

champ magnétique : i} suffit pour cela de calculer V x E:

2 2
X3y ay?

(v xE)x={ —ikon’rii“[ a

2By PR ] } eitkz-ut)

‘ , i
(V xBly-{+ikaEo- 2552 P 5nay

aEg 9Eg . :
=] -g— , p — (kz-wt)
(V xE) ( aaY b o ) el

(11-127)

Soit en négligeant les contributions des dérivées secondes (trés petites si Eg

varie lentement 2 'échelle de A):

i o d . ‘
B = { ~%(b ex - aey)—j{" (b“a% - a%) ez} eilkz-at) {11-128)

Nous pouvons calculer maintenant ¢ x (E x B). I{ faut d'abord évaluer les

champs physiques qui sont les parties réelles des champs ci-dessus :

BR - (11-129)
Seule la partie de ER x BR a fréquence nulle contribue a la valeur
moyenne, soit :

ExB® E'xB 1 .
(ER x BR]fréquence nulle = 4 4 2 Re(E x B”) (11-130)
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avec
2 . s i EO 9Ep . s
ExB*=- E3‘"(zuex’fbe’:;,y) x (b"eg-a"ey) - C}io ( +b —,)T) ez x (b ex-a"ey)

iEg [ b*@— a” 150] (aex+bey) x € (I1-131)

(en négligeant des termes en (3Eg/3x)2).

Dou:

—‘Re[E B ]=+“‘“(aa +bb*) ey - lE—i‘[ (ab*~a*b)%ey
* (a*b~ab*)'£?ex] (I1-132)
e.t enfin [a densité de moment cinétique le long de oz :
golr x (Ex By = €°2ck (ab™-a*b) [ x*s"; yaEO ] (II—1133)
gue l'on peut écrire encore :
o Ir x (E x B)!z=~ (b -a*b) [x 2+y-aE%2l (I1-134)

Le moment cinétique “pénétrant” par_unité de temps dans le plan z=0 est

donc :

8Eq2

dMentree _?_ 2
. +yay Eg?) dx dy (11-1353)

—g =" ij;if(‘(alt)’*—at"b) H (x
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L'intégrale se calcule immédiatement par changement de coordonnées (on

considéere que Epl(xzy) esL a symetrie cylindrique et ne dépend que de

d g
p=\x2+y2 +y—y'~p"‘ et dx dy = pdpd8) d'ol :

dT'[egttrée i Iﬂo = (ab*-a *n) [ do f pzdp 5 Eoo) (11-136)

L'intégrale en p s'intégre par parties :

+ 00

9Ey?
J p2dp == 1p2 B2l - 2 IpdpE02(p) (11-137)

La partie intégrée est nulle car Eg2(eo) = 0 et

dMentree 1

o 80 ( b*-a*b) H pdpd8 Eg2(p) (11-137)

: e :
A la sortie de la lame, Ep2 est devenu Egp2(1- e ) (voir paragraphe
précédent).
Finalement, le moment cinétique perdu par le champ par unité de
lemps est :

d .
at Menteee - Msortie) - 5:;; £p T (ab*~a*b)ﬂ pdpdo Eg2  (1I-138)

soit encore, en remarquant que :



138

@ = Ipla) = - aq sinyp = largl sinpg (11-139)

R i . . .
d {(Mentree - Msortie) = v (ab*-a*b) T lag! Slﬂ‘#’ﬁj I Eg2(x,y) dx dy
di 2ck lame

{11-140)

Pour un champ polarisé circulairement a écwc\ne,-(ex + iey):
a=1,b=1-et ab*-a*h=-2i (11-141)
soit finalement :

d )
a(nentrée - Msortie) = €0 IQ’GI 2 sinye .U Ep2(zy) dx dy (I1-142)

En rapprochant ce résultal de 'équation (II-120), on trouve :

d h h d
m ( nZn:rméz - nzcif?g ) = dt Miame intégrée sur fa surface (11-143)

ce qui montre bien que le moment cinétique perdu par le champ a été

gagné par la matiere.

Remarquons que pour un champ polarisé linéairement, a et b sont

réels et le moment cinétique transportié par le champ est nul.

¢) Modéle simple de lame biréfringente : création de moment

angulaire dans le champ
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Considérons a présent une situation physique différente : la fame de

charges a une polarisabilité anisotrope réelle : en d'autres termes

il s'agit d'une lame parfaitement transparente, mais présentant un indice
différent pour deux champs polarisés a angle droit. Nous allons montrer
qu'une onde électromagnétique polarisée linéairement tombant sur cette
lame va en général donner naissance 2 une onde transmise polarisée
elliptiquement, c'est-a-dire transportant du moment cinétique. L'échange
de moment cinétique entre le rayonnement et la matiére est de nature
dispersive {(phénomeéne 1ié 4 l'indice) alors qu'il était absorptif dans le cas
précédent.

Choisissons un modéle trés simple ou les électrons du milieu sont
soumis a une contrainte les obligeant a se déplacer préférentiellement dans
une direction donnée (ox). Cette situation se rencontre dans des cristaux ou
le potentiel électronique est anisotrope . Considérons un champ électrique

F{%.‘ZD

polarisé linéairement dans la direction

faisant I'angle 6 avec I'axe ox (Fig 20)

On a évidemment en régime stationnaire -

RN Px = £ ax Eg cosg elot
0 Eas® "x
Py =0

ol ay = @ est donné par ['expression générale établie plus haut. On suppose

de plus le milieu non absorbant (y négligeable et oy = a réel).

Remasque : Le raisonnement présenté ici suppose pour simplifier ay = 0.

Il se généralise sans difficulté au cas ay = ay).

Il a'y a donc pas d'échange d'énergie entre le champ et les charges

(px et E en phase a tout instant) et -
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Q=0

[t y a cependant un couple non nul exerce par te champ svur le plan, comme

on s'en rend compte en calculant le couple exerce sur une charge :

Q —_— o Eg? sinfcosh
Co = pxE = PxBy - PyEx = €90 Eg? sin@ cost coswt ez = € > ey

(11-144)

puis le couple par unité de surface

¥ a Eg? sin8 cosd
%mzcwa} 0 : ey. (11-145)

En d'autres termes, une onde polarisée linéairement (c'est-a-dire ne
transportant pas de moment angulaire le long de sa direction de
propagation) peut céder du moment angulaire 4 un milieu anisotrope sans
étre absorbée.

La conservation du moment cinétique exige que l'onde transmise
emporte le moment cinétique opposé. Vérifions-le.

La composante le long de oy se propage sans altération car ay = 0.

On a donc pour z»> 0 :
Ey = Eq sin0 eitkz-at)

L.a composante le jong de ox subit quant 2 elle un déphasage calculé

plus haut. A I'approximation des faibles densités :
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oo .
i(kz-wt)
2¢ ] €

Ex = Eg cosB[ 1«1

. I wa
=Egcos8 [ 1 +ip] eilkzwt)  avec = 2 (11-146)

B = 0 signifie qu'il est apparu un déphasage entre Ex et Ey : l'onde est

devenue elliptique et a_acquis du moment cinétique,

D'apres les résultats de la section précédente, le filux duv moment
cinétique créé est :
dM  igg
e  —— *_ * 2 _
T (ab™-a’b) Eg?e, (I11-147)
avecici:a=cos8 {1 +if)
b = sind

soit ;

d™M i »
————-——9fdhtam = % 5in® cos6 [ {1+iB) - (1-iB) ] Eg2 €, = - % B sin6 cosd Eo? e;

Z a' sinfcosd Ej?

== £ Y, €z
(J1-148)
On trouve bien, par unité de surface
Thane | Plebamp _ (11-149)

dt dt

Remarque : Dans le cas d'une lame d'épaisseur finje, les résultats

précédents se généralisent aisément (voir plus haut) en remplacant [+if

, , Na'
par eilNlwo'/2e) On peut alors remarquer que 1 + — correspond a l'indice
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ny pour une onde polarisée le fong de I'axe ox alors que l'indice ny pour une
onde polarisée le long de l'autre axe est | dans notre modéle. On a donc la

géneralisation immédiate:

1+iB = ei(ZEE/k)(nx-ny)

Pour oblenir une onde polarisée circufairement a la sortie de la lame,
il faut donc avoir 8 = r_I/4 el:
20 £

I
e .nany)=(2q+1); (II-150)

. A
soit: (ng - ny)f=(2q+ 1)“;{

La différence des chemins optiques pour des ondes polarisées le long de 0X
et oy doit étre égale 4 un nombre impair du quart de longueur d'onde dans
le vide {lame dite "quart d'onde”).

Le milieu décrit ici, qui posséde deux indices de réfraction différents
pour deux ondes polarisées 4 angle droit l'une de lautre, est dit
biréfringent. Remarquons que la différence des deux indices dépend de la
fréquence (voir les expressions de la polarisabilité du milieu). Ainsi, les
effets de polarisation étudiés ici dépendent donc aussi, pour une lame

donnée, de la longueur d'onde du rayonnement.

Les divers effets physiques décrits dans ce chapitre montrent
I'i'mportance fondamentale de la notion d'interférence en
electromagneétisme et en optique. Cette notion apparait clairement avec le

principe d' Huyghens-Fresnel qui décrit l'interference des ondes sphériques
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1ssues de tous les points de l'ouverture que l'on étudie. Elle est essentielle
egalement 2 la compréhension des phénoménes de propagation et de
réflexion des ondes dans un milieu matériel: les champs qui se propagent
resultent de linterference du champ incident et du champ rayonné par le
mouvement des charges du milieu, lui méme induit par le champ présent.
Les effets de polarisation sont aussi des effets d'interference; fa génération
d’une onde polarisée elliptiquement ou circulairement peut résulter de la
superposition de champs polarisés dans des directions différentes, avec un
decalage de phase dans ces deux directions. Cette notion d'interférence qui
apparait ici dans un contexte purement classique se retrouve dans le
traitement quantique de |’ Electrodynamique ( voir Chapitre VII). On
sinteresse alors a la probabilité de détecter un photon en un point a un
instant donné, qui se présente comme le carré d'une amplitude complexe,
elle méme somme de contributions correspondant aux  différentes
“histoires” possibles du photon. Dans le cas ou l'on cherche par exemple 3
calculer la probabilité de détecter un photon é la sortie d'un milieu
lransparent éciairé par une source trés peu intense, if faudra sommer les
amplitudes correspondant a I’ absorption d'un photon de |a source el A fa
réemission d'un photon diffusé par chaque atome du miliey. L' analogie
avec le calcul du champ classique développé dans ce chapitre est évidente,
Nous reviendrons sur cette notion essentielle d'interférence, classique ou
quantique, aux chapitres IV, V et VII. Une discussion lumineuse de ce
concept peut étre trouvée dans les oeuvres pedagogiques de R. Feynman
{dans “Lectures in Physics" pour l'aspect classique et "QED, The Strange
Theory of Light and Matter” Princeton University Press, pour ['aspect

quantique).






| CHAPITRE 11 |

RAYONNEMENT ET DIFFUSION

Nous etudions dans ce chapitre les propriétes du champ rayonne par
des charges en mouvement. Par rayonnement nous entendons la
conteibutton du champ qui décroit 4 grande distance des sources en 1/r,
c'est a dire qui cocrespond 2 un flux non nul d'énergie a travers la surface
de fwinfini. Nous allons etudier le rayonnement optique des atomes ou des
motecules, mais ausst celui des antennes radio et celui des particules
relauvistes f{electrons ou protons dans des accelécateurs, particules
cosmuques ou nterstellaires acceléerees dans des champs magnétiques ou
eleciriquesi

La proprieté essentielle sur laquelle it convient d'insister en
miroducton est gue seules les particules chargées accelérees rayonnent. Le
principe dinvariance relativiste permet en effet de montrer simplement
qu une charge en mouvement de translation uniforme produit un champ
decroissant en 1/r2 Dans le referentiel Galiléen attache i la charge le
champ est un pur champ électrostatique donné par la loi de Coulomb et un
changement quelconque de repere galiléen ( voir équations A1-21) ne peut
transformer un champ decroissant en 1/¢2 en champ en 1/r. Ce résultat
physique umportant, établi ict a partic d'un argument purement classique,
se retouve egalement en électodynamique quantique: il est immédiat de
montrer que 'emtssion “réelle” d'un photon par une particule immobile ne
permel pas de conserver a la fois ['énergie et l'impulsion du systeme
charge « champ’; une telle emission est donc impossible. Par application du

pancipe de relauvite, d en est de méme de 'emission d'un photon par une
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particule en mouvement de translation uniforme. L'etude du ravonnement
traite donc  essenticllement de  linteraction  entre  le champ
électromagnetique et des particules chargées accelérées.
Npus envisagerons dans les six premiers paragraphes de ce
Chapire le cas pratique important de sources de rayonnement
monochromatique, localisees dans. une petite région de l'espace. Une
antenne radio alimentée par un osciliateur de fréquence [izée représente
une telle situation. [l en est de méme a une autre échelle des atomes ou des
molecules dans lesquels les charges sont localisées dans un tout petit
volume de dimension po=ag (1A) et oscillent aux fréquences de Bohr du
systéme. Adoptant au départ un point de vue classique, nous
commencerons donc par analyser le cas limite d'une distribution $§
monochromatique de courant localisée en r=0 et montrerons qu'il lut est
associé un dipdle électrique oscillant. Nous étudierons la structure du
champ rayonné par une telle source en séparant les contributions a grande
poctee (r 3 A) des contributions 3 courte portée (r « A). Nous vecrons que
le champ ravonné a grande distance est proportionnel au carré de la
frequence, c'est-a-dire bien A l'accélération des charges. Nous étudierons en
detail 1a structure (polarisation, diagramme de rayonnement) du champ du
dipole électrigue a grande distance et calculerons la puissance qu'll rayonne
(8 1L
En fait, une source physique ne peutl étre rigoureusement ponclueil;e‘
Nous montrerons au § [11-2 que l'extension finie de {a source (sur une
dimension pgl conduit a développer le champ rayonné en puissance de pg/A,
ou ce qui revient au méme de v/c (v = vilesse des charges). Le terme
dipolaire elecirique est le terme d'ordre zéro de ce développement. Le

terme d'ordre un en pg/A ou v/c correspond aux contributions dipolaire
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magnetique et quadrupolaire electrique, dont nous analyserons egajlement
les dragrammes de rayonnement.

Nous donnerons ensuite (8§ [I1-3} des exemples concrets de
distributions de charges et de courant classiques correspondant a des
dipoles ou a des quadrupoles. Puis nous nous intéresserons au cas du
ravonnement dun atome, dont l'état dynamique est deécrit par la
Mécanique Quantique. Nous montrerons qu'un atome dans une
superposttion linéaire d'etats propres de l'énergie cocrespond en genéral a
un dipote électrique moven oscillant aux fréquences de Bohr des transitions
entce ces etats {§ IlI-4). Nous genéraliserons également dans le cadre
quantique les nottons de dipdle magneétique et de quadrupole électrique (8§
11-S1

Souvent les charges qui rayonnent sont elles-mémes accélérées par
un champ électromagnétique incident. Leur ravonnement correspond alors
a une redistribution du champ dans des directions différentes de celle dans
laqguelle se propage le champ incident. C'est le phénoméne trés important
de diffusion de la [umiére. Nous abordons au § I[{-6 ce probléme, d'abord
en traitant classiquement e mouvement des charges {modéfe de ['électron
élastiquement li¢), puis en considérant un diffuseur atomique traité par la
Mécanique Quantique. Nous justifierons a cette occasion le modéle classique
en montrant qu'un ensemble d'atomes ou de molécules quantiques
nteragissant avec un champ électromagnétique peu intense (approximation
linéaire} se comportent vis-i-vis de la diffusion comme une collection
d'oscillateurs harmoniques classiques. Nous analyserons différents types
de diffusion, suivant les ordres de grandeur respectifs de la (réquence du
champ incident et des fréquences de résonance atomique (diffusion

Rayleigh, Thomson, résonnaate, ..},
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Jusqua ce stade, nous aurons considere uniquement les cas des charges
ocalisees dans de “petits” volumes, a la limite non relativiste. Nous
conclurons ce chapitre {§ II1-71 par une analyse du rayonnement de
particules en mouvement quelcongue et envisagerons en particulter le cas
de particules relativistes ou ultra-relativistes (rayonnement des
accelérateurs). Pour alléger la présentation, nous reporlerons dans deux

compkments la démonstration détaillée de certains resultats utilisés dans le

cours du chapitre.

1“y Champ d'un dipole électrigue ponctuel monochromatique

Considerons pour commencer le cas d'une densité de courant trés

localisee au voisinage de r=0 et oscillant a la pulsation w le long de 'axe oz.
(I s'agit par exemple d'une source constituée par une charge vibrant avec

une toute petite amplitude]. Nous poserons:
T(E.t) = e { j_oemtet B (D) e } (III-1)

Notons tout de suite que 'équation de conservation de ta charge {équ 1-3)

impose d'associer 4 j une densite de charge:

p(F.t) = Re { p e =l S(x) S(y) 8 (z) } (III-2)
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ovec
3 {I11~3)

lla densite de charge oscille en quadrature avec le courant). [[ sera utile

dans la suite d'introduire le dipdle électrique d'une distribution de charges,

del'ini par:

Gl

- f ¥ plr.t) d&*r (IT1~4)
La distribution considéree ici correspond donc au dipdle oscillant

D = Re { D e 't & } (ITI-5)

ovecd .
L

D = -3 (ITI-6)
w

Pour calculer le champ de ce dipdle, nous partons de la formule générale

des potentiels retardés (équation [- 83b ) :

_f(;',t') d‘.‘i;! -
J (¢'= £t - Jr—-r'|[/c)

— va
a{r,t) = — T
* lr-x" |

el nous obtenons immeédiatement:

e—lw(t-—rfc! .
e (IT1I-7)

(%] r z

— - MD
A{r,t) = = 7]
41

Lnous adoptons [a notation complexe. Les champs physiques sont les parties



reelles des gquantites complexcs correspondantes. Nous ne le Preciserons

ptus explicitement, caul cas particulier}.

Pour calculer le champ électromagneétique en dehors de fa source a

partir de (111-7). le plus commode est de calculer d'abord B {par B=V xﬂ)}

puis E a partir de I'équation de Maxwell:

- . 1 3B
V x B = —~— —
c2
valable en dehors des charges.On obtient alors:
—_ —_ —_ MO — ] e- Ledt=r /e —_
B=VxA=—13 VX e ]
amt 0« r z
L
}-’-'0 - (ewlu(t—r/c) -
= — ] v ] x e (IIT-8)
4'{1: © T F4
\

avec n = r/r : vecteur unitaire dirigé de la source vers l'observateur.

a) Champ 2 erande distance fchamp rayonneé),

Le champ fait ainsi apparaitre la dérivée par rapport a {a position du

point d'observation du terme

e-!u(l-rfc) ei(kr—-ut)

r r



Lua partie correspondant a {a derivée de 1/r va donner une contribution en
[/r? . Intéressons-nous pour commencer a la contribution du champ ne
decrotssant quen 1/r (champ rayonné a grande distance). Cette
contrihution provient de la dérivation du temps retardé par rapport a r
dans le terme de phase (eikr). Ce résultat est général: c'est parce que le
champ observé dépend de l'état de la source au temps retardé, autrement
dit parce que la propagation s'effectue i vitesse ¢ finie, qu'il existe des
termes en 1/c dans P'expression des champs, cest-a-dire en fin de compte

que la rayonnemeant existe.

Nous obtenons donc, a grande distance :

— P.O . ik i — —
B o~ — j . el(kr—ul) n x e
% Y r z
ou encore
by Fo kw i1k t g = '
B o — wop gelfkr-wt n x e III-
= = D, ( i (111-9)

Le champ électrique, toujours a grande distance, s‘écrit de méme (en

. i - - iw . )
uttlisant la relation V xB=- —E I:
CZ
~ 1 w? 1 _ - - -
E = — —D_ gl tRkr-wth n ox e X n (ITI-10)
41e z T ‘
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On remarque que le champ a grande distance a une structure donde plane

/c.

avec n.k et B formant un triedre direct et Bl = |E

Pour étudier le diagramme de

z -

E rayonnement, il suffit donc de préciser
la variation de E avec ta direction de n

\.—% A -
D 9 g  (voir Fig | ci-contre). E se trouve dans

n e
é_l 0 : N le plan D, n et est perpendiculaire a o,
C{): . “3 Le module de E est proportionnel a sin6;
. .

' le rayonnement est maximum dans le

olan pecpendiculaire au dipole D et nul dans la direction du dipdle. Pour
calculer le flux d'énergie rayonné, déterminons la valeur moyenne du
vecteur de Poynting dans la direction 8, ¢ : {la moyenne est prise sur une
periode de loscillation). 1l faut pour ce calcul distinguer {a notation

complexe des champs physiques réels:

£ C
¢ c* = [Ee““‘“+ E*e'“'] X[Be"“"‘«}- B*&“"}
¢l réeel réet 4 [y w w w
aoc2
= E x B (ITI-11}
2 a L)
Ou encore
2
= D, wt - .
g = — sin®fB n (III-12)

32ﬂ260C3 r?

On voit sur cette expression que [a puissance rayonnée dans la direction 0
varie en sin?®. Si on porte dans chaque direction une longueur
proportionneffe a lintensité rayonnée dans cetlte direction, on obtient le

diagramme de rayonnement caractéristique du dipdle électrique (Fig. 2 ci-
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—_—
D D
5(®)

0 cantre). Quant a la puissance totale
rayonneée par le dipéle, eile s‘obtient en
intégrant {e vecteur de Poynling sur la
sphere de rayon r :

FI 2, .
”—“‘;}m fF'd_e = J-S(r,B,iP) r* sinB 48 4dv
n? (II1-13)
lame c?

Le champ étant proportionnel 4 o2, c'est-a-dire a ['accélération des charges,

la puigsance rayonnée est proportionnelle a ot

[l est important de remarquer que la puissance rayonnee correspond
aun amortissemer{t du dipdle oscillant. En d'autres termes, la conservation
de l'énergie implique que le dipdle recoive d'une source extérieure
tgenerateur électrique, champ incident accélérant les charges, etc..)
lenergie qu'il rayonne a chaque instant. Si le dipdle n'est pas entretenu, il

va samortic en un temps fini.
Supposons que le dipdle étudié soit constitué par une charge q de
masse m effectuant une oscillation harmonique d'amplitude Xq le long de oz.

Son énergie mécanique est alors

1
E, = 5 mow x§ (ZIT~14)
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La fraction de l'energie mécanique dissipee par unitée de temps par le

ravonnement de la charge est donc indépendante de 3getl'on a:

dE(XO ) q® w?
= = e d L (ITI-16)

E(XO) 6.ﬂ:aomc3

ce qui montre que [énergie mécanique du dipdle samortit

exponentietiement avec un taux d'amortissement radiatil :

= (IIX1-17}
6TE me?

Nous verrons que le rayonnement optique d'un atome peut étre en général
assimile a celui d'un petit dipdle électrique osciliant aux fréquences de Bohr
atomiques. La formule {[II-17) permet d'estimer qualitativement {'ordre de
grandeur du temps de désexcitation radiative d'un niveau atomique.
Estimons pour cela la quantité sans dimension (facteur de qualité de la raie
atomique) :

2

q
® o W {111-18)

6ﬂ£0mc:‘

g 1=
i

Dans cetle expression, ® est une fréquence de Bohr atomique, typiquement

de l'ordre de

R nc?
g Of

e




ou K est la constante de Rydberg et

a’ 1
o = =
awe ke 137

est [a “constante de structure {ine” (voir cours de Mécanique Quantique). On

a donce:

e gt

ot e X o 0 o 1077 {III-19)

w BTCS.O fic

On trouve ainsi un taux d'amortissement radiatif de l'ordre de 10-7w avec
@=10163-1 soit y=1095-1 et 1=10-9S. 11 s'agit 1a d' un ordre de grandeur
tout a fait raisonnable pour un niveau d'énergie atomique excité( le temps
caractéristique d'amortissement du niveau 2p de l'atome d'Hydrogéne est
en fait 1.6 102 s) . On ne peut cependant décrire correctement le
rayonnement d'un atome isolé que dans le cadre de [Elecltrodynamique
Quantique et le calcuf présenié ici ne prétend pas étre plus qu'une

estimation sitmple d'un ordre de grandeur.

b} Champ 3 distance quelconque.

Nous ne nous sommes intéréssés jusqu'ici qu'au champ rayonné a .
grande distance. II est possible de calculer 3 partic de ([I[-8) e champ

exact du dipdle, quel gue soit r. Récrivons pour cela B sous la forme :

- ° 14 el(kr-ul)
I T Jnnl, -
41t * r dr r 2

puis déterminons E a partic de -iwE =2 ¥V x B:



N 3 l ™ .1. d et i R - [ ] - -
E = - J YV oz - (rxe) (I11-201}
w Qnao o r dr r ?
Utitisons alors la refation d'algebre vectorielle :
- . d r o e
7 ox [ £lr)y Vvir) | = Eg £{r) — x V(r) + £{r) ¥ = Vi(r) (II1-21}
r
{1 vient :
. D, 14 1 g eltkr-ety oy - -
E = - — r X r.x e
4me r dr ( r dr r ] ( : )
{II1-22)
1 4a el(kr‘-ul - - -
t = B v X r x e
r dr r z
On se sert enfin de l'identité
5x(?x€z)r—2€ (1I1I-23)

el on introduit le vecteur o = /1 :

Du d
e-—iwt r,,__(

4Te dar
[+]

—_— —

rdr =t

4
It

1 d elkl‘

);;

(I1I-24)

ou encore, en effectuant les dérivations par rapport ar:
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avec

D L - ik 1 - - - ~
E = © . etk }fm(nxe)xn— R [an(nxezl+2ezJ
[#) q.n:aa r z rz r:

(III-260)

A ol o A B
ou enoore, en notant QUCHI(HI ez)-(n.ez)n—ez:

oy

. s s _

2o ME @) (4L bR -3 JJ (1-2¢ 1)
Le champ électrique exact du dipéle ponctuel apparait ainsi comme

vne somme de trois contributions décreissant respectivement en [/r, 1/c2

et 1/¢%. La premiére correspond au champ rayonné i grande distance

etudié plus haut. Les deux autres vont séparément, ou en interférant avec

fa lere donnée des contributions au vecteur de Poynting dont [e {lux a

travers une sucface de r—oo va sannuler. On peut donc les négliger

totalement pour le calcu! du rayonnement. En remarquant que K=21/A, on

constate que [es 2éme et 3¢me termes de (I11-26) sont d'un ordre A/t et

22/ (ois les premiéres. La contribution rayonnée en 1/r domine donc dans

lexpression du champ pour o3, alors que celle en t/¢c? domine pour £¢d

(chumps a grande et petite distance respectivement).

Remarquons enfin que le champ 4 distance r<X correspond en fait au
champ tel quon l'cbtiendrail sans tenir compte de {a propagation, pac les
lors de l'electrostatique. De méme, si a4 ¢ donné, on fait tendre @ et K vers
zeco {As o), il ne ceste plus que [e champ ena 1/¢3 qui n'est autce que le
champ d'un dipsle ponctuel statique ca c~0. (En guise d'execcice, v.ous
pouvez celrouver son expression i partir du potentiel scalaice d'un dipdle
electrique statique coastitué de deux charges opposées +q et -g 2 la

distance €1lun de Lautre en fatsan( tendre €vers zéro avec &g=0),
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2y Soucces localtsecs dans un volume dextension figie :

Principe du developpement multipolaire de {2 distribution de courants

aR

Sl P

Considérons a présent le cas d'une source monochromatique non
ponctuelle mais de petite dimeasion {(devant la distance d'observation c et
aussi devant la longueur donde A du rayonnement - voir Fig 3 ). Le

potentiel vecteur {en jauge de Lorentz) s'écrit de fagon générale au point €

a binstant €

R [+] —
Alr,t) = — e '@t d3r! (I1I-27)

A upe distance grande devant {a dimension de [a source, on peut
developper l'exponentielle de phase de la méme facon que dans le

probléme de la diffraction: .

r.r'

... } (I11-28)

N

exp ik|r-r'| = exp{ikr 1 -
r

On peut arréter le développement au peemier ordre dés que ee2rpo2/A ol

pg est fordre de grandeur de la dimension de la soucce. D'otr :
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- }J-U el(kr"—t.t!l - - e -
A{r,t) o mm Jjg (r*') e thka.r’ 43p- (I11-29)
4 Y -

t(n a negligé comme d'habitude les variations de {r-r'[-! et remplace cette

guantité par [/r).

A il est ainsi proportionnel a la transformée de Fourier de la
distribution de courant prise pour le vecteur d'onde knm pointant dans la
direction d'observation. Ce résultat est tout 2 fait analogue 2 celui de la

théarie de fa diffraction.

S maintenant la source n'est pas trop étendue par rapport 4 A, il est
cammode deffectuer un développement en série de I'exponentielle sous le
signe d'intégration de [[I-29. On obtient alors ce que lon appelie le

developpement multipolaire du potentiel vecteur :

0
—_— ek v — —n
Alr,t) = £, A'®'(r.,t) {(IIIr-30)
p=0
avec
. P’o pl (kr-wt) (-ik}® N - "
(r,c) = — J-” {(n.x'¥® F (r'y &y (III-31)
4T r pt “

Ce developpement, en puissance de Kpo=21 po/A est rapidement convergent

§i la source est de dimension petile par rapport a A. On se contentera dong
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dans ce cas de garder le terme dominant, cest-a-dire le premier terme non

nul.

I est clair que le terme d'ordre zéro (seul non nul 2 la limite ou po=0)
ne peut étre que le lerme dipolaire électrique étudié plus haut. On a en

effet, pour la composante X (par exemple) :

- P, eukr-ut: N -
AN (r, ) = -—~-——-~———--———J.H ar' 3 _{x') (IXXI~-32)
X 4“ Y V (%34

{itilisons Uidentite ;

T3 - kTS = 3, (111-33)
gui s'ecrit encore en intégrant sur un volume V de surface S contenant

{outes fes charges :

Hj &r' § (r') = ” (x'3 ) ds - J-” %' (9.3 ) ar (III-34)
v WX S i v w

On remarque que le flux d'un vecteur proportionnef 2 j, est nuf sur fa
surface § tpuisque toutes les charges restent a l'intérieur). Quant 2 la
derniere intégrale, on la transforme avec la relation V . jo = 10 pu . C& QUi
fait apparaitre la composante Dux du dipole électrique le long de OX.

Finalement, en raisonnant de méme pour y el z,0n obtlient:
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ey DU el (ke -l

RO r,t) = ~i — o
41 r

ce qut n'est autre que expresston {I[-7 {avec un dipéle dans une direction

quelconque, pas forcément paratléle a oz}

Remarquons que pour certaines distributions de courant, il peut se
trouver que pour des raisons de symétrie particulieres le dipdle électrique

soit nul:

b = J-” r'op(rt) dr' =0

Dans ce cas, le rayonnement & grande distance sera caractérisé par une
autre integrale de la distribution de courants, correspondant a p>0. La
manipulation de I'integrale de II1-31] pour p=1 peut se faire de facon
analogue a ce que nous venons de montrer pour p=0 (voir complément
Ayl Elle fait apparaitre deux nouvelles quantités : le dipdle magnétique de

fa distribution de courants :

{I1I-35)

-+ 1 -~ - -
Jﬂ = 1 . . [ 3 ] —
5 “.J.V (r * 3 Ar )] d’r (III-36)

—

¢t son quadrupole électrique Q, tenseur symétrique 3 trace nulle de
composantes:

Qij- M{3xxj- T(x'e)? Sijlp () d3¢

(x't, xj, X' mis pour X', y', 2" aveci,j, k - 1,23 )

5‘(3' =1 s l..:{j:
é‘.d TO0 5. LRy

(it =37)
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Les potentiefs correspondants sant :

B, gl kr=-wt)

ROV ik D x E (ITI-38)
d.a 4Tt Y
& el(kr-w!l w2 -
P U S (I1I-39)
Bo e 4t r 6c

ou n. Q est le vecteur dont la composante j est X nj Qi - On a ainsi au premier

ordre inclus en 2np /A ;

KzK;‘“ +K;“ + A2 (ITI-40)

e L] Q.

avec Age!™, Aan'l! et Agell) donnés respectivement par (I11-35), (I111-38)
et (IT{-39L

Les champs magnétiques rayonnés par les contributions dipolaire
magnétique el guadrupolaire électriques s'obtiennent -pour r grand- en
effectuant le rotationnel de A et en n'y gardant que la dérivée du terme de
phase en ei%r, On obtient alors le champ électrique en évaluant V x B avec

la méme approximation:

Py k2 gt (Kr-wt) - .

B = — I (o x M) x7 (£IT-41)
d . m 41—5 r

- P-O wk el(l\‘r—wt? - -

E S— e {{ % n) (III-42)

4. m 4t r



163

el
Lp 2 el (Kr-win .
g = - of——-k*———-nx(n. W) . {IXr-43)
0. 410 6. r
ip Wk el fkr-wty . R )
E = ° n x [ nx {(n . @‘) ] (IIT1-44)
2. 4T 6 r

[l est interessant de comparer les ordres de grandeur des champs dipolaire

magnétique et dipolaire électrique. On trouve

MO —
— wk | —
B e an L] (HI
- n = {(ITI-45})
" -
de [+] —_ Cli]i
— w* D}
47 .

Or FLest daprés (I11-36) de 'ordre de dpo v 0 v est l'ordre de grandeur de
la vitesse des charges et p, l'extension de leurs trajectoires (taille de la

sourcel. Quant & [D, il est de l'ordre de gpe. On a donc

~o (III-46)

Ce résultat semble a priori différent de celui auquel on s'attendait, puisque

nous avons en fait effectué un développement en 2npg/A. Nous constatons

cependant que
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el que pyw est en fait de Uordre de v (les charges parcourent une distance
de locdre de pp avec une pulsation @). On a donc bien
2'rtp0 v

LY B

by c

et le développement muftipolaire peut indifféremment étre considéré

camme un developpement en puissance de po/A ou de v/c.

Nous. précisons au complément Ay la forme des diagrammes de
rayonnement quadrupolaire électrique et dipolaire magnétique. Conciuons

ici en resumant les propriétes importantes révélées par ce calcul :

Le rayonnement d'une distribution monochromatique de courants
restreinte a un volume de dimension finie apparait comme une somme de.
contributions.‘ En général, la contribution principale correspond au
rayonnement du dipdle électrique de fa distribution. Les deux corrections
suivantes {du premier ordre en po/A ou v/¢ pour les champs, du 2¢me ordre
en pgi/id ou v2/c? pour les puissances rayonnées) sont la coatribution
dipolaire magnétique liée a l'existence d'un courant oscillant. tournant
ihoucle oscillante de courant) et la contribution quadrupolaire électrique
[tee a la présence d'une distribution quadrupolaire oscillante des charges. A
la {imite non relativiste, les termes dipolaire magnétique ou quadrupolaire
glectrique ne sont importants que si -pour des raisons de symeétirie de
distribution des charges et de courant- le terme dipolaire électrique est nul,
Lorsque la dimension de la source, ou v, augmente, les carrections
dipolaires magnétiques, quadrupolaires électriques et les termes supérieurs

du développement deviennent de plus en plus importants et ne peuvent



plus etre negliges meéme st le dipole electrique n'est pas nul (voir derniére

section!

371 Exemples de sources localisées classiques

a) Antenne linéaire parcourue par un courant oscillant

L

s Ly 4
ah
I

Comme premier exemple de source classique localisée considérons
une antenne linéaire parcourue par un courant oscillant a la pulsation w, fa
longueur d de ['antenne etant petite devant la longueur d'onde du
ravonnement . L'antenne est alimentiée en son centre O et la distribution du
courant est symeétrique par rapport a O {voir Fig 4 ). La densité de courant
j doit évidemment s'annuler aux deux extrémités fibres de ['antenne ce qui

conduit 2 prendre comme modéle simple de distribution de courant:

z

; =1 (1 - 2 l—ﬂ] 8(x) 8({y) e 't N {(IT1-47)
¢ d

Dans cette expression Iy est 'amplitude du courant circulant dans ['antenne
en son centre (z-0). Le potentiel vecteur rayonné par cette antenne i
grande distance (r»> d}, au point de coordonnees sphériques r, 8, ¢ s'obtient

immeédiatement 2 I'aide de (I[[-29):
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28 ei (kr - wtlt} - d/2 !z . { i
° e 1-2 e-tk7Tcos® gy (ITI-48)
qn ° r —d/2 d

La contribution principate (dipolaire électrique} du potentiel vecteur de

lantenne secrit 4 grande distance:

N Ho el {kr-wty d/2 (z'}
A0 {r,t} P o T &, 1-2 dz’
it Y _ d
asz (L1I-49)

e I ol (kr-wt)

= d
81 r

|

(L

11 est facile a partir de cette expression de calculer B et le diagramme de

rayonnement de f'antenne. On trouve pour la puissance totale rayonneée:

12 d* ot
0
Ny = e (I1I-50)
481
Q
Celle~ct peut s'écrire ausst:
IZ
Q
P = . R4 (ITX~-51)
au
a% w? T d\ 2 d\ a2
R = = 2 = 197,26 |—| ohm (IIX-52)
ra 241-58 c3 68 [ A 7\ -
(4]

apparait comme une résistance, la résistance radiative de l'antenne. Nolons
que cettle expression n'est valable qu'a l'approximation dipolaire électrique
cest a dire pour d/A«l. Remarquons également quau lieu de calculer

directement Ag a partir de (IT1-32), on aurait pu déterminer la densité de
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charge le long de [antenne en calculant {a divergence de §, puis le dipole
electrique 2 laide de ['équation {I11-4} et enfin obtenir la puissance de
Panteane par (I11-13). Le lecteur pourra en guise dexercice vérifier

l'equivalence des deux calculs.

b} Antenne dipolaire magnétique

Considerons maintenant une petite boucle conductrice circulaire de
ravon rg << A. contenue dans le plan  xoy et parcourue par un  courant
fg e~ oscillant avec la pulsation w, ce courant étant uniforme le long de la
boucle { Fig 5). Ii est clair que la divergence de {a densité de courant est
nulle en tout point ( le flux de courant entrant dans un arc mfinitésimal de
la boucle est égal 4 celui qui en sort). En conséquence, il n'y a pas de densité
de charge oscillante et le dipole électrique de cette antenne est nul { ce que
Fon peut également vérifier 4 partir de 'équation I11-32 qui montre que la
contribution dipolaire éfectrique au potentiel vecteur est nulle dans ce cas).
Il Taut alors chercher la contribution suivante au rayonnement ( termes p=1{
dans [I1-30). La nullité de la densité de charge oscillante entraine que le
quadrupole électrique est aussi nul ( voir [11-37) et il ne reste donc a cet
ordre que le dipole magnetique a évaluer. Un calcul &é mentaire a partir de

(Iff-36) donne alors:
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B=mr? I e (IT1-53)

qui montre que le dipdle magnétique est normal au plan de la boucie et
egal au produit de sa surface par ‘amplitude du courant. Le rayonnement
de cette antenne présente donc les caractéristiques du rayonnement
dipolaire magnétique étudié plus haut et dans le compléement Ayl En

pacticutier { formule Afyp-12), sa puissance rayonnée est:

2 (XI1-54)

4 q 2z
i r. w Io 48 oy«
35d.m. - = c I

12 Eoc” 33o

ce qui correspond A une résistance d'antenne

R = gﬂs _.rj_ ) = _E}._, (é’___pﬂﬁ) (ITI-55
FRe 3g c |A cec \ 2 )

¢) Particule ponctuelle oscillante

Considérons comme dernier exemple de source classique le cas d'une

charge ponctuelle q oscillant avec une amplitude a5 le long de l'axe oz a la

pulsation @ {(z ~ ag cosmt). La densité de courant associée s'écrit :

J=-qa, »sinet 8(x) 8(y) 8(z - a, coswt) e, (IXI-56)

Effectuons un développement limité de la derniére distribution & :

S{z -~ ao'coswt} = §{z) - a, coswt §'(z) + ... {ITI-57)

on en déduit :
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(IX1-58)

z

i = —-q a,  sinwt [8(;) - a, coswt 5(x} B(y) §'(z) + ...I /

On voit qu'upe telle source présente une contribution principale qui en

nofation complexe s'écrit ;

0 =i qa, we ' B() (IIX-59)

correspondant 4 un dipdle électrique ponctuel

D=ga e '“ g (III-60)

A ce terme principal sajoute au deuxiéme ordre en apg une petite

corcection oscillant 2 la fréquence harmonique 20 { terme en sin{wt)cos(wt)).

De facon générale, aux ordres suivants apparaissent des corrections aux

frequences multiples de o ... Montrons que la composante en a2 correspond

4 un quadrupole électrique. Le courant associé s'éceit -

GOV = L gmztwt gy S(y) 3'(z) (I1I1-61)

a3 i g at w
7 3 = = 5 Blx) 8(y) 8" (z) e 21wt (I11-62)

[~ L)

I lui correspond la densite de charge oscillant 4 20 -

: 2
1 ajz q 4,

Pru = = em?ltet 5(x) & G -
i 32 p X (y) {(z) (IT1-63}
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et le quadrupole:

Wy 22 gip = ~. (I11-64)

Ona ev1demgent Qrx = Qpy = - (} /2 { voir appendice A111 ) et tous les autres
éléments de Q sont nuis.

Le potentie! vecteur de la charge ponctuelle osciilante s‘écrit donc au

deuxiéme ordre inciusen ag :

dipole électrique

Ve

- qao el(kr‘~ut!
Alr, t)y = —-1w e ]

4|e C r

) (ITL-65)
1 wz C{ac z e!i(kr‘—ut)
- — e
4me o c r r

N
quadrupole électrique

(u'.:\/.\ /%ppc,.,.S—{u tr )

On peut, si ag/A<cl, négliger le terme quadrupolaire oscillant 2 2w el

assimiler l'osciliateur 2 un dipdle électrique pur a @, q ~[

10 Eiéj;ﬂ
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Constdérons a present deux charges identiques ¢ oscillant en
apposttion de phase le long de oz{ fig 6). Le dipdle électrique associé est
exactement nul, mais les quadrupoles des deux charges s‘ajoutent. Nous

avons la un exemple de quadrupéle pur :

Qo =29 ag?

oscillant 3 fa frequence 2w. Une telle distribution va donc rayonner un
champ quadrupolaire de strueture trés différente (et d'ampfitude beaucoup
plus petite} que le champ dipolaire d'un dipdle unique. En fait, les champs
dipolaires des deux charges s‘annulent par interférence destructive et il ne

reste que la petite correction quadrupolaire oscillant avec la pulsation 2w.

4} Dipdle électrique atomigue ou moléculaire

Nous savons que la charge oscillante classique que nous venons de
decrire, tout comme n'importe quel autre modeéle attribuant 2 [a charge une
trajectoire classique, ne saurait represenler de facon satisfaisante un
électron atomique. {{ faut pour décrire la dynamique de I'atome renoncer i
la notion de trajectoire électronique et adopter le point de vue de a
Mécanique Quantique. I[ faut également, si ['on veut étre rigoureux, traiter
quantiquement le champ et seule | Electrodynamique Quantique fournit un
cadre pleinement satisfaisant pour étudier e rayonnement des atomes ou
des molécules. Le rayonnement apparait dans ce cadre comme résultant de
processus elementaires d'émission de photons par les électrons effectuant
des sauts quantiques entre niveauy d’énergie de ['atome ou de Ia molécule.
Nous deanerons un apercu qualitaif de [ Electrodynamique Quantique au

chapitre VII.‘N_(:us nous bornerons ici a4 une approche dite semi-classique
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qut consiste a tcaiter quantiquement ltes atomes el classiquement le champ
avee lequet ils interagissent. Cette approche est satisfaisante pout décrire le
rayonnement datomes en interaction avec des champs suffisamment
intenses. contenant un trés grand nombre de photons ( on peut montrer
aloré comme cas particulier du Principe de Correspondance que la
description classique du champ est correcte). Une telle situation se
rencontre par exemple lorsqu'un grand nombre d'atomes rayonnenl en
étant tous dans le méme état quantique. Le champ est alors intense et lon
peut considerer que chaque atome de f'ensemble est un objet gquantique
couplé 4 un champ classique. Nous adopterons ici ce point de vue qui va
nous permettre de présenter simplement {2 notion de dipole électrique
atomique.

Nous savons qu'en Mécanique Quantique une grandeur physique est
représentée par un opérateur agissant dans ['espace des états du systéme
etudié. Cet opérateur s'‘obtient en géneral par “quantification” de la .
grandeur classique correspondante. Un ensemble de charges ponctuelles qq
situées aux points rq posséde classiqguement un dipdle électrique s'‘écrivant

d'aprés {[[I-41 et (I-]a):

D = E g r (IXI-66)
[+ 2

L'opérateur dipéle électrique ZJd‘un atome sera donc défini par
D=gq 2 I (IT1-67)
x

otl les re sont les opérateurs position des électrons atomiques de charge q
()
(¢ =1 4 ) repérées par rapport au noyau.
(Nous adoptecons pour les opérateurs gquantiques une notation

italique pour les différencier des quantités classiques correspondantes.)

(%) Notons que ta position du noyau n'intervient pas explicitement dans ([11-
67). On peut éliminer cette variable parce qu'il n'y a dans l'atome qu'un
noyau. On décrit alors la position des électrons par leur position relative au
noyau re {Rappelons quil faut alors en toute rigueur remplacer la masse
des électrons dans le hamiltonien par leur masse réduite.) Pour une
molécule, les positions des noyaux apparaissent bien str explicitement par
teurs opérateurs dans l'expression du dipdle { la vibration de la position
relative des noyaux peut étre associée 2 un dipole électrique oscillant.)
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oe

Pour stmplifier au maximum la discussion, nous commengons par
constdérer le cas d'un atome d' hydrogéne 2 un seul électron (position .
Son opérateur dipdle électrique est alors simplement 2 ~ qr. L'état

tondamental de cet atome I(p[s> ., d'énergie Eis posséde une fonction

d'onde associée:

@S(;)xqgw > = ¢ e 0 (II1-68)

1

el F'etal excite i({)gp_m,{]), d'énergie Eyp a une fonction d'onde:

-~ /Z2a

— e I
tng.o(r} = < | (PZp.O> = Cz cosf ;"“ e 0 {ITI-69)

0

{Voir Cours de Mécanique Quantique; ci et ¢ sont des constantes de

normalisation; ag le rayon de Bohr et @ 'angle polaire du rayon vecteur de
I'électron avec l'axe de quantification Oz ). La fonction d'onde de I'état

fondamental posséde la symétrie sphérique autour de {‘origine. Quant 2
letat @2p m-g. Cest un sous-niveau excité qui posséde la symétrie de

révelution autour de I'axe de quantification Oz

/{\ CﬁS(P) /F\Cgf)jhzo (F)
- 2/0_0 - %/26(0'
5 4 0 3

( b)
a) £ 2 (

Les figures fa et Tb représentent les variations le long de Oz des
amplitudes Qysirj et Q@2p m-0{r). La symétrie de ces fonctions par rapport a
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'origine entraine que £ et donc 2 ont une valeur movenne nulle dans ces

deux etats:

Pk IDI(?15> = <£Pzp.a IDI(PZP.C!) =0 (III-70)

Un ensemble de mesures du dipdle électrique toutes effectuees sur
un atome initialement prépare dans I'état fondamental {ou dans ['état excité
considerée) donnera des résultats distribués statistiguement autour de zéro.
Considérons maintenant le méme atome dans la superposition linéaire
l"FH}} des deux états précédents:

~1E tsH
o >+ & e EPr0 e > (III-71)

2p. 0

() > = o e—tsut/ﬁ
Dans cette expression ay et az sont des amplitudes complexes constantes. On

notera la présence des [acteurs exponentiels oscillant aux [réquences de

Bohr associées aux énergies des deux états de la superposition. Ces facteurs

font que i‘?(t'}} est manifestement une solution de [l'équation de

Schrodinger atomique dépendant du temps et représente donc un état
dynamique possible de ['atome isolé. La valeur moyenne de {a composante

Dy du dipole dans cet état:

<D,> = q <P(t) [z]d(t)> (ITI-72)

se calcuje alors simplement en remplacant 1\1’(1)} par son expression (Ifl-

711 et en remarquant que la valeur moyenne de /, dans chacun des deux

etats l({)ls> et l(pzp.m=0> est nulle { équ IHI-70). On trouve alors:

-1 E ~E
¢ 2p L ’{/ﬁ

- &
(D229 «, e j W@  lzie, >+ c.c. (III-73)
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La valeur movenne dans |'état [T(L}) de la composante z du dipole

electrique est proportionnelle a l'element de matrice:
— * g - a " _
<tPlB|z{q>“_o> —J.tpls(r) z(Pzp_o(r} d’r (II1-74)

Finalement, on peut écrire:

“wiw t
<D, > = Re {Dm e 0 } {(IX1-75}
]
avec
w = (B - E }/hK (IXI1-76)
b} 2p ts
ct
. % * — e 3-4' _
D“’o = 2¢g ® J-tPis(r) z chp'o(r} d" r (I1I-77)

L'intégrale (1[1-74} est exactement calculable dans ['hydrogéne et vaut;

23."2 3
(*———] a ~ 0.7 a
3 0 o

Pour une superposition d'états “maximale” dans laquelle a =qp=1/v2 on

trauve donc un dipdle moyen oscillant d'amplitude:

Dm = 0,7 g a (III-78)
o]
Amnsl alors que chacun des deux états !(PIS> et I(pzp'mﬂ]} a un dipéle

moyen nul, teur superposition correspond 3 un dipdle moven oscillant non

nul. L'interprétation physique de ce résultat est claice (Fig8): a un instant
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donne tig 7ai les amplitudes Qqsicl et (pgp_m-o(r} s'ajoutent pour >0 el se
retranchent pour z<0, ce qui conduit a une denstte de charg(eﬁ d%obr;t le centre
de gravite est décale vers 0. Une demi-période plus tardfles signes de la
superposition sont inverses et la charge a son centre de gravité en 2<0 : on

comprend ainsi l'oscillation du dipole moyen a la fréquence de Bohr «,.

ewr V(2 E i)

Nous retiendrons de cet exemple simple {qui se généralise a un
atome 2 plusieurs électrons ou méme a une molécule) la propriété
importante suivante: un systéme quantique dans une superposition linéaire
‘de deux états propres de I'énergie posséde une valeur moyenne non nulle
du dipéle électrique osciflant 2 la fréquence de Bohr associée a fa transition
entre ces deux etats, pourvu que l'opérateur dipdle électrique 2= qriou 2
= T, q fy pour un systéme a plusieurs électrons) poéséde un élément de
matrice non nul entre ces deux états. Lorsque cet élément de matrice est
non nul, son ordre de grandeur est au plus de lordre de qap (unité
atomique de dipdle électrique).

Considérons a présent un ensemble de N atomes (ou molécules) tous
dans le méme état quantique |\P{t)> et localises dans un petit volume
devant . Le dipdle électrique moyen de cet ensemble sera égal a N fois la
valeur movenne du dipdle de chaque atome, soit N< 2> Mais alors que [e

dipdle mesure sur chaque atome ffuctue beaucoup de facon aléatoire d'une
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mesure a lautre, les lois élémentaires de la statistique indiquent que le
dipdle somme aura une fluctuation relative beaucoup plus faible
{decroissant en l/@. Ainsi, a la limite des grandes valeurs de N, le dipdle
de l'ensemble pourra étre considéré comme une grandeur classique
certaine . [l est alors nature! de considérer ce dipdle somme comme {a
source “classique” du champ rayonné par ces atomes. Cest ['approche semi-
classique que nous adopierons ici: chaque atome d'une source
macroscopique contribue 4 rayonner un champ classique par s.on dipdle
“moyen” (au sens de la mesure en mécanique quantique} et on s'attend a ce
que ce modéle soit une bonne approximation de fa réalité {quantique) 2 fa
limite des grands nombres d'atomes. [l reste bien sur 4 comprendre
comment un échantillon d'atomes peut se trouver préparé dans une
superposition d'états de la forme (III-71). Nous aborderons ce point plus
loin (8 [I[-6).

Remarque: Les arguments quf précédenl semblent mndiguer quun
échantillon d atomes ne rayonae pas (tout au moins sous forme dipdlaire

dlectrique) si tous les atomes se lrouven! inilialement dans un eLal propre
de /énergie ( ¢hs ou ¢hp dans noire eremple) Ce résultar nest blen sur

pas surprenant pour 18tar rondamenial. [ 1est plus pour [élar excité { gl&pf.‘
on safl quun atome dfydrogéne dans cel élal émel sponianément Un
photon en revenant 3 [état fondamental Une souree formée datomes
préparés dans {état excite .doit.donc rayonner de la lumiére el fe a&zmp_

Emis dofit pouvoir élre déarit classiquement sif ¥y a beaucoup dalomres.

Nous verrons au chapilre. [V . que ce champ est en fart un chawmp
tnecobiérent” dont la phase est fluctuanle, que lon peul voir commeé
résufltant de [émissfon de lrains dondes de phases incorrélées par fes
différents atomes. Le rarsonnement développé fcr, qui s allache aur valeurs
aoyennes de famplitude du dipdle, ne permel pas de décrire ce champ

démission sponlanée : le champ résultanl dune somme de conlributions
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de phases aléalofres est en valeur moyenne aul (phase équirépartie de 0 2
Zn) alors que son carré (inlensié) peut avoir une valeur moyenne non
nulle.  Pour oblenir cette fntensité, il faut cafculer la valeur moyenne au
carré du dipdle de chaque atome , ce qui donne lintensité moyenne
rayonnée par radiateur élémentaire, pufs sommer ces intensités sur
lensemble de léchantilfon. I est alors facile de voir que fa valeur
moyenne de 22 est non nulle dans / dtar excité et on obtien! bien une
intensité non nulle pour une source dalomes LoUS POriés dans cel élal.
[nsistons bien sur fe fait que fa nullité d'une valeur moyenne quanlique ne
signilie pas que fe résultat dune mesure donne Un résuftat nul- [électron
dans Jetar {p peut éire “mesuré” nimporte oJ aviour du proton el le
dipdle de [atome avoir une valeur posiive ou négative quelcongue. Le
dipdle dun ensemble datomes résulle alors de 2 sommation de dipdles
prenan! des valeurs aléatofres autour de Zéro. Cette somme fluctue elfe
méme auvtour de zéro. Elle est nulle en moyenne, alors que son carré né 1est
pas. Ses fluctuations sont comme nous avons vu plus baut dautant plus
pelites en valeur relative que fensemble est plus grand mars elles ne sont
pas nulles el ce sont elles qui permellent de renare comple adu champ
démission spontanée de [échantillon atomique . [l reste que le poml de
vue développé ici ne permel pas de décrire le rayonnement spontané dun
alome rsolé ni d expliquer fa différence fondamentale entre les propriélés
radiatives des étals atomiques excilés qui rayonnent et [étal fondamenia/
qui est stable. [1 faut pour cefa faire appel 4 [ Heclrodynamique Quantique
qui traite guantiquement les atomes et le champ. Nous nous limiterons dans
/2 sufte de ce chapiire au cas ou fes alomes sonl préparés dans vn élal
quantique ‘cohérent” correspondant 3 un dipdle oscilfant moyen non nid,

situation dans laquelle fe rayonnement émfs par une coflection datomes a

une phase blen définie et ov Lapproche semi-classigue en terme de dipdle

moyen est suffisante pour décrire la source.
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S) Dipole magnétique et quadrupole électrique atomique

On peut généraliser aisément la discussion précedente a la
description du dipole magnétique ou du quadrupole électrique atomique.
Qn assocte a ces quantités des opérateurs quantiques et on calcule ja valeur
moyenne de ces opérateurs dans l'état du systéme. Si cet état contient une
superposition lingaire d'états propres de ['énergie atomique entre lesquels
il existe un élément de matrice non nuf des opérateurs dipdle magnétique
ou quadrupole électrique, l'atome posséde un dipdle magnétique ou
quadrupole electrique moyen oscillant a [a fréquence de Bohr

correspondante.

Pour définir le dipéle magnétique quantique, partons de l'expression
classique( l1-36/ dans laquelle nous remplacons j par le courant des

électrons atomiques :

RN e]

Z (IXI~79)
o

(f.a somme sur @ porte sur I'ensemble des électrons de I'atome]. On obtient

alors ta la limite non refativiste):

Rl i w5 =L 205

2m 2nm (ITI-80)
[ R
= — L
2m

On moentre ainsi que l'opérateur dipéle magnétigue est proportionnel au

moment cinetique orbital électronique total L= ¥ P { La Constante de

proportionalite q/2m porte le nom de rapport gyromagneétique orbital).
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La Mecanique Quantique refativiste montre qu’il faut ajouter a ce

magnetisme orbital un magnetisme de spin décrit par l'opéraleur .
Moo= Z S, = — & (IXI-81)
m & m

ol § = X, Se €St le moment cinétique total de spin, somme des spins
individuels s, des électrons atomiques. (Il faut noter que le rapport
gyromagnétique de spin, g/m, est d'aprés I'équation relativiste de Dirac, le
double du rapport gyromagnétique orbital. Nous négligeons ici la petite
correction "radiative” qui fait que le rapport gyromagnétique de spin
différe en fait de q/m d'une quantité de Fordre de 10-3 :voir Chapitre VII).
Notons enfin que si le noyau de ['atome lui méme porte un spin nucléaire 1,
il lui est aussi associé un moment magnétique, environ mille fois plus petit
que le moment magnétique de spin électronique. Cest le moment
magnétique du noyau dont on détecte le champ rayonné dans les
expériences de résonance magnétique nucléaire (RMN).

Quant 4 {'opérateur quadrupole électrique, il se déduit simplement de

{111-37) :

. 524§
%y = q{Zh{&” %! “0,2'” ::( Y “| (111-82)
O '

N ATIVE I

L7 &) sont les opérateurs position de ['électron &¥dans la direction

A

QU F o

Lhn (Lj=x.y.2).
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Gt Ravonnement jnduit : diffusion

—
f\Ed/ Appliquons a présent les résultats établis
aux paragraphes précedents au probléme
> Dépb‘eé ) paragrap P . , P
"[E'o (ks important de la diffusion de {a lumiére par
{% un systéme de charges. Supposons qu‘une

onde plane, de champ électrique Eg, arrive
_agj_ sur une distribution de charges au voisinage
de r = 0. L'onde va mettre ces charges en
vibration. A cette vibration va correspondre
un dipdle electrique oscillant qui rayonne un champ diffusé Eq dans toutes
les directions de l'espace (suivant le diagramme de rayonnement dipolaire).
Une partie de '¢nergie rayonné incidente se trouve ainsi redistribuée dans
des directions différentes de [‘onde incidente (voir Fig 9 ). il sagit du
phénoméne de diffusion. Envisageons ce phénoméne dabord dans un point

de vue classique :

a) Diffusion par une particule chargée classique élastiquement liée

Considerons une particule {charge g, masse m) retenue en r - 0 par
une force elastigue {fréquence du mouvement harmonique g}, en présence
d'un [aible amortissement visqueux (constante y). Le mouvement de cette
particule dans le champ électrique de I'onde {polarisée le long de oz)

sécrit

m£+mTé+mw§z=qu (II1-83)
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ce qui correspond au dipole stationnaire oscillant :

b = (Irr-g4)

Le dipéle induit est proportionnel 2 l'amplitude Ep du champ. [l est

commode de ['écrire

D, = &, O b,(w) E, {ITI—-85)
ou
. q? 1
G’cf(w) = {(ITI—-86)
me o - w? - iTw

est la polarisabilité complexe de 'oscillateur harmonique. Noter que
Famartissement (v = 0) introduit en général un déphasage entre le dipdle

induit et le champ et empéche la divergence 4 résonance (0g = o).

A ce dipole induit correspond un champ diffusé en sin28 : ainsi la
diffusion est nulle si t'on regarde dans ta direction de polarisation de Ep,
maximum et polarisée le long de Eg si on regarde dans la direction

perpendiculaire.

La puissance diffusee s'écrit d'aprés (I11-13):

P (0 w' fofw) |* EZ

1 4 (Xrr—-87}
:q.m.-— * E:Z
]

m? (wz - w?) o+ TP 12T£E,Oc3
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Rapportons cette puissance au flux d'energie incidente

On peut écrire

Prree (@) = 0 (@) & (II1-88)

diff

ou ar{w) est la section efficace totale de diffusion (homogéne & une surface):

1 w 4
o (w) = — | — foe{w) {?
' 6T c
(ITI-89)
q* o 1
m? Gﬂe:c“ (wz — w?)? 4 o422

La section efficace de diffusion varie ainsi énormément avec la fréquence

du champ incident, Envisageons les différents cas ol @ » By, WK O, O =©:

ti) Diffusion Thomson (@ s wg , y)

On a alors :

x{w) ~ - (ITI-90)



et
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. ~ 2 .
o {w) = S (IIr-91)

i<
!
“ |
H

en introduisant le “rayon classique” de fa charge :

2

q
rop = T (ITI-92)

ate me?
0

Pour un electron le rayon classique est:

q° # ok
Toe ™ — o w — = 2,8 107 '%m
41t80’ﬁc me me

A haute fréquence, une particule liée se comporte vis-a-vis de la diffusion

comme si elle était libre (w9 = 0) avec une section efficace de diffusion égale

1 &n/3 le carre du “rayon classique” de cette charge.

(i) Diffusion Rayleigh (& « )

On a alors:
qt
af{w) o (III-93)
me w?
0 0
8T . W 4
o (w) = 3’*‘ r o, X% ;: ] {II1-94)

4 faible fréquence, la diffusion est plus petite que dans le cas haute
frequence, avec une section efficace égale 2 la section elficace Thomson
multipliée par le rapport {@/wg)¥. La section efficace-de diffusion Rayleigh

augmente ainsi trés vite avec la fréquence.
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tun) Diffusion resonnante {6 = o ;Y= 0)

On a alors

{I11-95)

Notons que clw) est imaginaire pur 2 résonance : le dipdle induit est en

quadrature avec le champ: c'est pour cette valeur de la fréquence que la

puissance dissipée par le dipdle est maximum. C'est i2 aussi que la section

efficace de diffusion est maximale -

81T . 0
T

O‘T (mo) =

(I11-96)

La section efficace de diffusion dépend maintenant de v, Evaluons-la dans le

cas ot F'amortissement du dipdle induit est purement radiatif (c'est-a-dire

ou il est précisément di i l'existence du champ rediffusé). y est alors donné

par {{11-17), ce qui correspond 4 ;

w?® 361* £* mp? et
1] 0
2 4 2z
T q wo
3 'TEZ 4 2 .6
C{‘ 6 £ m-c 61tc?
o (wo) = x = = e A2
v o
6Ttm? £ 2 oF qt w? w? 27
o 0 o

(Irr-97)

A résonance, la section efficace de diffusion purement radiative est égale au

carré de Ia longueur d'onde résonnante multiplié par 3/2n .
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fnsistons sur la variation enorme de olwi avec la frequence. Pour un
v
H

&y (u})/\ rebon &h:(,e, electron oscillant a une frequence
-
optique on a g~ 5.10-7m alors que
AdFE fef~ 10°15m. On en déduit, en ordre
Thomiow

................................ ....de grandeur:

Thowmson

'—‘110-18 H

réesoennant

2
oV

_E_‘g_,’_Q {'allure de la variation de q‘gm) avec o

est representée sur la figure "{0.

5) Diffusion par un atome ou une molécule quantigue

Reprenons l'analyse précédente en traitant quantiquement le
systéme diffuseur {atome ou molécule).

Avant l'arrivée de l'onde incidente , l'atome (molécule) se trouve
dans son etat quantique fondamental [f>. Le passage du champ va se
traduire par la création sur le systéme atomique d'une superposition
tinéaire d'états quantiques, 2 laquelle va étre associée un dipdle électrique
moven induit {voir § 111-4). Tout le probléme consiste donc a calculer cette
superposition. Pour cela il nous faut résoudre l'équation de Schrédinger du
mouvement de l'atome en présence du champ Ep, et donc connaitre le

Hamiltonien de l'atome en présence du champ.

{i) Hamiltonien de |'atome en présence du champ:

Ce hamiltonien est formellement identique au Hamiltonien classique

decrivant fe mouvement des électrons en présence du champ extérieur
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weadiant le systeme. [ suffit d'y remplacer les grandeurs classiques par les
operateurs quantiques associes. Pour obtenir ce hamiltonien, il faut partir
du point de vue de Lagrange, et non plus des equations de Lorentz {(qui
correspondent elles au point de vue de Newton, non direclement
quantifiable). Partant du Lagrangien du systéme “atome + champ classique”
décrit dans le complément By du Chapitre |, on définit Ia variable
canoniquement conjuguéé de la position £y de chaque charge (impulsion
P ), puis la fonction de Hamilton des variables re €t pg . On passe alors
aux observables quantiques r, et p, et on obtient sans peine le
hamiltonien des électrons atomiques en présencé d'un champ classique

extérieur décrit par un potentiel vecteur Alr, t):

giQ

H(r_,p ) = H -
& 2m o

2. b, -AlF_,t) + < 2. Al (r_,t} (III-98)
6.4

Nous etablissons cette équation rigoureusement dans le complément By de
ce chapitre, dans le cas simple de ['atome d'hydrogéne (un seul électron}
puis la généralisons de facon intuitive au cas o0 il y a plusieurs électrons.
Dans (I11-98} le premier terme, Hg, est le Hamiltonien de ['atome isolé et
les deux termes suivants décrivent les “perturbations” produites sur
l'atome par le champ extérieur. On a choisi une jauge ot le champ
electromagnétique appligué dérive d'un pur potentiel vecteur, avec un
potentiel scalaire U=0. On suppose de plus que la condition V . A=0 est
satisfaite. Enfin on a considéré que I'électron est une particule sans spin et
I'on neglige donc les termes de couplage entre le moment magnétique de
spin des électrons et le champ magnétique du rayonnement., Notons enfin

que dans (I11-98) les arguments s des fonctions Alrgt) sont les opérateurs
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position des electrons (et non des simples vecteurs classiques). On utilise
donc tet la notion de fonction d'opérateur {a laquelle on peut donner un
sens en developpant formellemnt la fonction A en série). En fait, cette
complication n'apparait pas dans le probléme qui nous intéresse ict, le
couplage de l'atome avec le champ électrique d'une onde plane, de longueur
d'onde trés grande devant la dimension ag de i'atomc_a. Nous montrons dans
ce cas dans le complément By que lon peut remplacer dans l'argument du
potentiel vecteur les. rp par 0, ce qui revient encore 2 effectuer un
developpement des termes de perturbation du Hamiltonien en puiss‘ances
de ap/2 et 2 ne garder que fe tecme d'ordre zéro: il est logique de faire cette
approximation ici, puisque nous assimilons {'atome 2 son dipdle électrique
dans le calcul du champ qu'it rayonne. Cette approximation dans le calcul
du terme de couplage entre l'atome et le champ, qui revient a négliger les
variations de phase du champ sur la dimension de l'atome, porte dailleurs
le nom d'approximation dipdlaire électrique. On montre également que' pour
des champs pas trop intenses le terme en AZ dans (I11-98) est négligeable

et le Hamiltonien s'écrit finalement.

H=H -
]

214

2. B, A0, t) (II1-99)
.4

On peut alors lexprimer de facon équivalente en fonction du champ
electrique Eg de l'onde plane (supposée polarisée le long de 0z) et lon

trouve:

H=H + H:zf’ (t) {(I1I~100)

v}

avec



g9

qEO

HIPED (£) =

tnt

p. sinwt (ITI-101)
M ?

Nous allons maintenant utiliser ce Hamiltonien pour étudier l'évolution de

la fonction donde atomique sous leffet de londe plane qui perturbe
l'atome.

{ii) Dipdle atomique movyen induit au premier ordre

Limitons nous pour simplifier les notations au cas d'un atome a un

seul électron {Hydrogéne). {1 s'agit de résoudre I'équation
.0
ik — [P(t)> = { H + H'PED () ] jdb(t)> (ITI-102)
at [} i{int
avec {a condition initiale

[d{0)> = {£> (IT1I-103)

[l s’agit 14 d'un calcui classique de perturbation dépendant du temps. On

developpe [y>en puissance de la perturbation (cest-a-dire de Eo) :

fd> = [ 9 4 gty 4 (IZI-104)

et on substitue ce développement dans (111-102) en identifiant les termes
du méme ordre en Ey dans les deux membres. La fonction d'onde a I'ordre

zéro satisfait a-

djd>? .
# or = H, 1w (IT1-105)

et s'ecrit donc compte tenu de {11I-103):



190

[LlE)>C® = e ¢ qf> (III-106)

A l'ordre un, on obtient :

J
ik o (9P = H fbrCtr + HIPE (£) |db>t0? (XI1-107)

Pour résoudre cette équation, on développe ly>(1) sur la base des états

propres de Hg (ensemble de l'état fondamental |f> et de tous les états
excités notés |j»}:

3¢ = C;"’ (t)y {£> + Z C;“ {tr 13> (IXI~108)

3

En projetant sur chaque "bra’ <jl téquation (III-107) et en y remplacant

Ly par son expression ([11-106), on ebtient :

1g t/h

a -
iR e ot () = B COUY Y + <G HIPEV(E) |£> e f (IIT-109)
at 1 3 3 Lot

Integrons “par variation de la constante”. Faisons le changement de

vartable:
-te t/H
cj” (t) = e ' bj“ (t) (I1r-110)}
On obtient alors immediatement:
N l { w ft
BV (k) = — e ! <jt HPED (e) [|f> (TII-111)
b 11;\ tot
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et
1 t L t
bt {t) = — <G| HIPEY(er) jf> e I de’  (IIZ1-112)
} lf”a 0 tnt
avec la delinition de {a fréequence de Bohr:
@, = (E ~E_)/%
On remplace alors dans (I11-112) H;,DE(1) par son expression {(I11-101) et
on intégre sans peine;
1wt w it 1 (e -~w)t
€1 a5, . e AR | e ’e - 1
bit!(t) = - <Jlp, 1£> . - —— (II1-113)
2mbw i{wtw ) L{w,  -cw)
Jf IR
QU encore ;
-1 b4 1w 1
qE, -te_tsh et “t o 1t emlut _g 1t
citl gy = 4 e f <Jlp |£> -
f Imbw x W+ w wWoo- W
Jf Jf
(XIr-114)
Le dipole induit se calcule i partic de ['expression de la fonction d'onde
comme naus 'avons vu au §(I11-4). En nous limitant auy termes du premier
ordre en Ep_on trouve :
B2 = = )] gz o) = O eblqzier P v ¢ e, (IT1-115)
soic
. te 7% -
<Dz>:Z[<fquIJ> C;‘,(t) e £ +C:f1)(t) <j'qZ!f>elErt/ﬁJ
i .
(IT1-1186)

Le dipdle moyen, combinaison linéaire des Ci{!)(1), apparait comme une

somme de termes oscillant 3 la {réquence du champ « et de termes
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“propres” ascillant aux frequences de Bohr alomigques (voir equ I-114)
Le dipole associé a la superposition donnee par Pequation (111-71) nétait
tui module qua fa frequence atomique g Dans le probléme que nous
traitons maintenant l'atome n'est en effet pas “libre” et son oscillation est
“forcée” 2 la fréquence du champ, comme dans le cas de losciliateur
classique étudié au §11I-52a. Quant aux termes “propres” aux fréquences de
Bohr atomiques, ils correspondent . manifestement 2 des solutions
teansitoices liees au  caractére percussionnel du probléme {(atome
brusquement introduit dans fe champ a t = 0}. Le probléme classique .du
§ 111-5a) donne ausst une solution en eiugt qui s'amo:tit en un temps de
Uordre de 1/y et qu'on a négligée dans notre analyse en ne calculant que {e
cégime forcé. En fait, si notre modele quantique tenait compte des
processus d'amortissement atomiques, les. termes oscillant aux [céquences .
de Bohr dans (111-114} s'amortiraient aussi. En éliminant donc ces termes
"nropres” qui finissent par s'amortic dans les expressions (I11-114) et en

reportant fes 17 ainsi modifiés dans (I1f-116}, on obtient :

: 2

1 q° E { wt -1 wt
0 e e

KD » = e Z <jlp {£> <£lz|j> - + c.c, IIX-11T)

z 2m Hh w 5 z w’r+w st

Cette expression fait intervenir les éléments de matrice de z et de /Dz. On
peut exprimer ces derniers en fonction de ceux de z en remarquant gue ['on

a:

[z,Ho] = z, — = i f — (111-118)
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ce qui permet d'écrire:

m . . _
<jjpz [E£> = ;—% <JizHo-Hoz{f> = iw  m <jlzjE> (Yrr-119)

On a donc

— {<3lz|£>]? -

- q E (l) { wt -1 wt
= . e e
<D, > = Z + o.c. (III-120)
3

Jf jf

On regroupe enfin les termes différemment en isolant les termes en e-iot .

q*E w

IR i 1
<D > = z ——— <l z|E>}? e !t - + c.c. (XII-121)
: w t.oj +ow

. ) w
N f If

On obtient aidi finalement {‘expression en notation complexe du dipéle

moyen induit au premier ordre:

<D > = ¢ oo (w} E (ITI-122)
z ] Q 0 -
ovec.

242 @ . [<jlz|f>|*?
aq {w) = Z

{(ITI-123)
h € . z 2
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Cette expression n'est valable que hors de resonance {w différent de tous les
wif) car nous n'avons pas introduit de mecanismes dissipatifs analogues au
facteur y des equations classiques. On notera la similitude de {11[-123)
avec {111-861 ou on fait y = 0. On peut en effet écrire
% (w) = 2 f’
3

o« l5,((:0;&0 ) (I11-124)

f Jf

en deéfinissant la “force d'oscillateur” fjf de la transition {f— |par:

2m @ , 1<iiz]E>|F
£ = 5 (III-125)

[if est bien entendu une quantité positive sans dimension.

Ainsi. vis-a-vis du phénoméne de diffusion, l'atome se comporte
comme un ensemble statistique d'osciliateurs classiques dont les [réquences
sont distribuées suivant les fréquences de Bohr atomiques, le "poids” de
l'osciltateur correspondant 4 la transition f— | étant fjr. Ce résultat n'est vrai
qu'a 'approximation linéaire de ce calcul quantique, c'est-a-dire pour des

chanmps Ep suffisamment petits (voir Chapitre VI).

Pour confirmer cette interprétation, montrons que les fjr se
comportent bien comme une distribution de probabifité et satisfont 2 la

condition

Z £ = 1 (IXIY-126)

irégle de Reich-Thomas-Kuhn).
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On ecrit pour cefa :

f

)3 on
fj = — (E‘— E ) <flzij> <3zl
b

i R
et on remplace <jlz|f> par l'expression tirée de {I{1-119}:

sz .1 i 2
Zf = — <£]z|3> — <Jlp > = — <fizp_ {£>
] 1 9 im z it *
j j

{on a utilisé }a relation de fermeture T |j><j| = 1).

On peut associer a (I11-128) I'équation complexe conjuguée :

2
jZflf ""?i—%‘(flpz:{ff)

soit en prenant [a demi-somme de (II1-128) et (I1[-129) :

i
Zf“ mj——<f}zpz—pzzlf>=1
5 ik

ce qui correspond bien au résultat annoncé |

Note : pour un atome a Z électrons, on trouve de méme:

Zifir=1 (I11-130)

(I1T~127)

(I11~128)

(IT1-129)

En principe, la somme des forces doscillateurs comprend un nombre infini

de termes, puisque [‘etat fondamental de [atome est couplé par des

elements de matrice non nuls du dipéle éléctrique a2 un nombre infini

d'etats atomiques excités. En général cependant la plupart des forces
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d'oscillateur sont tres petites et seul un petit nombre de transitions =

contribue 2 l'essentie! des sommes (1H-126) ou (111-130).

i11i} Discussion physique

L'analyse qui précéde justifie le modéle classique de ['électron
elastiqguement lié pour traiter, a ['approximation linéaire, les problemes de
propagation et de diffusion de la lumiére dans un miliey matériel formé
d'alomes ou de molécules. La Mécanique Quantigue n'intervient finalement
que pour fournir la valeur des [réquences de résonance du milieu
(frequences de Bohr déduites du spectre de Ho) et la distribution siatistique
des oscillateurs classiques sur ces fréduences (forces d'osciflateur). Une [ois
ces paramétres [ixés, tout se passe (pour des champs suffisament faibles
tout au moins) comme si le rayonnement interagissait avec des oscillateurs -
har maniques classiques. Ce résultat explique les succes remarquables de la
théorie classique de la diffusion et de la propagation des champs dans la
matiére. Cest I' équivalence entre atomes quantiques et oscillateurs
classiques { a4 l'approximation linéaire) qui explique que les modeles ala
Thomson d'électrons élastiquement liés ont eu une telle réussite pour
- rendre compte des effets tels que la diffusion de la lumiére ou encore de
I'indice de réfraction d'un milieu matériel, et cela bien avant {"avenement
de la Meécanique Quantique. Il suffisait dans ces théories classiques
d'adopter comme données phénoménologiques les valeurs des [réquences
et des forces d'oscillateur qui ne devaient en [in de comple étre justifiées

que par la théorie quantique des atomes.
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Nous pouvons maintenant rapidement retourner au probléme de [a

diffusion par un atome ou une molécule, la section elficace s'écrit a présent

(.L)‘

e (w) |? (ITI-131)
61e? ¢

avec aglw) donné par (I11-123) ou (I1I-124). Envisageons i nouveau les

différents cas limite suivant la fréquence de {a lumiére incidente:

Diffusion Thomson : si @ est beaucoup plus grand que tous les wjf pour

lesquels les forces d'oscillateur sont appréciables . on peut remplacer

acilwwjr) par ac{w,0) dans (I11-124) qui se factorise pour donner;

2 4
q q
«, (0) = - Z £, =- (III-132)
malo w? me w?
On obtient ainsi le méme résultat que pour un électron classique, libre de
surcroit:
g
o(w) = — r? {(I11-133)
T 3 [+ {
Si la fréquence du champ  est grande devant toutes les fréquences
¢lectroniques de 1'atome (toutes au moins devant celles qui sont associées
aux forces d'oscillateur prépondérantes) . 1a liaison de I'électron au noyau
peut etre négligée pour évaluer {a section efficace de diffusion, qui prend {a

meme valeur que celle d'un éleciron libre classique (la diffusion des rayons

X correspond a ce régime de diffusion Thomson).
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Notes 11 Nous navons consideré ict que le cas d'un atome a un electron.

Pour 7 electrons, on a :

Zf xZetcr(w)=z2§~1—tr2
. jf T 3 ¢ £
3

(diffusion dite "cohérente” par les Z électrons de l'atome).

2) Le régime de diffusion Thomson ne s'¢lend pas aux fréquences
trés elevees. Lorsque la fréquence devient telle que ho = mc? (domaine du
rayonnement yJ, on observe l'effet Cof_npton. La fréquence de la lumiére
diffusee devient plus pelite que celle de la lumiére incidente (diffusion
“inélastique”) ce qui ne peut étre décrit dans le point de vue de champ
classique adopté ici (o l'atome ne peut rayonner qua la fréquence du
champ incident qui le fait vibrer; diffusion élastique) . L'effet Compton esl
di i un échange d'impulsion entre le photon énergique incident et
{'électron et ne peut étre compris que dans [e cadre de ['Electrodynamique
Quantique. D'autres effets purement quantiques {création de paires électron

positron par absorption de rayons y..) apparaissent d'ailleurs @ hautes

énergie du photon.

Diffusion Kavieigh : si @ est trés inférieur a toutes les fréquences de

réconance atomique, (111-123) devient:

q® K 2q° [<3lziE>|®
OLQ (w) = Z = z {IT1I~-134)

e, 3 5

aglw) est alors indépendant de wet fon a
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81 R
o {w) = 3—— rjc Z w? {I1I-135)

La section efficace de diffusion est comme dans le modéle classique

proportionnelle 3 o1,

Cest le cas par exemple de la diffusion d'une onde optique
[or-3.1015s71) par un atome d'H (wjf > 1046 571) ou plus généralement de Ia
diffusion de la lumiére visible par les molécules atmosphériques comme 0,
et N2. On comprend ainsi que fa [umiére bieue soit diffusée environ 10 fois

plus que la rouge et la couleur du ciel en résulte {voir aussi Chapitre V).

Diffusion résonnanté : L'¢quation (I1I-123) montre que fon a une

augmentation trés importante de la lumiére diffusée 2 chaque fois que

w = {avec f” ® Q)
Le modéle adopté ici, ou {'on ne tient pas compte de 'amortissement du
dipéle atomique, conduit 4 une divergence de la polarisabilité a résonance,
mapifestement non physique. Tenir compte des mécanismes
damortissement du dipéle optique dans un traitement quantique n'est pas
stmple et sort du cadre de ce Cours. Contentons nous d'indiquer que
l'amortissement de la composante du dipble associée 3 chacune des
transitions f—j est, comme dans le point de vue classique, caractérise par
une constante de temps tjj =1/yjj . Cette constante d‘amortissement dépend
de la transition. On montre que sous leffet de I'amortissement les
divergences de (III-123) sont remplacées par des résonances de la

diffusion. La section efficace de diffusion devient trés importante autour de



200

chague wjf (tel que lir= O} sur un intervalle de frequence de l'ordre de yjf. .
['ctude de la resonance opligue est a la base de la spectroscopie: ia
determination des fréquences résonnantes fournit directement le specire
des transitions atomiques. L'intensité des résonances renseigne sur les
forces d'oscillateur et donc sur les éléments de matrice du dipdle alomique.
Quant 2 I'étude de la largeur des résonances, elle permet de délerminer
expérimentalement les constantes yjr et donc d'étudier les mécanismes

dissipatifs responsables de I'amortissement des dipdles atomiques.

Revarquees o (1) Nous avons déardl Joi la diffusion par fe dipale
slectrigue moven dun atome ou dJdune molécule uvnigue. Le champ
macroscopique rayonné par-un milieu formé d'ua grand nombre N d atomes
ou de molécules est égal 4 fa somme des champs rayonnés par ces cenlres
dilfuseurs éfémentaires S fes alomes sonl absolumen! identiques,
rmmobiles et sivés au méme endrort (v tovt av moins dans un volume de
dimension petite devant A) le champ résultant est simplement égal 3 N fofs
le champ du dipdle moyen calculé plus haut el /inlensité dittusée dans
chague direction N< fois plus grande gue celle que diffuse chague atome.
(he telle situation est cependanl raremeni renconiree.  £n far, dans /e
phénameéne plhysique de [a diflusion, f y a aussi un aspect stalfsique, 1a
ditusion résultant de finlerférence des champs rayonnés par un ensemble
d atomes dans un gaz, un liguide ouv un solide, ces atomes élanl distribués
dans un volume qui peul éire grand devani A et subissanl des fluctvations
de toutes sortes {en position el en vilesse notamment! /. (es luctuations
sanl de pature stalstigue, essenliellement . différente des fuctvalions
guantiques evoquees plus baul. Flles font que le champ global dilusé par fe

mireu i est pas yniquement délerminé par 1a réponse quaniique moyeane
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de chaque dlome, mals ausss par fes proprielés stalistiques o ensemble du
dutuseur. Nous aborderons cet aspect slalistique dJdU probléme rés
tmportant, aux Chaptires ['V.

(7] Novs avons surlout considéré fof les sections efficaces
torsles de diffusion. Nous avrions pu [out ausss (fen déterminer /e champ

diftuse par le dipdle atomigue moyen dans une direction donnée, Le cas

particulier de [a ddfusion vers favanl est Irés importantl. Nous avons
manire su (haprire [ gque cérait finterférence du champ fncident avec fe
champ difituse vers favanl par fes charges du miiev  qur erpliguart fe
déphasage mirodusl par le miieu sur fe champ qur $y propage et que 12
aolion dindice de réfracltion en décoularl. ff est donc évident quil v a vn
len direct entre Jindice dun miliev atomique et fa polarisabilité de ces
atomes, qui est proporifonnelle av dipdle nduil sur ces alomes par fe

champ ncrdent. Ce lien sera explicité av chapiire V.

# ‘) Rayonnement des particules relativistes,

Nous n'avons considéré jusqu'ici que le rayonnement des charges
localisées dans l'espace et peu rapides {§ = v/c « 1). Nous terminons cette
¢tude par une analyse du rayonnement de charges classiques en
mouvenient quefconque, avec une attention particuliére au cas relativiste
ou ultra-relativiste (§ ~ 1).

Posons le probléme de la facon suivante : nous nous donnons la loi

cinematique du mouvement d'une charge q, soit Sg{t), et nous nous
proposons de déterminer le champ rayonné par cette charge au point r a

I'instant t { Fig. 11)
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f,;t D'aprés ce gque nous savons, l'état du
-7 champ en r a l'instant t va dépendre
-7 de I'état dynamique de la charge 2 un
instant antérieur (temps retardé) tp

tel que :

_ES_L jr-5(t )|
L (TII-136)

It est clair que cette équation implicite ne posséde pour tout r et { gu'une
sofution au plus. (Sl v en avait deux, il est facile de montrer que cela

signifierait que la particule se propage plus vite que ¢ 1),

Le calcul du champ passe par celui des potentiels qui sont

commodement exprimés par la formule dite de Liénart-Wiechert.

a) Potentiels de Liénart-Wiechert

Reprenons l'expression générale des potentiels retacdés, qui s'écrit

pour U:

- 1 p(;',t') - r-r'
Ul{r,t}) = J“”.———wm d*r' avec tL'=t - i—wi- (Iri-137)

Nous pouvons récrire cetle équation avec la définition de t' sous fa forme :
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PUE ., t) B(t'= ¢ + |r-r'{/c)
d'r' dt' (IIr-138)

Nous voulons particulariser cette formule pour la densite de charge

correspondant a une particule ponctuelle suivant fa trajectoire Sg(t):

plr',c') = q 8[r' - S, (t") ] (ITI-139)

[} vient :

. B(r"=8, ()] B[t ~t+|FF" |/c]

o
de - |

d*r' dt' (III-140)

Cette équation intégrée sur r' donne -

. o S[t'= ¢ + |r-§ (c*){/c]
U(r,t) = — dt'  (III-141)
dme | [r=5 (t') |

L'argument de la fonction & dans (II[-141 ) est une fonction de t
g(t') = t' = ¢t + |r=§ (t')|/c (III-142)
Cette fonction, g(t"), s'annule au plus pour une valeur ty qui est précisément

la solution de I'équation implicite (II11-{36). Au voisinage de cette valeur tg,

on peutl écrire:
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ft'y = g{t } + {t'-c } g'({c )

: I o0 ° (II11-143)
= ({t ~t0) o} (to)
ce qui montre que la fonction § de (IT1-141) s’écrit:
1
lglt')] = 8[{t'-t ) g'(t )] = —— B{t’'-t ] (T11-144)
° 0 g'{t ) 0
0

On peut alors effectuer l'intégration sur t' dans (I11-141) et on obtient :

- gq 1 1
Uf{r,t) = ) — : {(I1T11-145)
41’6&0 g (to} |r“SO (to )|

Pour calculer g'(tg), nous remarguons que

n (€'} v (")

9 r-§ (t')|/c = - (III-146)
ot o c
ou
_ r-s, (')
nit') = — (ITI-147)
x-S, (t')]

est le vecteur unitaire pointant de fa charge vers le point ot le champ est

calculé. D'ot finalement :

—- q 1 1
Ulr,t) = (ITT-148)

41e - T -_a
o . n(to).v(to) |r—So(t0)I

C

et de méme
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[ 9| 0 1
Alr,t) = (I1I-149)

. 2 - =~z
4ﬁtoc n(to).V(tn) irﬁso(to)]

Les formules (I1I-148) et (I1I-149) sont dues i Liénart«Wiechert. Le
facteur 1/g(lp} deécrit le fail que le champ se trouve considérablement
augmente dans la direction de "visée” de [a particule a l'instant retardé, si
celle-ci a une vitesse proche de c. On a en effet

n.v

I - pour H paralléle & 6 lorsque V ~ C
C

Le fait que les potentiels {et donc comme nous le verrons les champs) sont
particuliérement importants dans la direction paraliele 2 la vitesse retardée
d'une particule relativiste peut se comprendre physiquement de facon
simple. Considérons pour simplifier fe cas d'une trajectoire rectiligne de fa
source (Fig 12). L'observateur au point O, dans fa direction du vecteur
vilesse de la partlicule, détecte au temps t un champ dont le potentiel
dépend de la position et de la vitesse de [a particule aux instants tj t2,
3tn lne flne2..antérieurs au temps (. On  discrétise l'opération
d'intégration continue qui donne le potentiel en choisissant un “pas”
elementaire 8t séparant les instants successifs que lon considére. Le
potentiel scalaire (vecteur) en O 2 I'instant t s'obtient en divisant par c(t-ty)

la valeur de Ia densité de charge (de courant) a (a distance c(t-ty) de O en

Iinstant t et en sommant ces contributions . L'instant t; est évidemment
rejete a I'infini dans le passé. On voit ainsi que I"information” qui permet
de calculer le potentiel en O est coliectée sur une couronne sphérique

d'epaisseur cdt qui converge 4 ia vitesse de la lumiére vers le point O,



206

9

7 I T T TN

tn thn Eney Ensy tmt,

4—(_&-’ a'

X i = le
r ol e le |yl 0

V:lc/—b 0
@ jeo @ © — o
K Ix
1:31 tf b | Er

Py ld

atteint a l'instant t. La figure 12a visualise la situation correspondant 4 une
particule chargée dont la vitesse v 2 l'instant retardé est égale 2 4¢/5. Nous
avons représenté la particule aux cing instants tptpeltos2tla+3.tne4,
instant t, correspondant a celui ol la particule se trouve a l'avant de la
couronne de collection d™information” et l'instant ty.4 correspondant a celui
ou l'arriére de cette méme couronne atteint la charge. L'intervalle de temps
T pendant lequel ta charge se trouve dans la couronne est en effet tel que
vi=clt-6t) et ton a donc t/8t =1/{1-v/c)=5 dans le cas considéré. Nous
voyons que la particule accompagne dans ce cas l'onde convergente de
collection d'information pendant un temps 58t et le potentiel en O résulte
alors de la sommation de cing termes. Par contraste, la figure 12b

représente une situation ot la particule a une vitesse v' plus [aible a
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linstant retarde (2¢/3). L'instant tp correspond toujours au moment ou
Fonde de collection d'information atteint la particule si bien que le terme en
[/r du potentiel vecteur sera le méme que pour la particule plus rapide
considérée plus haut. Cependant, la couronne sphérique est maintenant
traversee par la particule beaucoup plus vite (en 36t seulement) et le
potentiel en O sera les trois cinquiémes de ce quil était pour la particule
plus raptde. On voit donc quen plus de la dépendance en 1/c, te potentiel
doit dépendre de la vitesse retardée de la charge le long de la direction
d'observation, cette dépendance donnant une contribution en 1/(1-v/c),
divergente lorsque la vitesse tend vers ¢ (la pacticule reste alors un temps
infini dans la couronne de collection d'information). Si la particule a 2
Finstant retacdé une vitesse inclinée sur la direction d'observation, il est
facile de se convaincre que le facteur cinématique d'amplification décrit ici
ne doit dépendre que de la projection de la vitesse sur cette direction. Ce
sont bien toutes ces propriétés qui sont traduites par les relations (I11-148
et 149). . Alnsi, le potentiel en un point r crée par une particule
relativiste sera particuliérement grand lorsque le vecteur vitesse de ia
pacticule balayera cette position : le rayonnement des particules relativistes
s¢ presente donc sous la forme de bouffées trés bréves et intenses de

rayonnement (voir §111-7 ¢).

b) Champ 2 grande distance d'une charge en mouvement quelconque

Il reste 4 calculer les champs a partir des potentiels. Ceux-ci sont des
fonctions explicites de r et implicites de r et de t par I'intermédiaijre de 1,

qui est lui-méme fonction de r et de t (ITI-136). Il est donc utile de
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déterminer pour commencer ie€s derivees de tg par rapport a t et ar. A

partir de 111-136, on obtient

ato 1 0 -
—_— =1 - — — jr=s{c )|
ot c Jt !
1 o at:o
c at, ° gt
nit ) V{t )} ot
4] 4] [+]
= ] 4+
c gt
Donc
at0 1 1
e = — - = ; {ITI-150)
n(e) ey 9 (t,)
l e
c
De méme
R . ]r"S(to)l n(to) 1 . .
G, 6, =V T T o T gy R
[s]
n{tol n(to) .V(tol R
o + v t
c o r L]
Donc
L nit,)
ro 0 g'(to) c

Nous pouvons maintenant calculer le champ électrique E rayonné par {a
charge a grande distance :
Y-

E = - w— =9 U
at i

Dans {'expression de dA /3t nous ne conservons que le terme qui provient de
la derivee de vgltg)/glty) car la dérivée de 1/{r-sglte}| donne un champ en

1/ e-sgltg)l2:
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53 s 9t q 1 alt,) Vit g'(e )|

at ato 3t 4“80(:2 !;__go(to)! g.(to) th(to} gl(te)
(III-152)

lon 2 introduit a = dv/dt : accélération de fa charge). De méme ;

R U
- U} U = - GL t0
8t0
1
(en négligeant les termes en —}
r? > (III-153)
soit
- 1 -g" (t ) 1 nit )
-V Uy = - q o o
r 4Te -+ . 2 . o
o 1E=5, ()1 { g2 (¢, g (t,) )
[1reste a evaluer g"(tg) :
1dn . 1. -
g"{to) = - — T V(to) - —n(t ) a(to) (ITI-154)
[ C

le 1€ terme g'écrit

[?—-gttu ))
1

C dto l;__s(to)i

vit )

¢l comporte des termes au moins en [ /r, qui multipliés par les termes en

I/r de (I11-152) et (J11-153) donnent une contribution en 1/r? négligeable.

On écrira donc

nit ) a(t )
0 Q

2
|
Qe

gu {to )
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et on obtient finalement en regroupant -dA/dl - V L

alt ) nft )
2] Q

- o] 1 1 - -
F oo o= g‘(to)a-f»\l(to) -
e ' 3
dﬂaocz fr-s(c )i lg (e )1
- (a(to).n(to} ) nt,)
réarrangeons le crochet de {I11-155) (III-155)
m[l-— ]a—-(a.n) n- — = n x a x n - -
C C C
D'ou
- q 1 1 -
E( grande = - ~ n(to} X
distance) 411:aoc2 [r-s(t )| n{t vt ) 3
1 —
c
(1XI-1586)
. {f{to} .
n{ct ) - x alt )
0 [¢]

C

e Le champ ravonng est proportionnel a l'accélération de la charge alte) . 1L

est perpendiculaire 4 la direction d'observation retardée n(tg).

ee Le facteur en 1/(1-v.n/c)3 montre l'effet de directivité du rayonnement,

encore plus fort sur E que sur A ou U

ves Le champ magnétique B sobtient immeédiatement en exprimant la

atructure d'onde plane a grande distance,
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Calculons enfin le vecteur de Poynting

a grande distance. [l s'écrit :

v}
It
o
O
[N
tg
<
=g

il

g€ ¢ |E*{.n
0

- { = v) .*J 2 (ITI-157)
n x n - — X a
q° ¢
= n
161:250& lr—S(t0)!2 (g'(to))6

La puissance reque dans !'angle solide dQ et l'intervalle de temps dt autour

de t et de la direction n sera :

dW=R!dQ (s.n) dt (ITI-158)

En remarquant que I'on a dt = g'(tg)dty, on en déduit que la puissance

rayonnée rapporiée au temps d'émission de la particule s'éerit

—

- v z
n x fn - -~} x a
. s!

ap . q
— = R* (S.n} g'(to) == N (I1I-159)
an 16n*e c® n.vy?
4] 1 — —
c

c) Rayonnement synchrotron

Envisageons en guise d'exemple d'application de la formule
précédente le cas du rayonnement d'une particule refativiste tournant 2 [a

fréquence o sur un cercle de rayon R (électron dans un synchrotron).
Orientons 2 l'instant tg le systéme d'axe comme I'indique la figure 13 ci-

- apres: v(tg) definit I'axe oz et alty) I'axe ox -
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/\?t Le point d'observation est défini par les
/ angles polaires 8 el ¢.
/\V(EQ) Recrivons :
-8 -
n

acV

soit en fonction des angles 8 et ¢ :

T 2

- v —
x [n - —] X a = a? (1-PBcosB)?- a?sin?8 cos?® (1-p%) (B=V/c)
¢
(ITI-160}
q* a’ sin?8 cos’¢ {1-p*)
1 - (ITI-161)
16ﬂ250c3 (1 - BcosB)? (1 - BcosB})?

A la limite ultra-relativiste (B ~ 1), l'émission est fortement

concentrée autour de 8 = 0.

Autour du maximum d'émission, on a
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L
cosllh ~ 1 - 0B /2 ; sint ~ B)
1 1 1+ p 2 27t
et o~ = ~ =
l""ﬁCOSB Bez ﬁ(l“"ﬁ')f‘)z l__ﬁz +82 1+T282
L=+ — 1-BF+
2 2
1
avec T = r
\' 1 - vi/c?
1
de meme 1 - B = —
7‘2
ap q*a’ 1 47%8%cost e
Finalement =—— = e % . L -
dQ 217:280 C:I (1""7282)3 (l+7282)2 )
(I1I-162)
{ Autention: on viflise dags ce paragraphe le symbole y pour mesuvrer le
caraclere relgliviste de [z particule. Ne pas confondre avec les taur
damorlissement  nlroduits  dans  les  seclions précédentesti
Pour 8 = 0, le rayonnement présente un maximum
a q®a’
_31_3 (6=0) = — Y6 (IXX~-163)
{2 2te &?
La largeur angulaire du lobe d'émission vers ['avant est
1
88~ — (ITI-164)
T
ce qui correspond a un angle solide d'émission n/y2 et 2 une puissance totale
rayonneée
qz aZ
P~ Te (III-165)
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(| est facile d'evaluer egalement la durée de Iimpulsion recue en un point.

Elle correspond a une dispersion des temps retardes telle que

1
w At e~ — (ITII~166)
v
soit
* 1
Ht = — (ITI~167)
0 WY
or
A FANE of 1
° . (IT1-168)
Ht 1 - V/c
on en déduit
v 1 v .
At = At 1 - -} = — 11 - — {ITT-169)
o c WY c
Mais
VZ
l e
2
A < 2 (III-170)
C \' 2
1+ — 27
C
D'ou finalement
1
FAY Wil {II1I-171)
273w0

La largeur specirale Awg de {a "bouffée” de rayonnement est l'inverse de ia

durée de I'impulsion (propriété élémentaire de fa transformée de Fourier):

= 27w (I11-172)

@
DI =
&
o

Application numeérigue a un synchrotron




Energie des particules : Eg = 10 GeV

Champ magnétique By =3 kG =03 T.

on a T me? = E soit T = ~ 2,10 {é&lectron
mc trés relativiste)

D'autre part, la fréquence cyclotron est

a B,
®w = ~ 2,5 10% rad/sec
° T m
et le rayon de l'orbite
me¢ mc
R = T8 -1 o T o~ 120 m .
qa B, q Be :
On trouve
Awo = 273 W, 10'%rad/sec !

Spectre large avec un étalement dans le domaine des rayons X !

Puissance rayonneée (a ~ wq ¢)

qz 0); Cz qz (,02
33 = T‘ = "1’4
2TCE.0 c? 2ﬂ:&o €
Perte d'énergie par tour
2T qz wo
P x — = !
£ ©
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Perte rejative d'energie par tour ;

P ox 2/ q? W, T3
= ~ 1073
3

T mec? €, mc

Ainsi, si on n'entretient pas le mouvement, I'électron serait freiné tres
rapidement. Les pertes par rayonnement doivent étre compensées par
entretien du mouvement (énergie microonde fournie de facon résonnante
aux particules). Le rayonnement synchrotron est utilisé comme source de

rayons X pour de nombreuses expériences de physigue.

Reveeaeyuee © Une particvle non-refalivisie tovrnant avec /1 pulsation @

rayonne essentiellement un champ 3 la méme fréguence (combinaison de
deur dipdfes éleciriques oscilfant en quadrature). Lorsque la particule
devient vlira-refalivisie (v/c ~1) on voil apparafire des compaosanles du
champ i des lréguences irés élevées de [ordre de }"gz Nous avons eu un
apercu qu début de ce processus lorsque nous avons considéré au § 3 [es
premiéres corrections en v/c av rayonnement dun dipole. Nous avons vu
dpparaitre une composante quadrupolaire en v/c i fa pulsation Za On
concort que lorsque v/c - 1, les harmoniques de rang de plus en plus éleve
apparaissent dans fe rayoanemen! de la charge qui évolue amnss du cas
monochromatique (v/c « /) au rayonnement synchrotron 3 bande spectrale

(rés large (v/c - 1/

d) Rayonnement de freinage - Bremsstrahlung
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Nous venons de montrer une nouvelle fois que le champ rayonné par
une charge en mouvement est praportionnel a son accéleration. Rappelons
encore qu'une particule en translation uniforme, aussi rapide soit-efle, ne
rayonne pas el conserve donc son énergie mécanique. Cest le cas par
exemple de particules cosmiques chargées qui parcourent des distances
énormes sans perte d'énergie. La situation est différente lorsque la
particule chargée entre dans un champ magnétique : elle subit alors une
acceleration et perd de {'énergie par rdyonnement synchrotron. Il en est de
méme lorsqu'elle entre en collision avec une autre particule chargée (voir
Fig. 141 Elle subit alors une diffusion coulombienne au cours de laquelie
elle acquiert une accélération transitoire a(t). Elle rayonne alors pendant
la collision et le systéme émerge de Ia collision avec une perte d'énergie

mecanique : i y a {reinage radiatif ou Bremsstrahlung. Ce phénomene joue

Fig 14

un role essentie]l dans les plasmas. Il constifue un mécanisme important de
transfert d'énergie de la matiére au rayonnement. Ce rayonnement
présente un spectre continu, d'autant plus large que les particules sont plus
refativistes. Les formules générales de cette section peuvent étre utilisées
pour le calculer. C'est par ce mécanisme de Bremsstrahlung que les étoiles
rayonnent en grande partie leur énergie : {a matiére stellaire a haute
lemperature recoit son énergie de réactions nucléaires de fusion et rayonne

cette énergie dans I'espace par rayonnement de freinage.
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| COMPLEMENT Ajn1

RAYONNEMENT DIPOLAIRE MAGNETIQUE ET QUADRUPOLAIRE
ELECTRIQUE

Evaluons le terme p = | du développement (111-30):

. . Py, ellkr-wt) .
AV (£, t) = e e (=ik) (h.v') 3 (2') q®r" _
a1 . v J ) &rt (Ap-1)

r

L expression sous le signe somme peut se mettre sous {a forme :

— — — — 1 g . e i el ey —
{n.r) ju(r'} = 5 { {n.xr") ju(r') - r'.(ju.n) }
{Ap—2)
1 — — p— b — e - K[
+ (n.r) (£ + 2. (5 .7 }
Etudions successivement les deux parties de Ajyi-2.
(i) Premier terme - utilisant la relation
a x (b x¢) = {a.c).b - (a.bla , (Ap-3)

O
C
x
o
X
M )

et sa contribution au potentje! vecteur sous la forme ;
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- }-’-o el(k‘l‘uul‘l .
At {r,t) = — ik n x K -
. ppe - A (Ag—4)
avec
E : f (r j (r)y &%
= e r* x j {x' d*r -
2 Jlv “ (Ay=5)

{ii) Second terme : calculons la composante 1 de ce terme (en utifisant

la relation I[1-337:

1 — —+ — e — e — A e — —
E {(n.r')jux+ x'(ju.n)} = — {(n.r')?(x'ju)— (n.r*')x'v.3 + x'(j .n)
] (A]]I"'S)
sSoit encore
l ke el — b ol b —_ e ek
= {(n.r‘)jux+ x'(ju.n)} = = { VI (a.rx'3. J- x'3 .9@.E)
» (AM—T)

En remarquant alors que

on constate que les 2¢me et 4¢me termes au membre de droite de (Ap~7)
se compensent. L'intégrale dans V du [ef terme va se réduire a une
intégrale de surface nulle {j s'annule sur le contour de la distribution de la
sourcel, Finalement, il ne reste que le 3¢me terme dans lequel on peut

remplacer V i, par i pg . On obtient donc
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n }J-o el(kr—ut' ik -
AV o T T e (n.r')x' p ('} Qe (Ag—8}
4t r 2 v ’ - I

On définil habituellement le quadrupole électrique d'une distribution de charges
par 1e tenseur Q de composantes:

Qi =3 xixy - % (x)28p () d3 e (Amr9)

e o . . . -
[{ s'agit d'un tenseur symétrique & trace nulle. Sa contraction avec le vecteur n
définit un vecteur 1.0 dont les composantes s'obtiennent par la régle de
sommation sur les indices répétés: -

(Q )y = 20z Qy.
L'intégrale contenue dans I'équation Aj[18 s'écrit donc:

(30 )a/3 + (0e/3) [ (x24y2422)p () 3"

() : =
AQE posséde ainsi une composante paraliéle au vecteur 1.0 et une composante

paralléle 2 8. Cette derniére ne contribue pas au rayonnement en 1/r car l'on a:

- . k . —_
éx f_ét_kr;?] ﬁ6(£k>xﬁ =~ LR 7—’?’”’3:0
r (ﬂ I~
On peut donc simplement écrire:
5 J(hr-wt) e
A e 0o T om@ (A1)
RE 41 cc r

, . (ﬁlu t‘}{r@lﬂ 10) ]
dérivec -des potentieisv§ont donnes par les formufes (111~

41 a [1I-44). Etudions successivement la structure des rayonnements

Les champs

dipolaires magnetiques et quadrupolaires électriques.
2} Champ dipolaire magnétigque

En comparant les formules {111-41) et (111-42) a (111-9) et (111-10)
on constate la similitude entre la structure des ravonnements dipolaices
électrigues et magnétiques @ Tt remplace 1 et les polarisations des champs

électriques et magneétiques sont inversees {voir figure 154

Le vecteur de Poyating, orienté le long de 0Z

vaut
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a rapprocher de (111-12).

La pulssance totale ravonneée est ;

Jﬂz w4 N
} = R {Ayn—~12)
5P':1 o N 5 m
‘11.1’68.0 c
On constate sans peine que
iPt:l m Vz A
o e (AHI-*13}
spd . C2

bl Champ guadrupolaire électrigue

Nous ne ['expliciterons que pour un quadrupole électrique présentant la
symetrie de revolution autour de Oz, pour lequel les diverses composantes sont:

Oz= Q=M1 (322-x2-y2-22)p(c)d3r = 21/ (22-x2)p (r ) d3r

O =l 3x2-x2-y2-22)p (r)d3r = MA{x2-22)p(r)d3r=-Qu/2 = Qyy
Ocy = Qxz = Qyz = 0. (Ag - 1)

On appellera alors Qg e "quadrupole électrique” de cette distribution symétrique,
Utilisant les régles de sommation habituelles, on a: .

N - .-
(n.:(r} Jx = nxQxx = - 0xQp/2 ; (00 )y =nyQyy = - 0y Q072 : (0.0 )z = nz Q= 0,0
s0it encore;

e

20 = - (Qe/2)D + (3 00/2) e

N . . . .
Remarquant a nouveau que la partie du potentiel vecteur paralléle a n ne
contribue pas au rayonaement, on peut donc écrire:

L'(br-oo £)
€

y

2
qu =~ Qo 2 E’;
an he r r
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Dapres I11-43. fe champ Bgf est perpendiculaire au plan n, ¢z €l Eqg est

contenu dans ce plan (Fig 16). Le champ Bgg dans la direction 8 a une

amplitude

Po w'k 1 ._
{ B _(8) | = = L—Q) sinB cos® (Ag~15;

QE 4 4fc T

el le vecteur de Povnting vaut donc

— q wg ' -
S = i sin?*6 cos?@ n (Am~16)
s5i12°u? e, re

QE

f—‘f} -[-~—~ avec upe puissance totale rayonnee
| < s
= z = . Ag—17
525 = So¢ T sinB dr 48 d¢ i { I )
ggo'me c

On 1rouve alors

z 2 2
Foe ¢ Koa k
Foe gon? 80
(a, : amplitude d'oscillation des charges).

Le diagramme de rayonnement du quadrupole élec.trique‘é syn}étrie de
révolution autour de Oz est différent de celui des dipoles électriques et

magnétiques alignés le long de Oz ( qui sont eux en sin?0 ).
Le rayonnement est nul dans [a
4 direction oz et dans le plan
: perpendiculaire 2 0z el maximum
dans fes directions 2 45" de

I'alignement du quadrupole (Fig. 17).

‘ o Fig e
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COMPLEMENT Bin

HAMILTONIEN D'UN ATOME DANS UN CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

1) Forme générale du Hamiltonien de ['atome dans un champ extérieur

Rappelons pour commencer, l'expression du Hamiltonien classique

d'une charge dans un champ extérieur imposé (A, U). On part du

Lagrangien (équation By-26) qui (2 un terme ne dépendant que du champ

prés) sécrit {limite non relativistej :

mv? + g[v.A(r,t) - Ulr,t)] (Bp-1)

-
il
SRR P

On définit le moment conjugué de fa variable rq par ;

p = =nmv + q Alr,t) (By~2)

o

et la fonction de Hamilton classique:

l — — —
— [p - q A{r,t)}* + q U(r,t) {(B.—3)
2m ik

m
)
2
0
Hle
oF
[
=
i

On peut aisément vérifier que les équations de Hamilton-Jacobi avec ce
Hamiltonien redonnent bien ['équation de Newton avec la force de Lorentz.
Le Hamiltonien gquantique associé au méme probléme s'écrit donc (en

rangeant les termes dans un ordre différent):

—-
2

2z
H=s —+ q U(r,t} - — [p.Al{r,t) + A(r,t).p] + — A*(r,t} (Bm"4)
2m 2m 2m
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Dans (Brjj-4) les quantites ret o sonl maintenant des opérateurs qut ne
commutent pas. On nolera que lon a écrit fe double produil de p et de
Al 1) sous une for me symeétrique car a priori £ ne commute pas non plus
avec une fonction de r.

Particularisons maintenant le probléme au cas de [éleciron de
latome d'hydrogéne irradié par une onde électromagnetique plane
exterieure. Cet électron interagit avec le potentiel électrostatique du proton
et le potentie] (a priori scalaire et vecteur) du champ de f'onde piane. Le

potentie! scalaire de Coulomb du proton est:

g

41E
o

- 1
U, (ry = - ;— (BHrS)
Quant au potentiel de l'onde plane, (A, U), on peut choisic la jauge dans
laquelle il est purement vectoriel:

g = 4] (BH["'6)
et dans laquelle la divergence de A est nulle {ce qui est dans ce cas aussi

bien la condition de jauge de Lorentz que de Coulomb:
V.A =0 (By~7)

Pour préciser la polarisation du champ appliqué, on prendra par exemple le

champ élecirique sous la forme;
E = E, cos {ky—wt ) e, (BHI—S)

qui derive du pur potentiel vecleur:

E
- 0 —
Aly,t) = - sin(ky-wt) e, (Bm—‘a)
W
obéissant bien a fa condition (BiiI-7). Regroupant les contributions du
champ électrostatique du noyav et celle du champ extérieur de {‘onde

plane, on obtient immeédiatement :
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2

o) S S —- - had q -
H=H = = [pAlr.t) + Alr,t).p] + — AZ (L, ¢) (Bp—10)
0 2m 2m
oQ
Z qz l
0 2m 4TE€0 r I

est ie hamiftonien bien connu de ['électron hydrogénoide non perturbe. Les
termes en A et A% qui sajoutent a Ho dans (Byy-10) décrivent Ia
‘perturbation” electromagnétique subje par latome du fait de son
irradiation. On peut daifleurs legérement simplifier cette expression en
femarquant que la condition de jauge (B111-7) entraine que Alr t) et p
commutent dans ce cas particulier {ce que l'on voit tout de sujte en
femarquant que p n'est rien d'autre que Fopérateur (h/i)Vv ). 0n ecrit

donc (By11-10) sous Ia forme -

2

— e+ e q —

P.A(r, t) + — AZ (7, ¢) (Bm—12)
2m

fes
I
o
|
214

On admetira {ce quj semble intuitif) que (Byyy-12) se géneéralise au cas d'un
atome a Z électrons (o = 1,2..7) sous Ia forme ;

2

_ dq -+ -+ - q Z 2 —

B =8 - —cipAlr,,t) + o L A*(r 1) (Bp-13)
(&) o

ou Hi représente maintenant le hamiltonjen non perturbé de l'atome libre 3

L électrons {qui englobe dans son terme d'énergie potentielle 'tnteraction

allractive coulombienne du noyau et [es termes d'interaction répulsive

entre les electrons). Le hamiltonien (Brir-13), qui dérive d’'un Lagrangien

non relativiste pour des particules sans spin décrit tous les effets du
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couplage de {'onde avec les électrons, 4 rexclusion de ceux qui dépendent
du moment magnetique de spin de ceux-ci.

Revenons a present pour simplifier au cas dun seul électron
hvdrogénoide et explicitons dans le Hamiltonien (Byyp-12) le potentiel
vecieur a Faide de (Byyr-9) {onde potarisée le long de 0z):

2 ¥4
qkE g E;

o]
H = H, - p, sin{ky-wt) +
me

sin® (ky-wt) (Bp—14)

2mw?

Linteraction avec le champ extérieur fait ainsi apparaitre deux
termes de couplage, respectivement en Eg et Eo2. Pour des champs optiques
pas trop intenses l'effet du terme en Eg? est souvent négligeable, Dans le
probiéme qui nous intéresse principalement dans ce chapitre, qui est le
calcul du dipdle induit au premier ordre en Eg on peut evidemment négliger
celte contribution du deuxiéme ordre au couplage atome-champ. On écrira

donc:

B4R

H=H -~ —— sin{ky-wt _
o . p, Yy ) (By-15)

2} Approximation dipolaire électrigue

Dans le hamiltonien (Byip-15), fopérateur y de position de ['électron
apparait en acgument de fa fonction sinus. On peut donner un sens a ceite
notion de fonction d'opérateur en deéveloppant cette fonction en série,
suivan! {es puissances croissantes de k v  Tout élément de matrice de fa
perturbation se présentera ainsi comme une série de termes de la forme

Hh N P i . . .
k<ys>  ou<yrdénote un élément de matrice caractéristique de ,Vf.t L'ordre
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de grandeur de < > pour un €tat hvdrogénoide est evidemment ag_le rayon
de Bohr {an = 0.53 Angstroem). Le développement en série de la
perturbation est donc un développement en puissances de ag/A. Dans le
domaine optique, en fait pour des rayonnements s'étendant en fréquence
iusqu'au domaine des rayonsy, X est trés grand devant {a taille de ['atome
el on peut limiter le développement 4 l'ordre zéro, ce quij revient 4 négliger
la variation de phase spatiale du champ sur la dimension de la fonction

d'onde atomique, On a alors:

— D.E. _
H = Ho + Htut (t) (BM 1¢6)
avec
akE
coE{t) = p, sinwt (By~17)
tot me 2 I

Le Hamiltonien de couplage atome-champ dépend alors des observables de
l'atome uniquement par l'intermédiaire de [impulsion électronique p. Nous
montrons dans le § I11-6 ( Equ.IlII-119) que les éléments de matrice de Pz
sont proportionnels a ceux de 2. Le terme Hjn(PE(1) apparait ainsi comme
décrivant linteraction du champ électrique de l'onde avec le dipéle
élecirique ¢z de Y'atome. Décrire linteraction de Iatome et du champ 2
l'aide du terme HinPE porte le nom d'approximation dipolaire électrique.
Cette approximation est bien sir consistante avec celle qui consiste 3
assimiler 'atome 3 son dipéle electrique quand on calcule le champ qu'il

diffuse {voir § I11-6). Cest donc le Hamiltonien (Br11-16) que 'on utilise
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pour calcuter levolution de ['atome et son dipole moven induil. Pour un

dome a 7 electrons iBr1-17) se géneralise immediatement pour donner:

gqE
HP-E- (&) = 0 sinwt(z pzcx) (Bm—lS)
oL

int mew

Remarques; 1) Le Hamiltonien (Byjy-10) décrivant ta dynamique d'un
atome dans un champ extérieur dépend bien sur de la jauge choisie pour
exprimer les potentiels. Des choix de jauge différents de celui adopté ici
sont possibles et conduiraient a d'autres formes de Hamiltoniens. Bien
entendu, toutes les prédictions physiques de la théorie {(par exemple
lexpression du dipdle moyen induit par le champ sur un atome) sont
indéependantes du choix de la jauge.
2)Nous avons limité ici le développement de
'interaction atome-champ a lordre zéro en ap/i, (approximation
consistante avec un calcul du champ dipolaire électrique rayonné). On peuth
bien entendu. si cest nécessaire, poursuivre le développement de (Byri-15)
en puissances de agsA . On montre alors, qu'a f'ordre un apparait un terme
dipolaire magnétique décrivant le couplage du champ magnetique de l'onde -
avec le moment magnétique orbital de I'atome (rappelons que notre modele
néglige le magnétisme de spin) et un terme qﬁadrupolaire électrique
décrivant l'interaction du gradient de champ de 'onde avec le quadrupole
de l'aiqme. On peut pousser le calcul aux ordres plus élevés et faire
apparaiire les contributions multipolaires successives correspondant aux
distributions d'ordce plus élevées des distributions de charges et de
courants dans l'atome. 11 s'agit 1a d'une méthode tout a fait générale pour
traiter de l'interaction d'un champ avec un systéme de charges localisées

dans un volume petit devant 1a longueur d'onde du champ.
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 CHAPITRE 1V |

COHERENCE ET FLUCTUATIONS

fusqu'a present, nous avons surtoutl considéré les proprietes de

champs monochromatigues “coheérents” De tels champs sont rayonnes par

des sources elles-mémes monochromatiques, dont les differents elements

oscillenl avec une méme phase bjen définie (antenne radio, laser. ensemble

d'atomes pilotés par la méme onde monochromatique cohérente) . En
realité, la plupart des champs rencontrées dans la nature {qu'il s'agisse de ia
lumiere d'une lampe, du soleil ou d'une étoile) sont “incohérents” Leurs
sources sont constituées d'oscillateurs élémentaires dont la phase fluctue
dans e temps et qui n'ont pas de relation de phase bien définie entre eux.
Ces champs ‘incohérents” présentent des fluctuations importantes
d'amplitude et de phase. La relation entre les phases du champ en un
meme point el a deux instants différents n'est bien définie que si ces deux
instants ne different pas de plus que le “temps de corrélation” du
rayonnement. De méme, les phases relatives du champ 2 un méme instant
mais en deur points differents d'un méme plan normal a la direction de
propagation pe sont bien définjes que si ces deux points sont a upe
distance inferieure |a “lengueur de corrélation” du rayonnement. Temps et
longueur de corrélation sont definis a partir de fonctions statistiques quon
appelle ies [onctions de corrélation spatio-temporelies du Cchamp, qui elles
memes dependent des proprietes statistiques et geometriques des sources
ou de celles des milieux diffuseurs traverses . Ces fonctions de corréelation
jouent un role essentiel dans Fanalyse d'une experience d'interference ou
de diffusion de la |umiere Suivant que fes lemps ou longueurs de
correlation seronl “grands” ou ‘petits” a une échelle qui reste a preéciser

pour chaque experience consideree, les effets d'interférence



seroni ou non obsefvables et on dira quil v a2 maniestation de "coherence
ou "incoherence”. Donnons deux exemples simples pour illustrer ces notions:

Exemple 1: Realisons texperience dinterference des {rous dYoung
avec une source  etendue. Lorsque les deux trous sont suffisamment
rapproches, on observe la figure dinterférence bien connue (Fig 1a).
Eioignons alors les deux trous sans rien changer d'autre au dispositif. A
partir dune certaine distance, on constate que le contraste des franges
diminue et les interferences finissent par disparaitre completement lorsque
la distance des deux trous est assez grande (Fig 1b). On passe ainsi d'un
regime  dinterference cohérent a une régime jncoherent. Comment

cemprendre et caracteriser ce phénoméne quj joue un role important en

asfonomic optique par exemple?

L L

sO=— | T =% O /
| |
a b

Fig L

Lxemple 2 : Considerons la diffusion d une onde monochromatique plane
par un nulieu materiel elendu dans deux cas differents: Si londe est
dulusee par un arrangement regulier d atomes separes par des distances de
lordre de la longueur d onde tc est par exemple le cas de la diffusion des
ravons X par un cristall. on constate que le champ diffuse est |a

superposiion des champs emis par chague atome et up diagramme

dunterference anisotrupe carcateristique est observe | Fig 2al.  Si auy
conlraire tonde est diffusee par un miljey desordonne { gaz 1. on constate
yue ce sont les inlensiles diffusees par chague atome qui sajoutent. sans

dunner fieu a aucune mterference ( Fig 2b). La diffusion est coherente dans
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je premier cas. incoherente dans e second Comment relier cetle difference

cosentielle de comportement des deux milieux diffuseurs a teurs proprieies
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Le but de ce chapitre est de decrire un modeéle tres géneral de champ
incoherent. detudier ses propriétes statistiques, et d'introduire a cette
occasion les notions de fonction de correlation et de densite spectrale qui
permettent de decrire les proprietes statistiques d'un champ quelconque.
Nous utiliserons enfin ces notions pour analyser un certain nombre
d'experiences ou le concept de coherence est essentiel.

~ous commencons { § 1V-1) par presenter un modele simple et tres
general de champ incoherent. le champ gaussien dont nous donnons
guelgues exemples. Puis nous introduisons les notions importantes de
fonclions de correlations temporelles du champ et de l'intensite { § [V-2) et
montroens comment ces fonctions peuvent étre direclement “mesurees’ par
des experiences dinterference. Nous refions ensuite { § 1V-3) ces fonctions
de correlalion 2 une auire quantile importante qui caraclerise un champ. sa
densite spectrale. Nous decrivons egalement un dispositif permettant de
mesurer celle densite. par une experience complementaire’ de celle
cermetlant de mesurer fa lonction de correlation temporelie. Nous passons
ensuile a fa delinition de la coherence spatale en introduisant les fonctions
Jde correlation dans tespace pour un champ monochromatique. avant de

eneraliser e concept de Jonction de correlation en definissant des



foncuons de correlation spatw-temporelies 1 § [V-41 Nous abordons ensuite
cai\-31 | etude de la fumiere diffusee par un milieu statistique d atomes ou
de molecules el monirons de facon tout a fail generale comment

la distribution angulaire et specirale du champ diffusé est reliee a la

fonction de corréiation des fluctuations de [indice du milieu. Nous

anaivsons alors en guise d'iltustration{ §IV-6) un certain nombre de

situations inieressantes ( ddfusion par un cristal, par un gaz, par une onde

acoustique dans un milieu materiel).

{1 Champ incoherent - Champ gaussien

al Modele simple de source

E(r )

—y
r

f_'j 3

considerons un ensemble de N dipoles oscillants paralleles. avant
tous meme [reguence w - 2nc/A el méme amplitude. mais des phases
dferentes o, 0. 0j..0n Ces dipoles sont confines dans un volume de
dimensions hinearres petites devant A ( celte hvpothese simpiificatrice
nous permet d eviter davowr a tenmir compte du dephasage pendant 1a
propagdtion du champ dans ta source. qui n ajoute rien d essentiel ici). Le
chdmp en un pont £ loin de ta source sobtient en ajoutant les champs

ravonnes par chaque dipole tFig 31 L ouverture angulaire de la source vue



de r etant faible. on suppose tous ces champs paralleles si bien que lon

peul considerer e champ comme une grandeur scalaire Eirt) et lon a:
2. et Tl (IV-1)

E(r,t) = E A

(En est le champ produil en r par un dipéle de phase ¢=0). L'amplitude A el
la phase y de la somme I ei®i sonl construites sur la figure 4 qQui
represente le champ resultant dans le pian complexe: si les phases g; sont

aleatoires. lextremite du vecteur representé par Aev resulte d'une "marche

au hasard” a deus dimensions. /\

A
o - L
11§ L, 4

Supposons de plus que chaque dipole a une probabilite de changer de
phase de facon aleatoire apres un temps lui aussi aléatoire. Appelons (1) la
probabilne pour quun dipole ne subisse aucun dephasage pendant

Lintervalle de temps 1.

De facon generale, ta fonctlion ST{1) aura l'allure representee sur la
figure S ci-contre : (1) tend vers zéro
H(Z) /T\ pour tgrand el a une “largeur”
1 caracterislique t¢ representant e

lemps moven entre deuy sauls de

| phase.




De lacon evidente, lant que t - 1o , le champ des N dipoles garde

praliguement une ampiitude Ay el une phase y; bien delmie. Au fur et 4
mesure que tes dipeles de lechantillon se dephasent les uns apres les
autres, 'amplitude et la phase globales changent et deviennent A2 y2 Az ¥3
e1c...le changement se produlsant en un temps caracteristique de lordre de
1 . La figure & represente une realisation possible du champ resuitant {c'est
bien sur la parue reelle du complexe Aelv) Cette figure correspond au cas

d une loi JU1) presentant un saut abrupt autour de t =1.. Dans le cas plus
physigue dune loi IL(1i ayant une derivée plus continue el présentant un
maxtmum autour de 1 = 0 {voir Fig 5}, on s'atlend bien sir a des variations
plus “lisses” de l'amplitude et de la phase. mais le fait suivant essentiel

demeure | la memoire de phase de l'unde se perd aprés un temps de

Jordre de 1. On appellera 1¢ le temps de corrélation du champ. Si on

observe le champ sur un intervalle de temps court devant ce temps de
correlation. il appararit comme un train d¢ onde quasi monochromatigue. Sur
un mtervalie de temps long. il se presente par contre comme une succession
de trains d onde de phases et d amplitudes non correlees. Nolons egalement
comnre fai imporiant que les fluctuations de l'intensite du champ ( de A?2)

el cetles de la phase w sont deux aspects du méme phénoméne de marche

au hasard dans le plan complese et ne peuvent étre dissocies.

MMMM\!\
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vous pouvons a titre dexemple considerer un modele de source pour
lequel la foi de probabilite Ut} a la forme simple dune exponentielle
decroissante. Supposons que les dipoles soient pories par des alomes ou des
molecules d un gaz et que les déphasages proviennent des phenomenes de
collisions entre atomes. A chaque collision. le dipole atomique perd sa
memoire de phase et reprend apres la collision son oscillation avec une
phase non correfee a celle qu'il avait avant 1a collision. La theorie cinetique
des paz parfaits nous apprend que la probabilite pour une molecule de
subir une collision pendant un intervalle de lemps dt est uniforme et vaut
G5 ou te = /v [ etant le libre parcours moyen des atomes et v leur
vilesse movenne. La probabilité Tt + dr) pour quun atome n'ail subj

ducune collision pendant |intervalle de temps 1+ disecrit évidemment

dv
mw{t + dv) = ®|({7T) 1 - — {IV=-2)
TC
ce quientramne
driT) 1
; = - — i) (IV-3)
dt T
C
el
Tty = e ¢ (IV-4)

Four un tel gaz. 1a loi TL(11 est une cxponentielle de temps caracteristique

/v Quel que sort fLiti on Supposera toujours dans [a suite que la condition

survante est satisfae
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{IV-5)

ce qui signifie que les dipoles oscillent sur un tres grand nombre de
pericdes avant de se dephaser, ou encore que chaque train donde
constituant Je champ correspond a un trés grand nombre d'oscillations. On

dira alors que le champ est quasi-monochromatique.

bt Grandeurs movennes et fluctuations dun champ incohérent,

Definttion d un champ gaussien

Nous allons maintenant étudier guelques propriétés statistiques

impoertanies de ta source que nous venons de décrire.

1 fmiensite maovenne er champ moven

La plupart des detecteurs du champ électromagnetique
Iphotomultipiicateurs. photodiodes etc.} sont  sensibles a une fonction
quadratique du champ: essentiellement. ils "mesurent” le carré du champ
electrique Ite U=E'te UIEGr, L) au point r ou se trouve le detecteur ( on
omelira a parur de mamtenant pour simplifier les notations la mention de
ce pointi La constante de temps de reponse’ de ces detecteurs est toujours
grande devant la periode optique (de lordre de 10-15s) si bien quiils
integrent le carre du champ sur un grand nombre d oscillations rapides et
mesurent en fail | intensite movenne sur un intervalle de lemps egal a leur

temps de reponse caracteristique. Si leur constante de temps est grande

devant t¢ ts integrent méme [intensité sur un intervalle long devant le
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lemps caracieristigue des fluctuations du champ. On dit quils mesurent

afors la valeur movenne LU de lintensite:

I{t}) = i I{t) dt (T » Tc) (IV-6)
™ 10

Nous noterons en general une telle moyenne par une barre horizontale au-
dessus de la wuantite 3 laquelle elle correspond.( Rappelons que cette
operation de movenne est effectuee sur un intervalle de temps long devant
le tlemps de correlation et a fortiori a periode optiquel. Compte tenu des

definitions precedentes. on a pour 1a source décrite plus haut:

ti-e (U1 ]
T e mr | 2 e T e 2 {elh‘(' ; } (IV-7)
i

Les termes i = | de la somme precédenle ont evidemmen! une moyenne
nulle car sur un temps long devant tc . @j(t) - g;(t) parcourt de facon

aleatoire lintervalte 0 et 2n Seuls les N termes i=j restent et l'on a :

1 = I(t) = ﬂEZ (IV-8)
Ainsilintensite moyenne est la somme des intensiles ravonnees par chaque
dipole de la source. En ce sens. on peut dire que la source est incoherente:
les champs ravonnes par differents atomes n interferent pas en movenne et
feurs mtensites s ajoutent.

>i]on cherche a mesurer non plus | intensite, mais le champ lur meme
a2 laide d un detecteur usuel. on peut faire ballre ce champ avec un champ

de reference monochromatique Ece it et detecter fe terme quadratique

dinterference Re{Ea(Eeim)Er'} . Er etant connu, on accede par cette



methode héterodvne” a la mesure de famplitude du champ. On elimine
and o osallation rapide en e Wl dont la movenne temporelle est
trivialement nulle. On constate cependant que pour le champ decrit par
tIV-10 la valeur movenne de ce signal heterodyvne sur un temps long
devant 1. est encore nulle, car fa phase y du terme Eeiv; parcourt

Pintervalle 0-2n de facon aleatoire. On dira donc que ce champ a une

valeur movenne nulle,

Notans gque 3 movenne peul avorr  en phvsigue Stalistigue une
auire definiion: au lley de ne considerer qu une realisation de /12 source el
duniegrer [ grandeur phvsigue erudiee sur un fmiervalle de temps fong
JEVAni e, on peul envisager vn ensemble de sources rdenligues, chacune
farmee des memes N atopes el preparee de [i meme facon et aZovenner /a
grandevr pRUVSIgUe 7 laquelle on sinleresse sur cel ensemble de
IS 3 v nsLanl Jonne. [/ est imuiirvement evident que sila source
L SLIOMIAULE | §1 SES Proprieles sont myvarfasles par (ransfalion dans e
1105/ o8 devr Jelinniions de Ja movenne sonl equivalenies: mesurer une
SLINSCUr PRVSIQUE 3 des 1nSIants separes par un intervalle grand devant
le Suroune  source  umigue  revien! a2 observer des  realisations
Sdustiguement ndependanies duvo meme champ. Nous ulliserons amss
mddtereqment fes concepls equivalents de movenne tewporelle ov de
movenne Staustque. meme S pratiqguement. on sera plus facilement a
amenle Je realiser foperation Jde Aovennige lemporel { on dispose rarement

Jun ensemble cinonigue de sources 1aentigues!)

1! Distribution Jes mprensites IStanianees
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SUpposons maintenant que lon dispose d un detecteur quadratique
ranpide avant un temps de reponse tres pelit devant 1o : mesurons t) en un
temps lres court devant 1o et repetons la mesure a des instants .tz 1
distrtbues sur un intervalle de temps long devant Tc. Construisons enfin
lhistogramme des valeurs trouvees. On obtient ainsi évidemment, a Ia
limite ou le nombre de mesures devient infini. 12 loi de probabilite de
Lintensite. Appelons P(1)d] la probabilité pour que I'intensité mesuree soit
comprise entre | et I+dl. Quelle est la fonction P{1}? Le probléme que nous
nows posons est en fait celui de la statistique d'une marche aléatoire a deux
dimensions: ia distribution des extrémites des vecteurs représentant les
amptitudes complexes Aeilv sur la figure 4 est celle d'une marche au hasard
dans le plan. Or on sait que dans une teile marche la probabilite de se
trouver a une distance A de lorigine apres un grand nombre de "pas” est
une fonction Gaussienne de la forme exp(-A2/An2 ) ou Ag est la valeur
quadratique movenne de lecart a lorigine. On en deduit donc que P(I)

S ecrit.

-1 (IV-9)

las]

H

It
bt | =

]

ou | est bien sar ia valeur movenne (IV-8]) La fonction P{]) est representée
sur {a Figure 7 Lantensite |a plus probabte est zero el lintensile movenne
.z’F=NEnf La probabiljte de mesurer une grande valeur de | est d'autant
plus peute que cetle valeur est pius grande. En dautres lermes, les
Iuctuations du champ sont dautant plus rares gu'elles sont plus grandes,
Ur champ avant une telfe Jo; de probabilite pour son intensile instantanee

estappele pour une raison evidente champ gaussien. Nous dirons que cest
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un Champ gaussien guasi-monochromatique st sa frequence et son temps de

correlation sausiont ta rejaton s [V-3i

P(I) 4

art v aleurs movennes des puissanees de [ fispersion de /

Supposons que nous disposons dun detecteur permetiant de
mesurer [itra un mnstant 1 donne (en fait effectuant Ja movenne de | sur un
intervalle autour de t court devant 1 el long devant 1/w). A laide de ce
detecteur on mesure par la méme operation toute fonction de [, par
exemple 11118 En movennant un grand nombre de mesures reparties sur

un niervalle de temps long devant 1. on construit la valeur moyenne [0,

On a evidemment .

- J‘ elTy 10 ai (IV-10)
€L pour un champ gaussien
e - - -11)
I° _Ej-e" 110 41 = n! (IMT (v
T

Pour un tel champ. 1a movenne de ta puissance nl¢me de [intensite est egale
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3 1 ' s
2 al fois lintensit¢ movenne a la puissance n. En dautres termes. le

grandes fluctuatons sont “favorisees” dans loperation gui cansisie a

calcuter [,
On déduit en particulier de (IV-11) I'ecart quadratique moyen d'un

champ gaussien. qui mesure la dispersion caracteristique des tnlensites

instantanées :

- - - (Iv-12)
A I = 12”(1)2 - I

Pour un champ gaussien la dispersion de 1 est égale 1 sa valeur moyenne.

v/ Caraciére  genéral  dv modéle  de  champ  gaussien.

Le modéle de champ gaussien quasi-monochromatique gque nous
venons de decrire est en fait une bonne description d'une grande varieté de
sitwations phvsiques ou le champ observe est [a somme de champs de
frequence bien définie, ravonnés par des sources élémentaires non
correlees. Le champ resulte alors d'une sommation de variables aleatoires
independantes el obeil a une loi de probabilite gaussienne. Cest le cas
d une source d atomes excites dans un gaz par une décharge électrique. Les
atomes sont alors portes a des instants aleatoires par bombardement
electrontgue dans un elal  excité, a parlir, duquel ils rayonnent.
essenliellement par emussion spontanee, en retombanl vers leur etat
fondamental. IIs sont alors réexcites et le ravonnement observe résulte de
f2 situation stationnaice attetnte par le svsteme. Nous avons vu au Chapitre
T guun atome dans un etat propre de l'energie a en général une valeur
movenne nulle du dipole electrique. St nous cherchons a nous représenter
classiquement un ensemble de tels atomes. nous sommes donc conduits a
les assimiler a des dipdles de phases atéatoires. Sur chaque dipole, fa phase
change de [acon egalement aléatvire a chaque fois que J'alome subit 'un
des cvcles excitation-ravonnement spontane decrit ptus haut. On retrouve
amnsi weus les ingredients du modéle analyse pius haut: le champ rayonneé

est gaussien. Une source thermique  ( lampe a filament incandescent) vue
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3 travers un filtre en fréequence 4 bande passante étroite { voir §8IV-3 ci-
dessous) produit également un champ qut est 2 une bonne approximation
gaussien quasi-monochromatique. Il en est de méme dune source

astronomique (soleil, étoile} vue a travers un filtre en frequence.

iv) Différence entre champ cohérent el ciamp gaussten

Nous opposerons aux champs gaussiens les champsI de sources
cohérentes { antennes radios, {asers..) dans lesquels les radiateurs
élementaires (électrons, atomes} ont leurs vibrations en phase. Dans de
telles sources, il finit ngburs par y avoir des fluctuations de phase.
caracterisees par un temps de corrélation 1, mais celles-ci affectent tous

les oscillateurs ensemble, Ce caractére collectif des fiuctuations change

complétement les propriélés statistiques du rayonnement. La figure (8)
montre que le champ est le résultat d'une marche “certaine” dans le plan

complexe, l'extrémité du vecteur Aeiv

A;ccu.&.m
dete phase étant a présent toujours 2 la distance
v, e . )
0/7*’2/7 \X NEg de l'origine { comparer i la Fig 4).
l Aprés un temps long devant 1¢ Lous
F‘ﬂ 0 ies oscillaleurs élementaires se retouveront

avec une meéme phase difféerant de

ancienne d'une méme quantité aléatoire. Le champ sera alors represente
par un autre vecteur de méme norme: if diffuse sur un cercle alors que le
vecteur representant un champ gaussien diffuse dans un plan. Les
distributions statistiques des points représentant un enscmbie de mesures
du champ réparties sur un intervalle de temps long devant 1¢c sont donc tres
differentes dans le cas cohéerent {fig 9a) et dans le cas gaussien ( fig 9b).

Les fluctuations de phase d'un champ coherent ne se repercutent pas sur

son intensité contrairement i ce qui se passe pour un champ gaussien. On a

pour un champ coherent: |

To-(Da et al=0 (IV-13)
relations qui sont 2 opposer a {IV-11) et (IV-12). Nous verrons plus bas
que daulres propriétés siatistiques des champs cohérents et des champs

gaussiens sont également trés différentes.
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2 ' Fonction d autocorrelayion lemporelle a deux temps

a) Corrélations d'amplitude (interférences ordinaires)

-—}
r—

.
> S r,

D —m—m—>

_f_'giq_

Les movennes a un temps definies dans la section précedente ne sont
en general pas suffisantes pour rendre comple d'expériences réalisées sur
te champ. Considerons | experience des brous d'Young representee sur la
Fiz 9 le champ, de temps de correlation 1¢. d'une source ponctuelie située 2
I'miini arrive sur un ecran normal au plan d'onde perce de deux trous (de
section s tres petite(*)). ry et rp sont les distances des deux trous au point
d observation rq. situe dans un plan a ta distance D de ['écran. Le principe

d'Huvghens montre que le champ en ri est ia somme des contributions

correspondant a chacun des deus trous:

(*) On suppose s~A2 : on peut alors negliger la difference de marche entre
deux points d'un méme trou et le point d'observation. L'intégrale d'
Huyghens- Fresnel se reduit ajors 4 |a multiplicatton du champ par s (voir
IV-14]}. Cette condition sigaifie aussi que la diffraction par un trou donne
une onde éclairant quasi-uniformement l'ecran: la visibilité des franges
dinterference ne sera pas limilee par la diffraction.



- E {(t - r /¢
E irne  © ! (IV-14)
i
S
- }
E = - E:co (e r2/C
@ 17\1‘2

Dans (1V-14), Ey represente le champ en un point quejconque de J'écran
perce. putsque la source ponctuelle a l'infini ravonne sur ce plan une onde

plane. Le detecteur, s'il a un temps de réponse trés superieur a ¢ mesure

au point ru fintensite movenne :

- . sf - -r /c)
LE(L, t) P = |EO{t—rl/c)f2+|1?:c{t—r2/<:)|2+2‘.’1’v‘3{f50(t r, /elE (t-r, }1
2 2
M D (IV-15})
Un a evidemment -
- T (IV-16)

|E (E_r /C)i: = ]Eo(t-r:/C)lz
0 i

Quant au dernier terme de ([V-195), i depend de la movenne du produit de
. ry-rz
la valeur du champ sur lecran. a deux instants separes de 1 = “"'LEW Nous

poserons de facon generale

gl1) = E'(r,t) Elr.t-T) =

3 e

fz E'(;.t) E(;,E—T) dt (T»Tc} (VI~17)

¢l nous appellerons celle movenne a deux temps, qui ne depend que de 1
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tet non de tl. la fonction dautocorretation temporelle du champ electrique
au poiat r. Nous omettrons quand il n'v a pas d ambiguite {a mention de r.
Remarquons que glt) est & priori definte pour des valeurs posilives et
negalives de 1.

Le dispositif constitue des deux trous et du delecteur réalise ainsi
une mesure de fa fonciion dautocorrelation temporelle du champ dans son
pian dentree. [[ en est de méme de tous les interferometres a deux ondes
dont le principe est de dédoubler le champ en deux chemins optiques
differents el de le recombiner avec un retard variable entre les deux voies.

Il est facile d'évaluer g{1) pour le type de source decrit au § précédem. On a

t e ct-mi-w 1ty ]
E' (t) Elt-t] = 2. {e ! t }E§ gl oF (IV~18)
ifj

A RUUVEAU. nous separons les contributions i=j de celles pour lesquelles i=j.

Pour i=|, 'ensemble des termes donne zéro quel que soil 1, car les phases
(x)

des deux dipoles différents sont incorrélées. Reste a evajuer

S e e ] (IV-19)

o e

i
Chague dipote donne dans cetle somme une contribution égale 2 | s'il n'a
pas subl de dephasage pendant le lemps 1 Sinon, il donne un terme 3 phase
aleatore et ta somme sur les differents dipoles ayvant eté dephases donne

zero. La [raction du nombre total de dipoles n avant pas subi de collision

pendant le temps t est par definition Mi1) et la contribution totale des

dipoles a ta somme {1V~ 19) est donc NIU [1]

() Cette hypothése fondamentale de decorrélation entre dipbles ¢lémentaires
constituants n'est pas valable pour les sources cohérentes (lasers, antennes
radioélectriques), ce qui explique leurs propriétes statistiques trés di fférentes
de celles des sources étudiées ici.
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On notera que cest fa valeur absolue de 1 qui intervient dans (IV-20}

puisque seule compte 1a probabilité pour quil o'y ajt pas eu de dephasage
d'un dipdle pendant le temps [1]. quel que soit le signe de 1. g{1) apparait

ainsi comme une fonction complexe. oscillant a la frequence de londe

“porteuse” et dont le module est proportionnel 3 il

T wrt )
git) = N E} e'®" mijTi) = I e' i {Tl) (IvV-21)

)\
[9(o)l
L Les variations de |g(1)], fonction paire

de 1. traduisent ainsi ceiles de Tu{1)

' {voir Figil 1. g{0) est egal a ['intensite .

0 T e moyenneT et g(t)]tend vers zéro lorsque t
-F—(Bi-‘— tend vers linfini. La largeur en temps de

ig{1)! mesure le temps de corrélation du champ, ou encore son temps de

meémoire de phase. En particulier, pour une lot T(tj exponentielle, on a:

SR LA (IV-22)

Nous pouvons pour cette fonction g(t) particuliere expliciter fe calcul du

signal d interference dans lexperience de Young

252 - — w -!rl—rzfacr
I{r )} = I + I cos — {r -r_1 e
c

1 2
At D?

€ {IV=-23)

L'mterirange correspond a une différence de marche ér égale a fa longueur
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d onde A. Le domaine de visibilite des franges correspond lui a la longueur
de coherence  Ar= cte (voir Figi2) Un grand nombre de franges seront

visibles st l'inegalite cte A est satisfaile. ce qui est bien sur equivalent 2 la
L—

relation de quasi monochromatscite
(1V-17) On notera que la disparition des

franges pour |ry-ra| grand a ici une

origine differente de celle decrite au
chapiire 1I: 1l ne s'agit pas d'un effet de
E..*‘g_'z.’ diffraction puisque chaque trou eclaire

uniformement {'ecran (voir note p 243}, mais d'une perte de coherence liee
au temps de correlation fini du champ.

Bien entendu, la deéfinition (IV-17) de la fonction g{1) peut également

sinterpreter comme la movenne sur un ensemble de réalisations de la

source du produit du champ a deux instants sépares par l'intervalle 1.

bi Correlation d'intensite (experience d Hanburv-Brown et Twiss)

I(t-z)
=\

3
=7
S

(___..
oy
r
>
i
S

Y
|
o




Considerons a present | experience suivante  Fig {21 e champ dune
source  ponctuelle a linfini est separe en deux par une lame semi-
reflechissanle lransmettant la moitie de l'intensite dans chaque voie. On
place un detecteur rapide (temps de reéponse inferieur a t¢) sur chaque
faisceau. La difference 81 des distances des deux détecteurs a la lame
separatrice  introduit un retard variable 1=8l/c  entre les instants de
delection de | intensite sur les deux voies. Un correlateur électronique fait
le produit des deux intensites mesurees et un movenneur en prend la
movenne sur un temps ! » ¢ . Dans cette experience, toul se passe comme
si lon mesurail en fait dans le plan dentrée de l'appareil ( la lame
separatrice) [a movenne TOTt-1) du produit de 'intensité a deux instants
separes par Fintervalle de temps 1

Evaluons cette nouvelle fonction dautocorrelation pour notre modele

de source

E‘{(t}) E'(t-v} Ef{t-T) Ei(t}

H

I(g)Illt-1)

. N Sl ity -te (leTh e 0t E) Lyt {(ITv-24)
= E Ld e e ) e e
i,.3.k.¢
xe"“l 1 et L~ 1) e—zu:t-t) e—ln...Jl

[l existe deus tvpes de lermes non nuls dans fa somme precedente

iy 51 1=l et )=k, la movenne du produit d exponentielles vaut | dans
chaque produit. 1t v a N2 termes de ce type. La contribution de ces termes
est done N2E 1= {92

U SUi=K et =l ona N termes du tvpe

e1{vl(|-rl-‘ol(|JiJ ll‘olit?—ﬂ?](lvti_]

x e {IV~25})
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valant chacun en moyenne T2([1!) (méme raisonnement quau & [V-2a),
Tous les autres termes de (1V-24) correspondent manifestement a une

(& :
movenne nulle. D'ou pour un tel champ gaussien :

' V-26)
I(t) I(t-7) =(i}"' + lgiT)|? (I

. -1/1
Dans le cas particulier d'une loi de probabilité 1) = e {1V-26)

devient;

_.2l-rt/-:c _
T(t) T(t-v) = (T [ 1+ e ] (Tv-27)

La fonction de corrélation I{t})I{t-7} a dans ce cas une “largeur” 1./2. De
facon génerale, [ intensité d'un champ gaussien a un temps de corréefation

environ deux fois plus court que le champ électrigue lui méme(Feg (L)

_I@JI&{) I&ylkx)

2_fz A
:’:4?:: — e T i
1
| . N
CLCLMP jaMSS'l‘CP\ O ?C/Z, T 0 C[ﬂamr, Co!néfthf'z‘
a. Fig L4 b

L alture generale de la fonction de correlation temporelte d'intensite se
comprend bien intuitivement: a 1= 0 . on retrouve simpiement la valeurﬁ
gul pour un champ gaussien vaut 2(1)2 ( voir equ IV-11) auy ltemps 1 longs
par conlre. la correlauon entre les deux mesures de l'tntensité a tolaleprent
disparu et mi est simplement égal 3 (12 Le passage entre ces deux

vateurs selfectue bien sur sur un intervalle de fordre de tc/.Lorsque I'on
mesure lintensite a deux instants lres rapprochés, on obtient 2 chaque

[luctuation positive du Champ une contribution ay produit beaucoup plus
—

(%)

Ceci ne serait pas vrai pour un champ cohérent, rayonné par un laser oy une
antenne radio . Voir note page 245.
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importante que le carre de ta valeur moyenne de l'intensile et c'est ce qui
explique lexistence d'un maximum de Huit-tj pour 1=0. Cet effet est
d ailleurs beaucoup plus marqueé si on calcule des foncuons de correlation
dardre plus elevé, faisant intervenir des puissances plus grandes de I
(uanifestations du terme nl! dans les equations {(IV-111). Notons le
comporiement tres différent d'un champ coherent dont les valeurs
movennes des inlensités obéissent aux equalions {IV-13) et pour lequel
TIiifi-1! est une fonction constante égate 2 (1)2( Fig 14b).

On peut donc aussi bien mesurer le temps de corrélation d'un champ gaussien
nar une experience d'interférence ordinaire que par une expérience de
corrélation d'intensité {Hanbur y-Brown et Twiss). Dans ce cas, il faut
disposer de deux deétecteurs rapides identiques de temps de corrélation
inférieur a 1c (ce qui n'est pratiguement possible que pour 1¢c> 10°%9s).

En genéral les expériences de correlation d'intensite de ce lype sont
effectuees sur des champs d'intensite trés faible, la lumiére d'une étoile par
exemple (voir § [V-4). Dans ce cas, on utilise des photomultiplicateurs et ie
sipnal quils détectent correspoad a une arrivee discrete de photons
iphotoelectrons). Il conviendrait pour analvser en detail une telle
experience de quantifier te champ. On peut cependan! raisonner par
anatogie el comprendre qualitativement une telle experience de “comptage
de photons™ a la lumiére de t'analyse développee plus haut: fa figure 1§
represente en {onction du temps des signaux detectes sur les deux voies

pour un retard 1 petit { fig 15a) ou grand (fig 15b) par rapport a 1./2. Le

IR AT
IR RTECI (EN TN
T o<ty & T sy, L



nombre moven dimpulsions. le méme dans chaque voie, mesure [intensite
moyenne du ravonnement. On peut ainsi relier cette intensite a la
probabilité moyenne P de détecter un photon par unit¢ de temps. Le signal
de corrélation temporelie s'obtient "naivement” en effectuant pour chague
valeur de 1 le produit des deux “peignes”’ d'impulstons. La valeur du
résultat dépend donc de la coincidence des arrivées des photons dans les
deux voies. On sattend donc, pour une source incohérente a observer plus
de comncidences dans le cas 1 <1¢/2 que dans le cas 1> 1¢/2 Dire quil y a un
maximum de 1a corrélation d'intensite sur un intervalle 1c/7 autour de 1=
(0 revient a dire que lorsqu'un pholon arrive sur la lame dentree de
Lappareil et quiil est “aiguillé” aléatoirement dans une des deux voies, il y
4 pendant un temps de l'ordre de 1 une probabilité par unité de temps
plus grande que P qu un autre photon arrive eégalement sur la lame (et soit
aiguilie dans i auire vore). Comme la lame elle méme repartil aieatowrement
fes photons vers les deux detecteurs, la conclusion immediate est que les
photons ont tendance a arriver “groupés’ sur la lame separatrice. En fait,
lexperience que lon effectue est une experience de complage en
coincidence: farrivee d'un photon sur une voie declanche une horloge et
lon mesure le temps darrivee du premier photlon qui suit sur [‘autre voie.
On repete la mesure un grand nombre de fois el lon peut alors
reconstruire fa probabilite conditionnelle pour quun photon arrive un
INStANt 1 apres quun photen ait éte detecté. Cette probabilite
conditionnelie presente un maximum autour de 1 =0. sur un intervalle de
lordre de 1. Cette propriete de groupement des photons ("bunching” en
anglaist est une caracteristique des champs gaussiens. On peut en effet
[aire 1a meme experience avec le faisceau coherent d'un laser altenue de

facon a ce que les photons arrivent un a un sur la lame. On observe alors



une probabilite conditionnelle constante, qui reflete e compaortement de la
fonction de correlation classique de Pintensite pour ce champ (Figlab)
Ainsi. le caracltere coherent ou incchérent dun champ se manieste
egaiement dans la staustique des temps d'arrivée de ses photons. Insistons
enfin sur ['origine fondamentalement classique de |'effel de groupement: il
reffete simplement, a la limite des champs trés faible, lexistence de

fluctuations positives de l'intensite instantanee du champ gaussien.

371 Fonction de correlation temporelle et densite specirale : theoreme de

Wiener-khintchine

Nous allons nous interesser 3 présent a une nouvelle fonction. le
spectre du ravonnement et établir une refation imporiante entre ce quon
appelle la densite spectrale du ravonnement et sa fonction de corrélation
temporelle glt). Poursuivant la methode emplovee dans ce Chapitre. nous
associerons aux objets mathematiques introduitla description d'un svsteme
experimental simrple permettant de lesmesurer. Pour le spectre, il ¢'agil du

filtre {ineaire monochromatique.

al Definition du specire analvse de Fourier de la dependance

lemporelie du ravonnement

Introduisons ta transformee de Fourter Elrv) du champ Elr.t}:

- 1 -
Slrovl o= — J- Eir.t) e' "' dt (IV-28)

on

la relation de Fourier inverse ( decomposition de Fourier du champ)

secrivant



E(;,C} = J' v e” ' dv (IV-23)

st Erirest une foncuon aleatoire, il en est bien sur de meme de E(v).
(Notc : nOUS ecrivons v au lieu de w pour ia pulsation. car nous reservons w
pour la frequence fixée de la "porieuse” du champ incoherent. nous
omettrons dans la suite la mention de r dans {'expression de ta T.F)

I v a une difficulte mathématique a la definition (I1V-28): si E(t) est

non bornee dans le temps, E{v) n'est mathématiquement pas définie.

*

N~

En fait. pratiquement, E(t} est toujours borné dans un intervalle -

T . ,
5 correspondant au temps de mesure ou d'interaction du champ avec les

appareils. On definira  donc un champ “physique” Er(t}, obtenu en

tronguant Ettr dans 'intervalle -T/2 . T/2 et on écrira -

1 /2
€ (v) = — E{t} e' "' dt (Iv-30)
21t J-T/2
= mivrtog (IV=-31)
ET(t) I E,T(V) e v
La ronction Jivi definie par:
2T _
Jivl = lim (-— £ vy £ (V) ) (IV-32)
T -7 -t
T —0

sappelle la densite spectrale du ravonnement. Nous allons montrer qu'i
fagit dune quanute certaine (non aleatoire). Nous allons indiguer aussi

comment on mesure pratiguement Jiv} et etablic sa relation a gl1lh.

b1 Le fiftre lineaire monochromatique




Figl6

Nous appellerons filtre lineaire un dispositf F qui ‘repond”
Jineagirement au champ appliqué (Fig 16). Nous supposerons qu’il fait
correspondre a un champ monochromatique £, e ™ “entrant” un “signal de

SOrLIe

- vt {IV-331}
8 = é-'w X'F (V} €

s

ou zriv) est par definition {a fonclion de réponse complexe du [lilire. Notons

I anajogie avec la reponse lineaire d'un systéme atomique ou Fg est
remplace par le dipole induit et la fonction de reponse y par la
pofarisabilite a. Le caractere complexe de yr(v) tient compte du dephasage
' extslant generalement entre | “entrée’ el la “sortie”. On montre de facon
renerale quit existe entre les fonctions partie reelle et imaginaire de yr(v)
une relation exprimant le principe de causalile { relation de Kramers-
ND nig qui manifesie essentieflement le fait que le filire ne peut ‘repondre”
avant d avoir ete excite  vie Loup e v)

La linearite du filtre fart qu au champ (IV-31] correspond la reponse:

E (t) =JF (v) x (v) e 'Y Qv {(IV-34)

‘Remarque : Chotsissons pour Eit) une percussion (fonction § ) en 10, Ev)
est alors une constante et LIV -341 montre  que la reponse” percussionnefle

estla transformee de Fourter de la foncuon de reponse du filtre),
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~lacens maintenanl un detecteur apres le [jitre et calculons L intensite
movenne qu il mesure,
11 v ¥t

— /2 1 s ' & '
E' (t)E_(t) = - l dt ” dvdv' & (v) E (v x (v x (vi) e
5 -

) T -T2 (IV-35)
Lintegrale sur t dans (IV-35) s'ecrit :
] -v') T/2
/2 dt e' ¢V = sinlv7y {IV-236)
“T/2 (v—v'} /2

[1 s’agit d'une fonction de diffraction d'intégrale égale a 2n, qui a une largeur

2n/T tendant vers zéro lorsque T tend vers I'infini. On {'assimilera donc pour T

grand a 2né{v-v'},

Dou:
e 2T 2 -
I () = E)(t) E (U "‘"“Jdv 1€ i IF b Ly 17 (2vesT
s
() :
r F Ft%.'i} . . L
S Choisissons un filtre lineaire ayant une
— ’."1
A fonction de reponse dont le carré du module
est un creneau de largeur Svp autour d'une
| ) X valeur centrale vy (Figl #) . On aura pour un
Y .
Ve tel filtre :
[ 27
1= = € (v 1 |* ov, {1v-138}
s T

fnestalalimite ou T est tres grand autre que la densite spectrale l(v) définie

en tiV-32) multiphee par la largeur du {iltre.
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vl etant delime 1c comme une valeur moyenne est bien sur une

fonciien certame ou toul aspect ateatotre a disparu.

Remasque | Que signifie phvsiquement T grand 7 If faut que fa fonction de

diffraction tiV-36) soit assimilable a une [onction §, de “largeur” tres

inferteure a celle de iypiviis. soit ;

21
— B v ou encore
¥

T

T > 2Tc/8vr

La mesure don donc durer sufftsamment fonglemps pour ne pas limiter la
precision delinie par la largeur du [iltre {on peut {faire le lien avec les

relations d'incertitudel ).

Il existe une relation simple entre lintégrale sur v de J(v) et la
movenne sur te temps de (E(t)|2, qui n'est autre que l'expression de la

relatton de Parseval-Plancherel « conservation de la norme par TF:

1 (T/2 T
Jiv) dv = lim <— jT [E(t)|? dey = [E{t)]? (IV-39)
T J-T/2

{ T}

Celle relation sobuient dailleurs de facon evidente comme cas
particubter de 1[V-37 1 en prenant comme filtre particulier {opération
identite thiltre "blanc de fonction de réponse yp(vi=1). On a alors
Egtti= Ettr et tIV-371 nest autre que (1V-39) dans ce cas, Cette

relation donne une interpretation simple a J(vl I'énergie contenue

dans le champ. proportonnelle a |E(t}]2 se trouve repartie en
frequence suivant la distribution J(v). On voit egalement dapres
celte formule gue fiv) est homogene au carré du champ divisé par

une Irequence La quantite
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Stvi = (gyc/2) Jv) (1V-40)

seiprime donc en Watt tm-2) (Hz)l Elle represente la densite

spectrale de la norme du vecteur de Poynting du rayonnement.

Terminons ce paragraphe par la description d'un modele simple de

filtre lineaire monochromatique, [‘étalon Fabry-Perot (Fig 18) On considere

deux lames partiellement refléchissanies. de coefficient de réfiexion R et

de transmission T pour les intensités, \/ﬁ et \/"f pour les amplitudes et

2ev

d epaisseur e, introduisant un déphasage aller-retour ¢ = = - On suppose

enfin qu'il n'v a pas de pertes (T+ R ~ 1).

Qnte% EJ? f{;
v | -
1RE Fq 18
— R Bl
- f/lc% ;---—~>
N € —> snfie

Le champ a Ila sorlie correspondant a une onde

monochromatique de pulsation v s'écrit ;

& T[1+Re1°+Rze“v+ ...] = E
0

l_ReL‘le v.c

el ie carre de son module vaut:

(1~Rr)? 1

[x (v){* =
' +R? -2Rcos (2ev/c) I®
1 cos (2ev/c 1+ ————— sin? (ev/c)

(1-R)?

incidente

(IV-41)

{(IV-42)
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Le filtre est donc resonnant pour:

nc -
. ev - y = —— {(IV-43)
s1in — ™ ] e
C
La largeur des resonances dvy est telle que:
ebv -
PR (IV-44)
2c 2
S0l
c —
sv. = (1-R) — (IV-45)
F e

Plus 1-R est proche de zero, plus le filtre est "fin”. La Fig 19a représente fa
fonction ixf{v)i2 de ce filire. Pour obtenir un pic unique et un filtre
monochromatique, il suffit d'empiler deux étatons Fabry-Perot d'épaisseur
eete’ En reglant convenablement les epaisseurs, on peul s'arranger pour
que lensemble ne laisse passer qu'une composante de fréequence (Fig 19b).
On “peut ensuite balaver cette frequence (en changeant e et e’ en
modifiant indice du milieu entre les miroirs etc...). En placant derriére ce
filtre un detecteur. on dispose ainsi dun sysleme conceptuellement trés

simpte pour mesurer jiv). Cest sur ce principe que fonclionne toute une

classe de monochromateurs. e
!
r ¢
écn—h -Cwo\'\ <
F.Pw
. (N
¢’ ]
fcpor5(
= & *> F-? ’h.z.
(-R & '
fdran{a
{2
=
a b

I
i
e
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c) Lien entre g(1) et }v) : théoréme de Wiener-Khintchine

Nous sommes maintenant en mesure d'établir un lien simple entre Jivi et

g{1).Ona:
g(t) = E"(t) El{t- T) = lim E:(t) E‘_(t-'t}
Ve vt )t 1Y T qudv’
- { J.T g(v)&(v)e“ e }
s I

(IV-46)

Remplacons 4 nouveau lintégrale sur  dans (IV-46) par 2n8(v-v') . On frovue

27 2 1 v
. | (v) | e dv }
g () lim { T‘”"‘ J- 6-,

T-s0

i1

(Iv-47 )

I

.[ Jivy e' VT dv

wben invasan R .
J( fﬂ(t) d‘-Z (f\/*fffsj)
Fonchip. ohe Cmtpﬁhn o den s LHQLQ[L Conl done TF amc t’[C (’aaﬁ&

g(1) ayant une "largeur” 1c, on en déduit que J(v} a une largeur en v
de 'ordre de 1/1. La largeur spectraie d'un champ est donc l'inverse du
temps de corrélation de sa phase. Tous les résultats etablis dans ce
paragraphe sont trés générauxr et ne dépendent pas des propriétés
statistiques du champ étudié. Ils sont donc valables aussi bien pour un
champ cohérent que pour un champ gaussien. Dans le cas particulier d'un

champ afonction de corrélation exponentielle (equ 1V-22), on obtient pour
Hv)

J(wv) t TR (v w "Thtc
21 J-mo

dr

i
|

v]

1Y

- {(IV-49)
I/T‘:Z‘C

(D=~ v)2 4+
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La densite specirale est alors une fonction Lorenlzienne de largeur a mi-
hauteur 2/1c, centree en v=a. {(voir Fig 201}

6 1
Fi 20

[}

[

4

LY

) 1%
insistons en conclusion sur la complémentarité des approches

temporelle et spectrale : temps de corrélation court signifie spectre targe et

inversement. Un liltre interférentiel qui sélecte upe composante spectrale

etroite “lisse” en méme temps les fluctuations et allonge le temps de

correlation du champ (voic Fig 2} ) Le mécanisme de “lissage” des

fluctuations est d'ailleurs facile a comprendre dans le cas du filtre Fabry-

Perot agissant sur un champ gaussien: supposons qu'une

fluctuation rapide du champ arrive sur o' etalon. Au

cours des reflexions successives entre les deux lames, cette {luctuation va
se trouver ‘repliee” sur elle méme et donc allongee dans le temps,
conduisant a un signal de sortie beaucoup plus lisse L'etalon résonnant se
comporte ainsi a la maniere d'une cloche qui allonge une percussion breve
en un son tres long, [iltrant fes composantes rapides des vibrations qui

lexcitent,

Lo 4 tddn_ ! > sall ¢
J -' é’—/cfup

b T
i

ﬁg 2t

P
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d! Description qualitative du specire de quelgues champs gaussiens

simples
Etudions maintenant brievement le spectre de quelques types

simples de sources incoherentes:

WV Source constituee par des atomes immobiles ravonnaml par
emission sponianee sur une lransttion atomique -/ entre devy niveaur
denergre f et £ Nous avons décrit une telle source au § IV-1. Chaque atome
emel une succession de “trains d'onde” incorrélés entre eux et a un instant
donne. les champ emis par deux atomes différents n'ont pas de relation de
phase entre eux. La probabilité pour qu'un atome donneé reste exciteé
pendant un temps 1 avant d'émettre un photon est exp( -1/14), ol 14 est
par définition fa durée de vie radiative du niveau. Il est alors logique
d'admettre, ce qu'une analyse quantique du probléme confirme, que 1
represente le temps de corrélation de lintensité du champ émis par la
source. Le temps de corrélation du champ {ui méme est alors 214 et la

fonction d'autocorrélation temporelle du champ est;

g(1) = expl iwir 1) exp (-1tV21.) (IV-50)

Le spectre est alors une {onction de Lorentz du type (1V-49), de largeur Av=
F/1ei. centrée a la fréquence atomique w=wif (fréquence de Bohr de ia

transition). Les "fréquences indiquées ici sont en fail des pulsations (voir
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définition de v} . La largeur en Hertz du spectre d'émission spontanée est

donc:

AV /21 = 1/(2m1py) (1V-51)

av /zn est appele largeur naturelle de la transition atomique. 1§ s'agit de la
largeur minimum que peut avoir le specire d'une source fonctionnant sur la
lransition  atomique en question. Le tlemps de correlation est alors
determiné en effet par le processus de ravonnement {ui méme, qui est
responsable de la duree de vie finie du niveau excité qui rayonne. Dans le
cas d une lampe spectrale a atomes de Sodium fonctionnant sur la raie de
resonance optique { transition 3p-3s 2 une fongueur d'onde de S890A). la
duree de vie du niveau 3pest 16 109 et.la largeur naturelle vaut 10 MHz.
En fail la raie jaune d'émission d'une telle lampe est en geéneral beaucoup
plus large car, comme nous lanalysons ci-dessous. d'autres causes de
perturbations interrompent la phase doscillation des alomes plus vite que
ne le fait l emission des photons.

(it) source formee par des atomes subissant des collisions dans un
£az Supposons a present gue les atomes dans un gaz subissent
des collisions entre eux ou avec dautres particules {electrons dans une
decharge) Ces collisions onl comme nous | avons vu ay §IV-1 pour effet

d interrompre {a phase d oscillation de chaque atome el sont responsables
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d un processus de perte de memoire de phase obeissant encore a une loi de
probabilile exponentielie. Si le temps de collision 1¢ = [/v est plus court que
Tri  la raie va étre elargie par les collisions. La forme de raie reste
Lorentzienne, mais sa fargeur devient Aveo)/2n = v/2n{ . Dans une lampe 2a
sodium a forte pression. ce sont les collisions qui élargissent principalement
la raie. dont la largeur peut typiquement atteindre 1011 2 1012 Hz, cest a
dire quatre a cing ordres de grandeur de plus que la largeur naturelle,

It} Source formee d atomes en mouvement sans collisions. Nous
avons jusquici neglige vne autre cause importante de largeur spectrale:
I effet Doppler. Si un atome est en mouvement dans un gaz, le champ qu'il
rayonne vers un observateur immobile a2 une fréquence wir{1+v/c) ( v est ia
projection algebrique de fa vitesse atomique sur fa droite reliant l'atome au
point d'observation). Nous retrouverons ce résultat élémentaire bien connu
au §1V-6. Il en résulte qu'un gaz formé d'atomes en agitation thermique 2
la temperature T est en fail la superposition incohérente de sources de
frequences différentes. distribuées sur un intervalle de fréquence
AVDapV /e, 0U T2V KRT/M est fa vitesse quadratique moyenne des dzih(:nages_ divection
Lkp est la constante de Boltzmamet M la masse de Fatome). Les largeurs
Doppler typiques sont de l'ordre de 109 21010 Hz La forme de la raje
Doppler n'est pas Lorentzieane. mais Gaussienne puisque ta distribution des
vitesses dans un gaz esl elle méme une fonction Gaussienne de la vitesse.
L effet Duppler est la cause prépondérente de largeur des raies d'émission
specirales pour des lampes 3 sodium basse pression. A haule pression,
Feffel des collistons domine {comparer les ordres de grandeur Avpyp et
Avenl mentionnes plus haut), ce qui explique que nous avons pu dans notre
analvse de | effet des collisions envisager une situation ou l'on neglige en
premiere approximation |'effet Doppler. Dans les cas intermediaires ou

plusieurs causes de dephasage atomrque sont du méme ordre de grandeur,
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{ analvse de la forme de raie est plus complexe ( les raies peuvent avour une

forme convoluee de Lorentzienne et de Gaussienne appelee profil de Voigt).

Remarque: le terme de Gaussfen donné aur champs eludies dans ce
chapitre [l réference 3 1z Jof de distribulion de lintensiié dv champ et non
2 /a2 Jarme de son profil spectral Nous avons vu sur les eremples qurs
precedent quun champ Gaussien peut avolr un specire Loremizien, ov
Gaussien, ou aulre. Réciproguemen!t. un champ peuvl avorr un speclre i

profil Gaussien sans éire Gaussien av sens slalstique ov nous 1avons deling.

4°) Corréelation spatiale dy champ et distribution angulaire d'upe source
elendue. Correlation spatio-temporelle,

Nous avons jusqu’ici calculé les corrélations temporelles du champ en un
point. En explicitant les coordonnees d'espace, nous aurions di noter en {ait
glt) = ET(r U)Etri-1) et de méme remplacer {a notation condensee [{t}({t-1)

par lirUllrt-1).  En fait, fa plupart des expériences d'interférence

mesurenl le produil des valeurs du champ en deux poinls d'espace et de

temps difféerent. Cest d'ailleurs te cas des deux expériences decrites pius

haut {Young et Hanbur y-Brown et Twiss). Ce n'est que parce gue nous
avons considere le cas particulier ou londe éetudiee a une slructure
geomeltrique d'onde plane (elle est rayonnee par un point source a {'infini)
que nous avons pu formellement assimiler le champ en deux points du
meme plan d onde ( le plan d entree de ['interférometre)

au champ en un méme point r et considérer le dispositil de

dedoublement des ondes comme un pur dispositif de retard temporel.



265

Dans les cas reels interessants, Fonde n'est pas rigoureusement plane
tla source est etendue) et lexpression de produits de la forme
ETirptyiEira.12) faitl inervenir le concept de cohérence spatio-temporelle.
plus general que le concept de cohérence lemporelle pure. Ce concept est
important pour les problémes d'interférence et d'imagerie en Asironomie.
Nous n en donnerons ici qu'un apercu simple.

Pour bien séparer le concept de corrélation spatiale de celui de

corrélation temporelle, nous envisagerons pour commencer le cas d'un

champ provenant dune source étendue, mais monochromatique, (en
pratique de lemps de corrélation tel que CTe est beaucoup plus long que ia

difference de marche de l'interférometre utilisé) et montrerons que cest

alors la corrélation spatiale, de 1a forme E’(r;,I)E(rz,i) ou Hritllezt) qui

caracterise le processus d'interference.

SPurce r—-’"‘/”)
mw,,\zomkﬁ,_,/:-; _\
Q —

Frg22

Revenons pour commencer au probleme des fRovs dYoung avec ce
Champ (Fig 22}, Appelons rpeteyla position des trous et rg ie point
dobservation sur l'ecran, aux distances p1 {pz) des trous. On a d'apres e

principe d' Huvghens. a un facteur numerique pres :

p p
—_ — i ——
Ilr oed = Ilr . t- —) + I(r , g~ —
' < © (IV~52)
— pl — Pz
* 2Re E'(r Lt~ —) E(r, , t- —]
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Le champ elant maintenant monochromatique. on a de plus:

— Pl . } -xuf>l-'c
fly ,t- —=) = E"(r .t} €
s < ‘ (IV-53)
- P2 — ) &1wp2.‘c
- = Ef{r ,t e
E(r?_.t C } (2
dow
fwip, ~P Yyl c
T(r T “ (% > e (IV-54)
I(F.t) = 2I + 2Re {E (F . t) B(r,.t) e }

on voil gue c'est a présent 1a fonction de corrélation spatiale .

r .r ) = E (IV-55)
g(rl,rz) = E (ri,t) E(rz,t)

qui joue un role important dans la description de l'interference sur l'écran.

Evaluons l'expression de g{ry.r2) pour un champ monochromatique gaussien

produit par une source etendue. Raisonnons comme au paragraphe

precedent.
~o .
o(-xp;fr_i " r T
fous I’“L}&
d Fig23
,rzi«

Supposons que la source, située a grande distance, posséde un

diametre angulaire fini el commencons par considerer un dipdle i "vu” de
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l'interferometre sous langle o; { fig 2% On a manifestement entre les
champs Ejl(ry) et Ejiry) ravonnes par ce dipole aux deux polntts ry et ro la

relation :

Ikd“"‘xi

E (x,.t) = E (r ,t) e (IV-56)
i

ou d est la distance | ry-rzi des deux trous, Dou pour la corrélation:

— " lkdshai
[E (r .t)|® e

Hj

BN (r .t) E (r,.t) (TV-57)
— lkd{rih&l

= 1 e
1

Evaluons ensuite [a fonction de corrélation spatiale du champ ravonné par

Fensemble des dipolesiet j "vus” sous les angles o . o

E*(;l,t) E(;z,t} = 25_ E} (r,.t) E (r,,t) (IV-58)
1.3

Les termes croisés i=] de cette somme sont nuls (non-corréfation des phases

)
de dipdles differents!. [ reste donc :

1 ludlrﬂ(:ﬂ(1

I e (IV-59)

E'(r .t} E(r .t) =
1 2 i

g

Pour evaluer la somme (1V-59) nous remarquons que ['on peut poser:

— —— —— P W —_ —
kd Snd. = k oo{r -r } =n -~ (r -r } (IV-60)

b i L 2
<

ou kg est le vecteur d'onde fe long de la droite joignant l'interféromeétre auy

point i de la source (n; : vecteur unitaire dans celte direction).

En passant de la somme (IV-59) a une intégrale, on obtjent enfin :

(*} Ici encore, ceci n'est vrai que si le champ est incohérent. Le calcu! de la

correlation spatiale serait tres différent pour le champ d'un laser.
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r (0 < (IV-61)
glr .rz) = I(&ll) e d&!l

I'integration portant sur la direction de la droite joignant le point
d'observation a la source ( d0y est I'élément de l'angle solide sous lequel on
voit 1a source: voir Fig 24). Ainsi la fonction de correlfation spatiale relative
a deux points dun meme plan normal a la direction moyenne de
propagation du champ, apparait comme la TF de la distribution angulaire de

la snurce, vue d'un point de ce plan.

___________ “f:’
- -
—n
n, {9

Remarquons le parralélisme entre corréfations temporeties et spatiates pour

des champs gaussiens:

- la fonction de corrélation temporelle d'une onde plane non

monochromatique est la TF de sa distribution spectrale

- la fonction de correlation spatiale d'une onde non plane

monochromatique est la TF de la distribution angulaire de son intensité .

St la source a une largeur angluiaire agp , g(ry.r2) est une fonction de

irj-rpi presentant une largeur Ar=A/wq | les points ry et ry étant dans un

plan normal a ta direction de la source. Ar est ia longueur de correlation dw



269

ravonnement monochromatique etudie. La visibilité des franges est
directement liee a gtryrp) comme on le voit sur lequaton{IV-54) s on
ecarte les 2 trous, la visibilite disparant lorsque la distance entre les deux
points atteint ja vateur Ar = A/ap : ce resuitat permel de mesurer ia largeur
angulaire de la source. Cest le principe de l'interférometre astronomique de
Michelson utilise pour mesurer le diametre des etoiles( Fig 25). La lumiere
de l'etoile est {ilirée en frequence afin d'allonger son temps de corrélation
et ne pas limiter la visibilité des franges par les fluctuations temporelles du
champ. La lumiere filtrée est recueillie sur deux miroirs mobiles et
recombinee au centre de linterferometre et f'on y examine les franges.
Celles-ci s'éteignent lorsque la distance des deux miroirs atteint fa valeur

Afan La résolution ainsi obtenue est celle d'un téléscope unique de

diametre egal a la distance maximum des miroirs! ( voir chapitre 11)

v A—— I?_F:I :,f{m Filtve
) j \ ' 9(%4)
~ \ /
Y
v !
e g ENTS

La notion de correlation spatiale setend egalement aux correlations
d'intensite du type de celles qut Interviennent dans i'experience de
Hanbur y-Brown et Twiss { Fig 26). Considérons deux detecteurs 2 la
distance d l'un de f'autre recueilfant aux points ry et ry a fumieére fliltree en
frequence dune etoile et 2 l'aide d'un correlateur-intégrateur (ou  dune

technique de comptage de photon appropriee). mesurons la quantité -
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- —
E'(rl,t) E‘(r:,t) E(rz.t) E(rt,t) (IV-62)

I(r ,t) I(r .t) =
] 2

Dune maniere analogue au raisonnement fait pour les correlations
temporelles, on montre sans peine, pour un champ gaussien, la relation:

I(f, ¢} Iir,.t) = + 19 00 (IV-63)

avec bien entendu:

- = ' (IV-64)
lgir .r } i’=(£}= :

La mesure de la perte de correlation d'intensité { ou de la disparition de
l'effet de groupement de photons) en fonction de la séparation ir;-rzl
revient a mesurer la largeur de |g(ri.r2)l2 et donc encore a mesurer le
diametre «q! Il sagit d'un appareil plus simple quun interférométre
Michelson, qui n'est pas directemen! sensible a la phase du champ et aux
instabilités atmospheriques. Les deux détecteurs sont placés aux fovers de
deux petits telescopes afin de collecler le maximum de photons et les
telescopes sont mobiies sur des rails. Avec une separation maximum Dpax
de 500m. on peut en principe resoudre avec de la lumiére de A-0.51 un

diamétre apparent min=~/Dmax=10-9 radians!
Frek
—
r X/ \‘r/
( L

FPhe

1GH IR

i (omprf_ .
de phidove
/o o)

Fig2 a




271

Notons pour finir la différence des propriétés de cohérence spatiale des
champs gaussiens et des champs cohérents. Les sources gaussiennes

usuelles (lampes, soleil) vues en un point sous un angle typigue de ['ordre

du degré, ont une longueur de corrélation spatiale de 'ordre de 100A, c'est
4 dire d'une fraction de mm. 1l en est tout autrement de la lumiére d'un
laser, dans laquelle les différents émetteurs (atomes) de la source
ravonnent en phase et pour laquelle ['approximation de décorrélation faite
a la page 267 pour calculer glryrz) n'est pas valable. Ces rayonnements

peuvent avoir des longueurs de corrélation spatiales trés grandes, de
l'ordre du m ou plus. Cest ce quj explique l'aspect trés différent de la

lumiére diffusée par un écran rugueux éclairé par un laser (présentant une
granularité typique de “speckle”) de celui du méme écran éclairé par une
fampe classique d'intensité et de pureté spectrale identiques( éclairement

“plat”).

Pour des raisons de simplicité, nous nous sommes restreints ici a ['‘étude de
cas limites ou les cohérences temporelle et spatiale peuvent étre décrites
separement. Dans un cas plus général, la source a a la fois une distribution
spectrale et un diameétre angulaire non negligeables . Il faut alors

considérer les corrélations spatio-temporelies du type:

— —

g(;‘,rﬂ.'t) = E'(r ,t) E{r ,t-<) (IV-65)

1 "

dont l'expression intervient dans I'analyse d'une experience d'inlerference.

Nous ne considererons pas plus en détail cetle situation génerale Ici.

57} Coherence spatio-lemporelle de Ia lumjere diffusee par un miliey

matéried - lien avec les fluctuations du milieu
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Nous alfons maintenant nous intéresser aux proprietés statistiques de la
lumiere diffusée par un milieu matériel. Nous considérons la situation
generale representee sur la Fig 2 une onde monochromatique plane de
vecteur d'onde kg est diffusée par un ensembile d'atomes dont Ja répartition
spatiale est décrite par une distribution qui peut étre “ordonnee”
{represeniée par une fonction bien définie de ia position dans le milieu) ou
ateatoire { décrite a l'aide de fonctions de corréiations statistiques). Cette
distribution d'atomes peut de plus varier dans le temps sous leffet du
mouvement des atomes et cetie variation temporeile peut elle ausst étre
“ordonnée” (onde acoustique de fréquence et vecteur d'onde donnes par
exemple} ou bien étre une foaction aléatoire du temps ( fluctuation
temporelle de la densite sans ordre a grande distance). Enfin, la reponse
intrinséque de chaque atome (sa polarisabilité a Ja fréquence du champ
incident) peut elle méme varier sous leffet de perturbationsaleatoires gu'i}
subit de la part de son environnement . On dispose dans la direction definie
par le vecleur unitaire n un detecteur precede dun filtre monochromatique
ceniré 1 la frequence v el on mesure ['intensité diffusée a travers le filtre.
En vartant o el v, cest a dire en tournant |a direction de visée du détecteur
et en balavant la frequence du {iltre, on mesure Ja distribution angulaire et
specirale [{n.v} de la lumiere diffusée. Comme nous altons le voir, cette
distribution. qui refléte les proprietés siatistiques de la lumiére, est
directement reliee a une fonction de corrélation spatio-temporelle
decrivant les [luciuations d'indice du milieu diffuseur. L'etude de {a lumiere

fournit donc une information trés riche sur le milieu qui la diffuse. On

D

dC tect(_u\-\
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notera | analogie avec le probleme etudie aux paragraphes précedents.
Nous cherchions alors a relier les propriétés statistiques du champ 2 celles
de sa source. Dans le probléme gui nous intéresse ici, Ia source supposee a
infini et ponctuelle, n'a ni fluctuations temporelles ni extension angulaire
{elle rayonne une onde monochromatique plane cohérente), mais c'est le

milieu que la lumiére traverse qui introduit les fluctuations et dispersions

anguiaires que l'on cherche 2 détecter.

Le probléme abordé ici compléte en fait le traitement de la diffuston
abardé au Chapitre 11 ; on v a établi les propriétes de la Iumiéfe diffusée
par un dipodle unique. 1l nous faut maintenant sommer tes reponses des
dipoles individuels en tenant comple de la distribution statistique des
dipoles dans le milieu. Nous alloas proceder par étapes. en donnant d'abord
lexpression du champ diffusé par un atome immobile en un point, puis en
sommant sur une distribution statique de dipéles, enfin en tenant compte
du mouvement des particules et de leur variation eventuelle de
polarisabilite. Une fois I'expression la plus générale du champ diffusee
oblenue. nous calculecons sa fonction de corrélation temporelle av niveau
du detecteur et enfin son spectre. Nous verrons’alors que ce speclre est en
general une fonction de 1a direction dobservation, ce qui nous conduira
direclement a l'expression de Jtnv). Nous analyserons enfin 2 Iaide de
fexpression generale obtenue un cerlajn nombre de problémes de diffusion

interessants.

aj Dipdle induit par e champ incident sur up atome immobile au

paint r;

On notera
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Lk . F =t} (TV-60]

| | onde plane monochromatique incidente de vecteur d onde kg, de pulsation

w, de direction de polarisation e. On prendra l'axe Oz le long de kg et la

direction de polarisation e le long de Ox {voir Fig 28). On negligera 'effet du

champ diffusé par un dipble sur un autre (polarisabilité atomique assez
faible ou densité du milieu assez petite pour pouvoir negliger la "diffusion
multiple”). On supposera enfin que la polarisabilité atomique est isolrope
(dipole induit paraliéle au champ). Le dipole i situé en rj s'écrit ( ¢f HHI-85)

— — 1 {k . r -~ wtl )

p, = & o« (w) £ ee et (IV-67)
ou ajlw) est la polarisabilité complexe du dipdle i 4 la {fréquence w, que nous

suppasons pour I'instant constante dans le temps.

biChamp diffusé dans {a direction n 2 la distance R du milieu par le

dipdle 1
LA (;f
¢ * Ao o
Y, 2 1 o On repéere le miliev 2 partir
., l i —— ._—--’ -
/ bk — — 3 / d upe origine 0. On définit ta
Y. h - o
N s 8, S 2 direction d'observation par le
o — o~ . .
_ fyle vecleur unitaire n  {angles
da .
. polarres 8,0} pointant de O vers le detecteur D et on suppose la distance

R=0D tres grande devant les dimensions du milieu si bien que lon voit de D
le nutteu sous un tout peut angie (Fig2<). Le champ Eg! diffuse par |'atome

i est pratiquement perpendiculaire a 8 el contenu dans le plan défini par e

et .
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On o.H-.a_Ne. 'é’a- (ﬁ'x"é’)x"ﬁ'le vecleur polartsation du champ diffuse. On a.

conformement aux resultats du Chapitre 111 ;

] :-: | - :
A l ed(e)tf) e” et x S {w) £ e ! {IV-68
= b4 — ‘W
E“ R 411:&0

1

-
On remarquera que la dépendance angulaire de Elg est contenue dans le vecteur Z’(}

dont la norme est égale au sinus de I'angle formé par les vecteurs et e, On fait sur
l'expression (IV-68) I'approximation habituelle val

able por R grand devant les
dimensions de |2 source:
R“__"‘ ,_R_""' ”‘fR:":l! - —!k:.:—
{Rn r| = nR.r et e = e e ! (IV-69)
el on met finalement £y sous Ia forme:
= 1 Wt —r e ¥ F ik —xaar
E' = — — a (w £ eqd(6,%) P e" !t (IV-70)
d 4Tt 2 H (] R
[y
¢} Champ diffusé par 'ensemble des dipdles suppases immobiles
Sommons maintenant sur i en négligeant a variation de byet de eg
tmiliev vu sous un petit angle du point d'observation), On obtient -
2 B e‘ LR (9 : -k :) :
5o €4 (8,%) Z o (w) £ e ° ! (IV-71)
9 4T 2 i

On definit afors le vecteur X representant le “transfert de vecteur donde”

au cours de la diffusian dans la direction n-

K=kn -k (1V-72)
et lan ohtient:.
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2 — el ¥¥® ~ “1K.r
B = e es(ey) - €, L{Eou‘ (w) e ‘} (IV-173)
d 141‘5 C2 . v ‘1 y g
o Facteur proportionnel T.F. de la
a la diffusion d'un distribution
atome unique en des dipdles

Le champ diffuse apparait ainsi comme le produit du champ que diffuserait
un atome unique placé au point O par un facteur de forme dependant de la
repartition spatiale des atomes. Ce facteur n'est autre que la transformeée
de Fourier prise pour le vecteur K de la distribution des dipodles dans le
mifieu.

d) Genéralisation a des particules en mouvement

Si les particules diffusantes peuvent se déplacer, E;(ll depend de

IR-riltg)]

letat de chaque atome 1 a ['instan! retarde 1, tel que ty = t - e Les

positions r; dans ['exponentielle de (IV-73) deviennent donc des fonctions
du temps par lintermediaire du temps retardé ty  En principe, on doit
consideérer desnstants retardes difféerents pour les différents atomes, avec

une dispersion Al des temps retardés de [ordre de L/c ou L est la longueur
caracteristique du mikieu. Les atomes se déplacanl avec une vitesse

caracleristique v, nous admettrons cependant que la condition:
Vo OL & A (IvV-74)

est satisfaite. Le deplacement des atomes pendan! le temps que {a lumiere

metl a traverser le milieu est alors négligeable { ils bougent de beaucoup
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moins quune longueur dondel On peut alors négliger la vanation du

temps retarde d un atome a lautre et ne considerer pour toul le milieu

guun lemps retarde moven:

to = t-R/c (IV-75)
La condition (I1V-74) s'écrit encore :
vL/cuA (IV-76)
SOIL:

Lede/vIA (1V-77)

est de

< jo

pour un miliey d atomes se deplacant a des vitesses thermiques,

Fordre de 109 et la condition (IV-77) implique que le milieu diffuseur 3
des dimensions inférieures au meétre, si A est une longueur d'onde optigue
caracteristique. Cette restriction qui permet de simplifier quelque peu
'analvse du probleme np'est dailleurs pas essentielle. On pourtrait
genéraliser sans peine les resultats établis ici au cas dun milieu plus
étendu (en le divisant en “"tranches” d'épaisseur {c/vIA el en associant un
temps retarde a chaque tranchel, mais on introduil alors des complications
formeltes, sans rien changer d'essentiel a la physique du phénomeéne de

diffusion. Compte tenu de cette restriction. {1V-73) devient simplement:

] e
2

{IVv-17
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avec tn défini par (IV-75). Notons que pour étre tout a fait general nous
[aisons dependre du temps la polarisabilite de 'atome L afin de tentr
comple egalement des fluctuations eventuelles de cette quantite.

Afin de remplacer dans (1V-78) 1a sommation discrete sur les atomes

par une integrale. il est commode d'introduire la densite microscopique de

polarisabilite au point r et a I'instant t par la relation:

- 1 - -
8 nir,t) = — Z « {w, t) S[r—r1 (t) ] {IV-79)

1

Nous avons vu au chapitre 11, et nous montrerons de facon pius précise au

Chapitre V. que si le produit Na de la polarisabilité atomique par la densité
du milieu est assez faible, l'indice du milieu est simplement:

n=1+Na/2 {IV-80)

Comparant (IV-79) et (IV-80), on constate que sni{r.t) n'est autre, pour le

milieu de faible indice considére ici, que la difféerence & lunité de
I indice de refraction jocal alinstant i, nir.t}:
nir.t) = 1 + 8nlr,t) (IV-81)
On peut alors ecrire:
\_‘ - : :‘ i1 ] — - —
EE U Lo =2 Snir,t ) e-!¥ v gr (IV-82)

el le  champ diffuse se met S0US ia forme simple..

- 1

E (t). = ClwB.gR) e '™ J snir.t ) e

d

a’rc (1V-83)
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ou ClwdgRest un vecteur independant de la distribution atomique dans le

milieu, décrivant la dépendance radiale et angulaire du champ diffusé a ta
distance R et dans la direction 6,9 par un atome immobile a l'origine

ikE

e ~84)

£

|

=
Clw8.p.R) =

e
21

0
M)

e} Spectre de la fumiére diffusée

On peut delerminer maintenant 1a fonction de corrélation du champ

dans la direction 8.¢. On trouve sans peine:

d

L Vo=

> —~ =
* - = 2 glwr in* , t Sni{r',t -7l
E* (t}) Ed(t ) [ci® e J“[ n® {r o) 1 o (IV-85)

La barre qui surligne l'expression (IV-85) représente au choix une
intégration sur t (ou ce qui revient au méme sur tg=1-R/c). portant sur un
intervalle de temps long devant le temps de corrélation des fluctuations du
svsteme ou encore une moyenne densemble sur un grand nombre de
realisattons du mifieu diffuseur. Enfin, en effectuant la transformée de

Fourter de (IV-85). on obtient e spectre J(K.v) de la lumiére diffusée dans

ia directton consideree

~

clz . i - - = — —
ij Sn*(r.t )8n(r',t -«) etlxcr-rrocvoui«] d*r d'r'dv
2Tt o] Q

{IV-86)

On peut enfin dans ([V-86) faire le changement de variable r'«r-p , pour

oblenir:
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— 1612 J‘ - ‘:: el ¥m ot T d&; dr {(IV-87)
= Clp.T) e e )
J(R. v b

en introduisant la fonction de correlation spatio-temporelle de l'ecart a

'unite de l'indice du miliey, Tp . 1) définie par:

C(p,T) = J-Sn'(;,tu} Sn(E—F,to—'r) a’r (IV-88)

JiK,v) est ainsi le produit de la fonction de réponse d'un atome unique,
(terme i?f]z‘]‘ par la transformee de Fourier a quatre dimensions de la
fonction de correlation I'{p .1} qui joue donc un réle essentiel dans l'analvse
de tout probléeme de diffusion. La formule (I1V-87) résume de facon
condensee toute la physique du phénomeéne de diffusion. Elle tient compte
des effets d'interférence entre les ondés diffusées par tous les atomes du
mifieu vers le detecteur et montre que tous ces effets sont finalement

conlenus dans une expression mathématique irés simple et compacte,

Notons que J(K.v) dépend de la direction d'observation par deux facteurs: {a
réponse atomique mdlvxdueﬂe depend des angles 6 et ¢ (dépendance contenue
dans la norme du vecteur &g - (2’ ¢ } x n dont dépend C) et la transformee de
Fourier de I'(p.1 ) dépend aussi de la direction n par l'intermédiaire de

[l est phvsiquement plus parlant de remplacer la densile spectrale
MK~} par la quantité proportionnelle:
£ C
4] —
e TR, v)

It

S(E,v)
(Iv-89}

C2 Cip. <) R S Lt

i

qui n'est autre que la composante specirale du vecleur de Povating du
ravonnement diffuse dans la direction correspondant au transferl de
vecteur donde K (direction kpo=kg+X). Nous utiliserons donc (1V-89) de

preference a {{V-871 dans la sujle.
Rappelons que cette formule est vatable a la limite des petuts indices, tels

que l'on puisse negliger les phenoménes de diffusion multiple ( effets du

champ déja diffuse par un atome sur un autre).

Dans le cas cu le miliev diffuseur est statique la fonction de

correlation {[V-88) est indépendante de t { temps de corrélation infint de



281

Findice) et la transformee de Fourier en 1 dans Pequation (I1V-89) donne

evidemment la distribution 2nrdiv-w). La diffusion seffectue alors

exactement a la frequence du champ incident. On dit qu'elle est elastique

{dans le potnt de vue quantique, elle conserve l'energie du photon diffusé).
Ce nest que si le milieu présente des fluctuations temporelies que le
specire de la lumiere diffusee fait apparaitre des composantes de fréquence
v = w.0n dit alors que la diffusion est jnélastique. Nous verrons que le
changement de frequence de la lumiére est alors en général di 2 l'effet
Doppler dans le milieu diffuseur.

Il peut étre enfin utile de délerminer la distribution angulaire integree
sur les frequences. S(K), qui décrit le résultat d'une expérience de diffusion
dans laquelle on ne s'intéresse qu'a l'intensité totale diffusée dans une

direction donnee sans utiliser de filtre devant le détecteur. On a:

S(K) = J S(K,v) dv
EDC Y — o —
= fc|? JF{p,T) el¥ P =1t Y- T g3, 4v dv
41
L'integrale sur v donne la distribution 2n(1), ce qui permet

I'tntegration immediate sur 1 et 'on obtient:

£ C
0 ~

S(K} = [C|2 J'F(;.O} el®-° g7 (IV-90 )

2

Ainst la distribution angulaire de lintensite totale diffusée dépend de Ia
transformée de Fourier de la fonction de corrélation spatiale de l'indice,
Ttp O

Considerons a present quelques exemples imporlanis de phenomeénes
de diffusion que nous pouvons expliguer simplement 2 ['aide de la formule

generale (1V-89)
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»iElude de quelgues phenomenes de diffuston

a) : Diffusion d une onde optique par un milieu homogéne

d atomes immobiles

Considerons un milieu homogéne (de densité et d'indice uniforme)
compose d'atomes immobiles : I'indice microscopique défini par (IV-79)
peurra etre considéré comme continu st il y a beaucoup datomes
régulierement distribués dans A2 : c'est le cas d'un cristal parfait diffusant
de la lumitere visible. Nous appellerons V le volume du cristal et nous
supposerons toutes ses dimensions trés grandes devant A pour pouvoir

negliger tous les problémes de "bord” et de diffraction. On écrira alors :

Sn(r.t) = 8n = Cte (IV-91)

et la fonction de correlation de | indice est simplement:

Clp,v) =V [8n]® = V |n-1]? (IV-92)

SIKvi est alors la TF. d'une fonction constante. Flle n'est non nulle que
pour K=0 et v=w. La somme sur p etendue au volume V du facteur de
phase eikp evalue pour K-0 donne je volume V. Compte tenu de (I1V-92).

Fimegration de (IV-89) donne immediatement:

o

<
]

S(Ev_novv) - > [El? Vi In-11% 8(v-w) {(IVv-93)

Le milieu ne peut diffuser que vers favant 3 la [requence de l'onde

incidente (v = w): on trauve donc qu'un milieu homogene ne diffuse pas de
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lumiere lateralement. Nous avions déja entrevu ce resultat au Chapitre 1l

U nOus avons montre qu une onde plane se propageant dans un milieu
materiel homogene indefini donnait naissance a une onde rayonnee par ce
milieuy dans la _méme direction. Comme chague atome du milieu diffuse
latératement. cela signifie qu'il v a interférence destructive parfaite des
ondes diffusees dans toute direction autre que K=0. Notons egalement que
i1V-93) montre gue {intensité diffusée vers l'avant est proportionnelle a
V2in-1i2, cest a dire iV}\fz. puisque n-1 est proportionnel 2 N, densité
atomique dans le milieu. Or VN n'est autre que le nombre total d'atomes
diffuseurs, N. Ce résultat exprime que la diffusion d'un miliev homogene
vers lavant est coherente; les champs diffusés par les differents atomes
interferent entre eux et l'intensité diffusée vers l'avant est proportionnelie
av carre du nombre datomes.

Comme nous !lavons vu au chapitre [I, la lumiére diffusee

elastiquement vers I'avant interfére avec l'onde incidente pour constiluer

I'onde transmise. Dans le terme d'interférence entre champ incident et
champ diffusé vers [avant, {a densité du milieu n'intervient bien sor
qu'une fois et fe champ transmis est donc, a la limite des indices tres petits,

une fonction linéaire et non quadratique de la densiteé {voir chapitre I]),

Nous reviendrons sur le probléme de la propagation dans un
milieu homogene au Chapitre V.

Kemarques: 17) Nous avons vu av £ I15 guun miliev homogene diffuse
egalement vers /arriere. Mais il s agrt d un effer de bord” gur depend de /2
longueur L du miiev et qur peut dtre decrit comme une intertérence entre
les ondes rellechies sur les dioptres denirée et de sortie. De facon plus
precise. fes lranches déparsseur A4 successives Interférent de facon

destructive vers /arriére el seule subsiste 1z contribution de la tranche

meomplete " non compensee. Cetle conlribulion donne un champ A/L fors
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Y . I 1y gdere un
olus petit gue vers [avanl, neglgeable a /a Limite ou fon considere

milteu erendu.
(il St le miliey homogene a une dimension lraasversale fine

4 on vorl immediatement gue [iategrale sur [espace dans (/ V—,Py) fan
apparatire aon plus une distribviion §&7 mais une fonction de largeur 1/a
en K On retrouve fa dispersion angulaire du phenomene de dfraction. La
dittusion vers /avant a liev dans un angle d autan: plus petrt que le mifev
est ransversalement plus etenadu.

tir! La théorse présentee ior est limitee auv cas des indices
proches de funne ( mirey dilve dans /leguel on npeglige fa reaction du
champ ddiuse par un alome SUr un auire, o quon appelle encore fa
diflusion multiple/, Le résultal essenliel Irouveé fc Je 1ail quun miliey
homaogene el stalgue ne diffuse pas de lvmiere demeure vras cependant
wewe st lindiee est grand, Aimnsi un arisial regulier ( dont lindice peut Stre
Jde Jordre de 1.5 a 2 ) pe diffuse pas du tout de fvmiére visible (voir

Chaprire [/

bi Diffusion des rayons X par une distribution réguliére datomes
tmmobiles- Diffusion de Bragg par les cristaux.

Le remplacement de la distribution (IV-79) par une fonction
d'indice continue nest bien sur justifie que sl y a beaucoup d'atomes dans
un volume de l'ordre de A3. Pour un champ de trés courte longueur d'onde
travons X1 le caractére discret du milieu diffuseur devient essentiel. Pour
traiter e probleme de Ja diffusion par un cristal dont la maille a est de
tordre de &, il faut revemur 2 la sommation discrete (IV-79) ou ce qui
revient au meme remplacer dans (1V-88) I'indice continu 8n par la sommel

[V-79)
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Sn - /212 Ste-ry) {1V-94)

On suppose que la polarisabilile o est indépendante du temps et [a méme
pour tous les atomes immobiles du réseau cristallin {pas de dependance en
temps de lindicel La position r; de l'atome | est repéree par la donnée de

trois coordonnees entieres Ny, Ny, Niz:
ri-al njgex + njy€y * Njzez ) {(IV-95)
ta est la maille élementaire du cristal supposé ici cubique pour simplifier:

€x.€y.€; SONL les vecleurs unitaires le long des axes du cristal dans les trois

directions d'espace). La [onction de corrélation de {indice, indépendante du

lemps secrit alors; 2 - - - - 3
g ~ _ ey 5[r-x ] 8[r-p-r )} d°F
Plp mh = == ~ : (IV-96)
1.,]
lot? - LT
= ,.S: 8{x -1, Pl
4 i3

€l on oblient mmmedialement a Jaide de tIV-79) la distribution du
ravonnement diffuse dans fa direction K (ce rayonnement est a la

frequence w, la diffusion est elastique):

£ C
— 4] —_ {K.(r =r )
S{K,v} = IC? fo]? B ({v-w) Z e b
3 .
S 1] (IV-97)
£t c -
] — 1K.r
= [C1? |a]® §(v-w) Z e ! lz
8 i

On voit alors apparaitre de facon clamre dans (IV-97) l'interférence des
contributions de chaque atome a la diffusion. La somme des exponentielies

complexes dans (}V-97) se [actorise suivant les trois directions d'espace. En
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appelant Ng le nombre datomes le long de chaque direction ( cristal

cubrgue de cote Nga: on a evidemment N~ Ngib. on obtient:

K N a 2

K N ay ]z K, N, 3y |? Sin[ z o

in 51in 2

£ C i [ 2 ] [ 2

= L8 e P8 v mw) e X X K a

S(K,v) = ict® fel K a K_a :

, 8 x A sin|——
(IV~98)

Le diagramme de ravonnemen! apparail comme le produit de trois
fonctions dependam respectivement de Kx Ky K;. Ce sont des fonctions de

diffraction bien connues qui presentent des maxima pour:

/ 21
K =m -
w» H a
T
{ K =m 2— {IV-59)
¥ ¥y a
21T
K =m —
2 z a

GU my.my.my soni trois entiers quelconques. La largeur de chacun des pics
autour d un maximum est AK= 1/(Nga), ce qui décrit simplement {'effet de
diffraction global du cristal ( les pics deviennent infiniment fins a la limite
ou la taille du cﬁ?{lal est infinie]

Pour déterminer les directions de diffusion définies par les relations
fIV-9R), on utilise une construction geometrique classique. Représentons le
vecteur K dans l'espace en lui choisissant une origine fize O ( voir Fig29).
Les relations (IV-99) montrent que la diffusion nest non nulle que si
lextremite de K appartient a un reseau de points defini a partir de O par
les coordonnees mx{2n/a). my{2n/al, my(2n/a). Ce reseau, représenteé
seulement selon deux dimensions sur la Fig (29) sappelle le reseau
reciprogue. Pour achever la determination de ¥ il [aut egalement tenir

comple d une autre condition. K represente un transfert de vecteur d'onde
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au cours dune diffusion elastique: cest donc la base dun triangle isccele
dont les coles sont les vecteurs kg et kn ( voir Fig 29). It suffit donc de
choisir un point M quelcongue du reseau reciproque et de delerminer es
intersections des cercles {sphéres dans I'espace) de centres O et M el de
rayon K. On obtient ainsi les sommets possibles du triangle isocéle en
question, dont I'angle 8 est précisément I'angle de diffusion cherché. Nous
vovons que celle construction détermine en faijt ko pour un cristal
d'orientation donnée {déterminée par les vecteurs ex.ey.e;). En fait. dans
une experience cest en geéneral la direction du faisceau de rayons X
incident qui est fixée et on tourne le cristal jusqu'a obtenir ta disposition
souhaitée. Une autre méthode, plus élégante, consiste 2 réduire le cristal en
poudre. Il existe alors toujours des microcristauy orientés dans la bonne
direction pour permettre ia diffusion dans I'angle 6. On observe alors des
cones de ravonnement, de revolution autour de a direction du faisceau

incident. La détermination des angles 8, dits “angles de Bragg” est

immediate. On a par simple inspection de la figure:

8
K = 2k sin - {IV-~100)
2
soil en remplacant K par ses valeurs possibles:
g A
sin — = «— sz + m? o+ gt {Iv—-101)
2 2a X 3 2

On voit qu'il n'y a de solution autre que la solution triviale 6 = 0 que si A/2a
est inférieur a l'unite. On retrouve le fait quaux grandes longueur donde
une distribution reguliere d'atomes ne diffuse que vers I'avant! La diffusion
de Bragg, qui permet de reconstruire directement le reseay reciprogue est

un autll puissant d'étude de systemes cristallins. On peul en élendre ['usage
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a la diffusion par des structures plus complexes, molecules biologiques
etc..Le principe est toujours le méme: par transformée de Fourier de la
[igure de diffraction. on remonte 2 la structure de l'objet. Remarquons pour
finir que cette diffusion est un phénomeéne cohérent: les champs rayonnes

par les differents atomes interférent. Lintensite des pics est

proportionnelle a N2.

Remarqgue: 4 f2 fimite des res courtes longueurs donde /apororimation
dipolarre efectrigue gue nous faisons daps oo trartement pour decrire /2
reponse Jde chaque atome  nest plus justitiee. Nous sommes precsement
Jidns un cias ou A est de Jordre de J2 dimension JOmIQuUe et nous avons v
du chaprtre 11 gu il faut alors tenir coqipte egalement du ravennemen! de
fa distribution Quadrupolaire des charges (amsi que des autres termes
mu/fzpofa/fe.v evemquels! . Le ravonnement de chague atome nest alors
plus donpe c’.rd(.‘!c’ﬂ)é’ﬁ[ par lerpression (/V-68) Cefa signdie srmplement
gue fe terme /(. ~ gur se factorise daps /' expression du champ dilusé est
en toute rigueur different ov terme aipolaire pour des rayons £, Toute

lanalvse faite icr qui concerne fe didggramme de ravonnement diffuse par fe
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aYIsIa) Jde facon coherente reste bren sur valable.  Les directions de Bragg
detimes plus havt sonl evidemment correcies. e facon generate. fe terme
de dependance en K de la dutvsion qur pe depend gque de la JF de iz
Jonction de correlauon des posiiions alogugues reste le meéme.  Seule
change [a dependance  angulaire globale contepue dans Je cas dipolaire
dans le terme /CR On doit en fart remplacer ce terme par fe
lerme  orrespondant  decrivant /e diagramme de  raveonnemen!

CAraclerisiigue des multipiles .

¢/ Diffusion par un miliey continu statigue avec inhomogeneites

spatiales.

Revenons maintenant a la diffusion par un milieu continu, dans
lequel on peut negliger la structure atomique ( diffusion dun champ
optigue de longueur d onde grande devant la distance entre atomes). Nous
Suppostuns que le milieu est statique, mais qu'il presente des variations
spatiales alealoires dindice (fluctuation de densité ou de polarisabilite). [l
s'agit par exemple d'un crista) avec defauts, ou d'un verre Inhomogene,

On ecrira. en définissanl un indice moyen én el une partie
spatialement fluctuante dng(rj -

5nir) = &n + én, (r) (IV-102)

avec, par definition:

J-Bn, (r) d4°f = ¢ (IV-103)
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On peut alors mettre {a fonction de corrélation T(p | (qui ne depend pas

de 1 dans ce cas) sous la forme:

Cp) = J [ISnF+ n*sn {;“;)+8n: (F)8n + 8n' (r) ¥n (r-p)[d’r (IV-104)

Le premier terme en PnjZ dans (IV-104) contribue uniguement 4 la

diffusion cohérente vers 'avant { il correspond a {a composante diffusée en

8K etudiée au § précédent). Quant aux deuxiéme et troisieme terme dans

f1V-104). ils sont manifestement nuls d'aprés (IV-103). Ainsi, on peut

separer [(p ,1) en deux termes, le premier decrivant la diffusion cohérente
vers l'avant par [a partie homogéne de 'indice, le second la diffusion par Jes

fluctuations de l'indice autour de sa movenne:

Cip) = V |8nl® + [ (p) (IV-105)
Dans (1V-105). Tr{p ) est défini par:

I {(p) = J. 5n’ (r) &n, (r-p) d’r {(IV-106)
f

Ston sinteresse uniquement a 1a diffusion tatérale dans une direction K= 0,

on peut remplacer dans expression {1V-891T(p ) par Tlp )

(IV-107}
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el la distribution de la lumiere diffusee lateralement apparail simplement
comme la transformee de Fourier spatiale de la_fonction de correlation de |a

{luctuation d'indice. Une distribution aleatoire de "defauts” avant chacun

une dimension de lordre de pp se manifeste par le fait que T'flp } a une
longueur de corrélation de Fordre de po. La lumiere diffusee est alors
repartie sur une largeur angulaire A/pg caraciécistique de la poriée de ces
fiuctuations. On comprend ainsi qu'un cristal imparfait diffuse de ta lumiere
ainsi quun verre inhomogene. L'ouverture angulaire du diagramme de
diffusion est d'autant plus grande que pg est pius pelit. A la limite ou la
taille des fluctuations devient de l'ordre de ia longueur d'onde, la diffusion

devien! quasimen! {sotrope.

I'rip } peut egalement étre une fonclion périodique dont ia
periodicite spatiale est comparable a Ja longueur donde de la lumiere
'milieu avant upe siructure de reseau) : la diffusion s'effectuera alors dans
les directions discréetes correspondant a la T.F. de cette fonction periodique,
NOUS retrouverons ce probleme plus loin lorsque nous nous interesserons
plus generalement 2 la diffusion par des ondes acoustiques qui se

propagent dans le milieu.

d) Diffusion Rayleigh par un gaz parfait.

Abordons maintenant la diffusion de la lumiere par un gaz datomes.
Il sagit fa bien sir d'un probleme de trés grande importance pratique. La
diffusion atmospherique joue un role essentiel dans la vie quotidienne. On
comprend tout de suite a la fumiere de I'analyse qui précede que le modéle
stattyue dun gaz avant une distribution uniforme de particules est

inadequat: un tel gaz ne diffuserajt rien. Or l'expérience monire que |air
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diffuse plus de tumiere qu'un cristal parfait, maigre une difference de lrois
a quaire ordres de grandeur en densite! La diffusion par un gaz est donc

une manifestation eclatante des fluctuations locales de densite. Nous nous

proposons d'étudier ce phenomene icl. comme exemple interessant du lien
entre 1a theorie électromagnetique et la mécanique statistique.

Les atomes d'un gaz se dépacent dans le milieu et les fluctuations de
lindice sont essentiellement liées aux variations de densité locale dues au
mouvement des atomes. Pour ne pas trop compliquer: nous admettrons
gue la polarisabilite ajiew! est la méme pour tous les atomes et
indépendante du temps. Les fluctuations de [indice refletent alors

uniquement celle de la densité dans le gaz. On posera donc:
daplet) = {(w/2iénpr.t/ {1V-108)

ou dnanclation sa/rguel est la fluctuation de densité autour de la densite
movenne, responsable de la [luctuation d'indice. On notera que b7 est
homogeéne a l'inverse d'un volume alors que énr est sans dimension { a est
un volumel. Contrairement au cas statique du § précedent, les fluctuations
dependent a present de r g1 de t. On définit alors comme au § precéedent la

fonction de correlation spatio-temporelle des [luctuations d'indice;

- led®

i d -
r, e, =—-—4——-—I‘f {p,T)

{IVv-109)

qui est directement proportionnelle 2 ia fonction de corrélation spatio-

temporelte des fluctuations de densite Tldip 1)

Cees (p.,T) = ‘{ Snr(;,t) 5n (r-p,t-t) d’r (IV-110)
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La distribution angulaire et spectrale du ravonnement dans loute direction

E=0 secrit alors:

—

LS R L {(IV-111)

e
K.

EDC‘ Iclz {05[2

d = |
S(R.v) = f L el e

2 8T

Nous allons nous intéresser successivement 2 la distribution angulaire de
lintensite globale diffusée dans chaque direction, puis au spectre de ia

lumiere diffusee.

{1} Intensité globale S(K) diffusée dans une direction donnée.

Cette quantité s'obtient en intégrant (IV-111) surv (voir equ JV-90):

— e

K ° 1% fe]? Jr;‘“(;,m el®- % g%, (IV-112)

[l nous faut donc evatuer la fonction de correlation purement spatjale des

[luctuations de densité dans un gaz parfait:

r r-p 3T (IV-113)
e (5,01 = J sn (r.t) &n (r-p,t) &’r
f
Cetle quantite mesure les correjations entre les fluctuations de deuyx

cellules du gaz au_meme instant. Par définition méme d'un gaz parfait

forme de particules sans interaction. cetle quantite est praportionnelie 2 la
distribution 8(p ). En effet, dire que toutes les configuralions du gaz sont
equiprobables revient a dire quil y a autant de chance de trouver dans
deux cellules arbitrairement proches des fluctuations de meéme signe ou de
signe contraire. La movenne sur le temps t exprimée par la barre dans (IV-

FIO1 signifie que toutes ces conligurations equiprobables sont explorees et
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On ne peut que trouver I« des tors que p =0, 1l ne nous reste plus qua

preciser 12 valeur de Teldi08.0), cest a dire evaluer ta movenne du carre de

fa fluctuation de densite en un point;

4 (0,00 = f [8n (r.t)|* &°r (IV-114)

Considerons une celluje de volume AV arbitrairement petit de gaz au

point r. Dans cetle cellule. Ia fluctuation du nombre de molecules est

dnar,t/ AV . Or nous savons que ia valeur guadratique movenne de la
ffuctuation du nombre de molécules dans une celiule est la racine du

nombre de molecules quelle contient. D'ou:

S nAr A2 (aV 2« N AV (IV-115)

Soit:
{&narih2 « N/AV (IV-116)

Remplacons maintenant lintegrale dans (I1V-114) par une somme discréte

portant sur des volumes AV 1dentiques pavant le volume V. On obtient:
Fedio.0) = NV/AVN/AV (1V-117)

Bien sur I‘r{d’(FO] est devenue dans cetle opération de discrétisation une
drstribution de support AV. A {a limite ol AV tend vers Zéro, une
distribution de support AV et de valeur N/AV tend manifestement vers la

distribution de Dirac N &lp ). Ainsi:
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Feldip 01N S§ip ! {IV-118}

Reportant cette expression dans {(1V-112) on constate que la diffusion
pac les fluctuations de densité du gaz est repartie de facon isotrope (2 la

dependance angulaire de |C!Z pres) et est proportionnelie au nombre total

de molecules du gaz N (et non a son carrél);

£ cC
0

8

S(K=0} = 1% Jed® X (TV-119)

Pour calculer lintensite totale diffusée par un gaz il suffit donc de
multiplier par le nombre total de molécules l'intensité moyenne que diffuse
une molécule unique dans la méme direction (terme (epc/g) 1C121af2). 11
ny a pas dinterférence entre atomes différents: [a diffusion est
incoherente, Ce resultat simple est bien sor di au caractere aléatoire de la
distribution des atomes dans le milieu. Les champs émis par des atomes
differents ne peuvent interferer que vers I'avant, Lateralement, toutes les
interferences sont brouillees ce qui est une consequence de ['absence de
correlations des densites en deux points distincts. Lintensité diffusée
lateralement, qui fait intervenir un carré de fluctuation (equ IV-110)
apparan finalement comme proportjonnelle au nombre datomes car la
valeur movenne du carre dune fluctuation est precisement égale au

nombre de particules dans une cefluje!
(it) Spectre de {a lumiere diffusee:
Pour evaluer la dependance specirate de la lumiére diffusee. il nous

laut connaitre non plus seulement I d(p 0). mais plus généralement

ri'dip 1) Le caleul complet de cette expression, du ressort de |a
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Mecanique statistique. sorl du cadre de ce cours. Bornons nous ici a une
analvse gualitative. La correlation Teld){p 1) dépend manifestement de la
probabilite de trouver une méme molécule en un point r 4 un instant t el
au point r+p 2 linstant t+1.  Si scule n'a pa i C

pepdant je temps 1. cette probabilité est directement reliée a la probabilite

de trouver dans le gaz une molécule de vitesse v=p /1 dontl on sait quiil
sagit dune loi de probabilité gaussienne ( distribution de Maxwell des
vitessesl. On trouve ainsi dans lIa fonction de corrélation cherchee un terme
en exp { -p 2/{1v)2) ou v est une vitesse caractéristique égale 2 un
facteur de l'ordre de l'unite pres a la vitesse quadratique moyenne des
molecules { on constate sans peine qu'une telle fonction tend bien vers la
distribution 8(p } lorsque 1 tend vers zéro). La transformée de Fourier
spatiale de cette fonction donne une Gaussienne de largeur inverse, cest a
dire une fonction de la forme exp(-(1v)2K2). En effectuant finalement la
transformeée de Fourier temporelle de cette  fonction, on obtient un
spectre en exp(-{v-w)2/v2K2): La {umiére émise dans la direction K
presenle un elargissement spectral de l'ordre de vK. 1l s'agit de leffet
Doppler: les dipdles animes de vilesses differentes rayonnent a des
frequences differentes dans la direction dobservation sur une largeur
spectrale proportionnelle a la vitesse movenne des molécules. Notons que le
spectre Doppler est correle a la drection d'observation: dans une direction
proche de la direction avant (K petit), Jelargissement est faible. [} est au
contraire maximum vers larriere ( K« 2ky prend sa valeur maximale). ||
est facile de comprendre cet effet par une simple analyse qualitative de
leflet dont e soin est laisse au lecteur.

Enfin, il faut egalement tenir compte dans ['expressidn de Ifldp 1)
du fail que seule une fraction des molecules n'a pas subi de collision

pendant I'intervalle 1 et ajouter la contribution éventuelle des molécules
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avant subt des collisions pendant ce temps. En premiere approximation. on
multipliera donc fa fonction de correlation donnee ci-dessus par it)= expi-
/1cot!. probabilite pour gu'une molecule n'ait pas sub; de collision pendant
Tlvorr §IV-1: te0)= /v est le temps de collision et [ le parcours moyen/. La
transformee de Fourier de {1t} étant une Lorentzienne, e specire obtenu
sera donc le produit de convolution de la gaussienne décrivant leffet
Doppler par la lorentzienne de largeur [/tcq1= v/ décrivant [effet des
collisions ( profil de Voigl; voir § [V-2). A faible pression ( [»1) les
collisions sont négligeables et l'élargissement Doppler domine. A forte
pression (>4} c'est au contraire [‘élargissement collisionnel qui s'impose.(*)
Remargue: Notons que Jintensite diffusee depend de la longueur
donde @ du rayonnement incident par [iplermédizire de /2 reponse
atomigue @ 1vorr chaprire f11). A Iz limite des frequences laibles devant
fes Jrequences de resonance moféculaires ( diffusion Raviejgh) Jai est

proporironnel i W er fa diffusion dv gaz crost 1rés vite avec la lréquence.

Cest ce qur expligue fa covleur bleve du ciel .
el Diffusion par une onde acoustique, Effet Brillouin,

Considerons pour finir une onde de fluctuation de densite dans un
milieu matérie! (onde acoustique sonore ou hypersonore dans un liquide,

un solide ou un gaz). Cette onde produit une variation d'indice de la forme -

- (IV-120)

= ;. Lr-w )
n=mn_ +n cos(}'s .

k: el we sont les vecteurs donde el pulsation de l'onde awurfi'qt)gdom la

vitesse de phase dans le milieu esl;

) Notons qu'il faudrait en toute rigueur ajouterdms!expression de Itp, 1} la
§9ntribution des molecules avant subi une oy plusieurs collisions pendant
I'intervalle de temps 1. Ces contributions quj deviennent importantes a
forte‘prelssion dependent des potentiels d'interaction entre molecules. Ces
contributions induisent des corrections non Lorentziennes au profil spectral.
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{(IV-121)
Vs = ws/ks

La lumiere diffusée dans une direction K = 0 ne peut provenir que de la
fonction de correlation des [luctuations de l'indice et ['on trouve, aprés un

raisonnement identique a celui fait plus haut;

- - - T _ 37 -
Fr (p,7) = n® '{cos(ks.ruwsto) cos[k‘ {r-p) w, (to t)] &°r (IV-122)

Developpons les cosinus. On obtient:

e s o d3r

(Iv-123)

La movenne sur g trepresentee par la barre) annule les deux dernjers

termes oscillant dans 11V-123) Il reste simplement :

C,oie.T) = V — cos (k_.p-w T (IV-124)
2 5

et la foncuon de correlation de 'indice a la structure de l'onde acousligue.
La TF de 1}1V-124). decompousee en deus exponentielles. donne zlors la
distribution S(Kv) comme une somme de deuy termes, TF spatio-

lempaorelles de fonctions constantes:
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StKv) = SHK vl « 520K v (IV-125)

S1 n'est donc non nul que pour:

K=-kselv=uw-us (IV-126)

Quant a Sz. il n'est non nul que si

K=ks elvs=orug (1vV-127)

P

On oblient dailleurs immediatement les valeurs de Sy et S» dans les

directions respectives ou ces termes sont non nuls;

o

1 8 8

7

A
I
i

!
<
It

{Cj? v? nf 8{v—w+wsJ (IV-128)

w
Pl
1l
=}
<
]

[c]? wv? nf S(V—w—ws) (IV-129}

Nous pouvons recrire les formutes (1V-126 et 127) sous une forme
equivalente en posant:

ko~ kg ( vecteur d'onde diffuse) (IV-130)
et en remplacant K par sa valeur kyg-kg { voir equlV-72). La condition

(IV-128) devient alors:

Ka=kn-ks el v =w-ux (IV-131)

et la condriion {1V-]129):

Kg-Kn<ke €l v= wews (1V-132)
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La diffusion seffectue donc dans deux directions et a deux
frequences bien definies.

Avant d'interpréter physiguement ces deux condilions, COmMeENCons
par estimer quelques ordres de grandeur. Les frequences el vecteurs

d'onde optiques ont comme valeurs typiques:

21

v — o~ 10"t

e wan~ 10'¢s™t . jk | ~ [k

Ouant 2 I'onde acoustique, sa fréquence el sa vitesse de phase sont  Variabkg daxs
Une ‘0.(3& 30"1"“6« ¢ Novs Pru\c‘-l’oni Pa.n. Citmp!b:

e w ~ 10%s"! (onde acoustique de 100 MHz )
4

v o~ 10* m/s {vitesse du son dans un solide)
5

ce qui correspond a un vecleur donde trés petit devant les vecteurs d'onde

opliques:
ws

ko= — = 6.10'm" " & [k 1 . IkaI
v

La diffusion seffectue ainst (voir equiV-131 et 132) avec changement trés
petit de vecteur donde optique, cest-2-dire sous tout petit angle.

Envisageons maintenant successivement les deux sofutions {IV-131)et (IV-

132

(1} Solution kg = ko*ks Vv = wws
La [igure (30) montre 1a disposition des trois vecteurs d'onde dans ce

cas. ks et kg ayant pratiquement méme module, le triangle formé par les

trois vecleur d'onde est isocele et l'on a
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snlB/21 = Ko/ 2k0 (1V-1331

Tout se passe comme si le vecteur d'onde incident etait reflechi suivant la
lot de Descartes ( reflexion spéculaire) sur les plans donde acoustique
normaux a k. fincidence sur ces plans d'onde étant trés “rasante” { elle se
fait sous I'angle (n-6)/2. La condition (IV-133) est alors tres claire: elle
correspond a I'angle pour lequel la réflexion sur deux maxima successifs de
tonde acoustique renvoie en phase la lumiére dans la direction speculaire.

Il s agit d'une condition similaire 2 la condition de Bragg pour la diffusion

des ravons X.

ity
P —
—=h_ J* kv
—_— 0
Fig 30

Quant a la condition sur les fréquences, elle s explique toujours par
teffet Doppler: 1a frequence v du champ diffuse est plus elevée que celle du
champ incident parce que la lumiere est ‘refiéchie” sur des plans d'onde qui
vont vers la source: la projection de la vitesse des plans d'onde acoustique
sur la direction du vecteur d'onde mcident est vesin{6/2). Tout se passe
donc comme si la jlumiére reflechje” sur les plans d'onde provenait dune
Image se dirigeant vers {'observateur a ja vitesse 2vesin(B/2) et on predit
un deplacement Doppler vers fe bleu egal a 2w(ve/cisinio/2) Remplacant

alors sint6/21 par sa valeur (IV-133). on met ce deplacement de fréquence
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sous la forme oive/cHKkerknl qui nest autre que ws (compte tenu des
refations de dispersion entre w et kg d'une part el wg et kg dautre part). On

retrouve bien la condition {1V-1311 sur tes frequences!

il Solution kg=kp-Keet v =ik .
La figure \31) represenie maintenant la situation. Cette fois l'onde se
réflechit sur l'arriére des plans d'onde . La condition de Bragg est la meéme
el le decalage de frequence est maintenant négatif: f'onde est en effet
reflechie par des plans donde qui s'eloignent de la source. Nous ne

recommencerons pas les calculs qui sont similaires a ceux que nous avons

développes plus haut,

k,

e o hd\g

Fig 3i

L effet de diffusion sur des undes acoustiques dans un solide, un liquide ou
un gaz porte le nom deffet Brillouin ou encore deffel acousto-optique. If
peut etre utlise pour eludier les proprietés des ondes acoustiques dans les
nnlteux [ etude experimentale des relations de dispersion entre Ks et ws}. |1
peut egalement elre emplove en physique des lasers pour modifier la
direction ou la frequence d un faisceau lumineux. On genére par exemple
dans un cristal a un instant donne une onde acoustique qui permet de
deflechir en un temps tres court le faisceau d'un laser et de déplacer sa
frequence.

Notons pour" finic que leffet Brillouin decrit ici est bien entendu un

phenomene de diffusion coherente: on le voit en particulier auv fait que les
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intensites diffusees 11V-1281 et {1V~ (29 sont proportionnelles a V2n2, donc

au carre du nombre d aiomes.

hon
P
PLOEO\’L Pi%’iw ,}1 ¥
X
P‘nonow Fkoh‘n Pkobf\ '
1N ko Ry
Fa 32
fyg 32 —3=
Remargue: Les relations (7V-131/ el (fV-132] ont vne

mIerpre1anon phvsique lres simple si fon se represenle le processus de
dirusion Briffoumn en lermes quantiques . L onde acoustique peut en efiel,
lovl comme fe champ oplique élre décarite 7 /arde de gquanta de vibration,
les phonons, fiks el fas sont alors limpulsion et fénergre o up phonon, lout
comme AR . hw et Sky Hv sont respectivement /energie-impulsion du
photon mnadent el celle dv photon diffusé. Le processus (1) éudie c/-dessus
correspond alors 3 /anpihilaton du photon incident et dun phonon de
/onde acoustigue el [a areation simultanee d un photon diftusé (voir Fg 7el
Les relations (/17-131) ne sont rien dauvire que [erpression de /g
qurservalion de /energie e de limpulsion de lensemble champ oplrgue «
pulfer diftuseur av cours de ce processus. [e méme Je meécanssme de
difTusren (il correspond 2 ] anmibilation du pAOLon mordent et 2 la creation
simuhianee du photon diftvse et o vn phonon (vosr g 33/ . Les refations

11V -1.327 expriment 17 copservation d energie el dimpulsion dans ce cas.
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CEAPITRE V |
CHAMPS DANS LA MATIERE. MILIEUX LINEAIRES.

Nous abordons dans ce Chapitre le probléme général de la propagation
des ondes électromagnétiques dans un miliey matériel. Nous avons vu au
Chapitre 11 -sur un exemple trés simple- que le champ traversant la
matiere résultait de l'interférence entre le champ “incident" (crée par les
sources extérieures) et le champ diffusé vers I'avant par les charges du
milieu. Il nous faut maintenant généraliser et formaliser ce point de vue en

établissant et en analysant les équations de propagation du champ dans un

miliet matériel.

Dans un premier temps, il nous faut définir ce qu'on appelle "champ"
dans le milieu mateériel : il est clair que les distributions des charges et de
courant -et donc les champs- sont en fait des fonctions tres compliquées de
la position instantanée des atomes, des molécules ou des ions et des
electrons dans ces systémes. Les champs ont donc une structure
microscopique -variant sur des dimensions de l'ordre de I'angstrom. lis
doivent aussi avoir une variation "lente” sur des distances caracléristiques
de l'ordre de la longueur d'onde A dans le milieu (c'est-a-dire de l'ordre de
quelques milliers d'A dans le domaine optique}. En général, les effets
physiques auxquels on s'intéresse sont insensibles a la structure
microscopique des champs {par exemple. la mesure du champ implique
I'introduction d'une sonde dont les dimensions sont toujours tres grandes

devant les dimensions atomiques). Par contre, ces effets sont sensibles a {a
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variation du champ a ['‘échelle de la longueur d'onde (effets de propagation,
d'interference. de diffraction). On renoncera donc en général a chercher a
décrire 1a structure microscopique des champs et des courants, pour

s'interesser 2 lévolution de champs movennés sur une distance

caractéristique sg inlermédiaire entre la dimension atomique et 1a longueur
d'onde. Nous précisons donc pour commencer (§ V-1°) cette notion de
champ moyen que l'on appelle le champ macroscopique dans le milieu. ]I
apparait alors immédiatement que les champs électriques et magnétiques
macroscopiques dépendent de distributions moyennées de charges et de
courants dans le milieu. If est commode de séparer dans ces distributions
une contribution provenant des charges susceptibles de se déplacer sur de
grandes distances dans le milieu (ions, électrons de conduction) et une
contribution provenant des charges "liées”, localisées dans les atomes,
molécules ou ions du milieu (noyaux, électrons liés aux noyaux..). Nous
montrerons au § V-2 que les distributions moyennes de charges et de
courants associees aux particules liees s'expriment simplement a partir d'un
developpemen! en puissances de ag/A [aisani apparaiire comme termes
successifs la densité de moment dipolaire électrique moyen P(rt), la
densité de moment dipolaire magnétique moyen Mir,t), la densité de
moment quadrupolaire électrigue Q(r.l) etc... Nous serons alors en mesure
de donner l'expression générale des équations de Maxwell dans la matiére
qui couplent les champs moyens & ces densités de dipdles et de
quadrupoles {§ V-3). Nous analyserons ensuite le contenu physique de ces
equations en etudiant comment la conservation de l'énergie du systéme
champ-milieu materiel s’y exprime (§ V-4). Pour résoudre ces équations, il
nous faut évidemment étre capables de calculer les densités des dipoles,

quadrupoles associees aux atomes et molécules du milieu ainsi que la
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densité de courant macroscopique dans le milieu. Ces distributions sont
elles-méme induites par fes champs. En premiére approximation, pour des
champs suffisamment faibles, on suppose que les distributions induites de
dipoles et de courants sont proportionnelles aux champs. Cest I'hypothése
de la réponse linéaire du milieu, On définit cette réponse linéaire par la
donnée de quantités complexes, généralement tensorielles et dépendant de
la fréquence que l'on appelie les susceptibilités linéaires du milieu (la
conductivité électrique, la susceptibilité électrique et la susceptibilite
magnétique). Nous définissons ces susceptibilités au §V-5 el nous nous
restreignons dans la suite au cas ou elles sont scalaires (milieux isotropes).
Nous discutons ensuite du caractére généralement complexe de ces
susceptibilités et les relions directement aux quantités d'énergie échangées
entre le champ et le milieu ( §V-6). Nous montrons ensuite que le principe
de causalité ( qui exprime que le milieu ne peut répondre 4 un champ
avant que celui-ci ne soit présent) entraine en général des contrainles tres
précises sur les susceptibilités, et en particulier 'existence d'une relation
remarquabie entre leurs parties réelle el imaginaire ( relations de Kramers-
Kronig; §V-7). Nous abordons ensuite la description de différents lypes de
milieux presentant une polarisation de nature electrique ou magneétique en
commencant par analyser la reponse linéaire de ces milieux au niveau
moleculaire. Nous faisons la distinction entre deux types de réponses
linéaires de natures différentes, celle des milieus polaires dans lesquels les
dipdles macroscopiques sont, au moins en partie, produits par l'orientation
dans le champ de dipdles microscopiques initialement distribués de facon
aleatoire et celle des milieux non polaires dans lesquels il ne préexiste pas
de dipoles, mais ol ceux-¢i sont induits sur chaque atome par le champ.,

Nous passons en revue ces deux types de milieux, dans fe cas d'une
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polarisation de nature dipdlaire €lectrique aussi bien que dans celui d'une
polarisation de nature magnétique ( les milieux polaires etant dans ce
dernier cas appelés ‘paramagnétiques” et les milieux non polaires
"diamagnétiques”) (8V-8). Nous mentionnons également dans ce
paragraphe l'existence du magnétisme dorigine nucléaire et donnons une
description qualitative d'une expérience de Résonance Magnétique
Nucléaire. Nous abordons ensuite un probléme important dont la
résolution conditionne le calcul des susceptibilités: le champ agissant en
moyenne sur un alome ou une molécule du milieu n'est en toute rigueur
pas le champ macroscopique que nous avons défini plus haut, Du fait de ses
interactions avec ses voisines, une molécule perturbe son environnement
qui est donc en moyenne différent de celui d'un point quelconque du
milieu. Le champ moyen produit sur une mofécule par toutes les autres
charges du probléme s'appelle le champ local. Nous analysons au §V-9 la
relation entre champ focal et champ macroscopique et donnons une
expression assez genérale du champ local. Nous montrons également que
champ local et champ macroscopique se confondent dans un milieu dilué.
Nous sommes alors en mesure de donner lexpression générale de la
suceptibilité lineaire d'un milieu dielectrique (§V-10). Nous montrons que
pour un milieu non polaire cette expression se déduit trés simplement du
calcul gquantique des polarisabilités atomiques fait au Chapitre 111 et nous
justifions le modéle classique de {'¢lectron de Thomson: lorsquon cherche i
decrire les propriétés dielectriques d'un milieu non polaire, tout se passe a
'approximation linéaire comme si ce milieu était constitué par un ensemble
d'electrons elastiquement liés inleragissant avec le champ. La mécanique
quantique fournit les frequences d'oscillation de ces électrons, qui sont

egalement les [réquences pour lesquelles le milieu absorbe de l'énergie
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electromagnetique. On peul interpréter ce phénomeéne d'absorption en
termes de photons en définissant la probabilité d'absorption par unité de
temps d'un photon par l'atome, proportionnelle 2 l'intensité du champ.
Nous montrons ensuite comment on peut créer une situation dans laquelle
le milieu diélectrique, au lieu d'absorber, amplifie le champ par émission
induite de photons (§V-11) . Ce processus, symétrique du phénomeéne
d'absorption, ne peut étre compris que dans une théorie quantique du
milieu atomique et n'a pas déquivalent dans le modéle de l'électron
classique élastiquement lie. Ce phénoméne joue évidemment un role
essentiel dans les lasers. Le § V-12 est consacré au calcul simple et
classique de la conductivité d'un métal. Ici encore un modele classique
d'électrons libre ( modéle de Drude) décrit tout au moins qualitativement
assez bien les propriétés, en dernier ressort guantiques , du meétal. Nous
abordons enfin le probléme de la propagation du champ dans un milieu
matériel homogéne et isotrope au §V-13 ol nous étudions ia propagation
dans un diélectrique isolant { propriétés de l'indice de réfraction complexe)
et dans un métal ( étude de l'effet de peau, de leffet de coupure a haute
fréquence). L'étude du probléme de propagation doit étre complétée par
celle du passage du champ d'un milieu 4 un autre: les sources du champ
sont en effet généralement extérieures au milieu et il est essentie] de
determiner comment le champ se raccorde entre le vide et un milieu
materiel et pius généralement entre deux milieux (§V-14). Nous retrouvons
alors les lois bien connues de la réflexion et de la transmission par une
interface entre deux diélectrigues ( lois de Snell- Descartes et relations de

Fresnel) ainsi que les propriétes réflectrices des métaux,
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1°) Notion de champ macroscopique dans un miliey mateériel

En toute rigueur, les équations de Maxwell "dans le vide™ sont

toujours valables : tout milieu matériel est en effet "vide” a l'échelle

microscopique et il est possible d'écrire pour les champs microscopigues

locaux e et b les équations :

/

- p - ok
V.e = — : V.b = 0
£
J 0
ag 1 1 {v—-1)
Fxe=-2 1, $xb-23. 3
ot c? At aocz

ou p et sont les distributions microscopiques de charges et de courants.
Par leur compiexité, ces quantités ne sonl cependant d'aucune utilité en
général. On s'intéressera donc plutdt a des champs "macroscopiques” E et B
obtenus en faisant la moyenne de e el b autour de chaque point r du
milieu, sur un volume de dimension linéaire sg  intermédiaire entre
['échelle atomique el 1a longueur d'onde ;
a s K A, (V-2)

a est la distance interatomique ou moléculaire moyenne dans le milieu et Ag
la longueur d'onde caraciéristique de {'onde. Pour un milieu condensé, a est
de l'ordre de quelques ag , rayon de Bohr. Pour un gaz dilué, a peut valoir

quelques centaines dangstroms. La relation (V-2) implique que lon

moyenne sur un volume contenant beaucoup d'atomes, mais petit devant Ag
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O e ] ———

(Fig 1). Ce procédé de moyennage cesse d'éire valable pour décrire des
milieur extrémement dilués interagissant avec des champs optigues ou
encore [a prdpagation des champs de longueur d'onde trés courte {rayons X)

dans un solide (cristal pour lequel a ~ Rg). Pour effectuer
mathématiquement cetlte opération de moyennage, on introduit une
“fonction de lissage” W(s) de largeur sg normalisée a l'unité et a symétrie
sphérique el I'on pose :

d%s W(s) elr-s,t)

J
J

E(r.t) =

B(r.t) = | a&%s W(s) b(r-s, t)

avec une definition analogue pour les densités moyennes des charges et

courants ;

d’s W(s) plr-s,t)

-~
K
"1
o
-
i

(V-4)

a’s W(s) 3(r-s,t)

f
e - ]

~
L)

N

‘n

<
i}
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Nous admettrons -on peut sen coavaincre aisément- que la forme
analytique exacte et la largeur sg de la fonction de lissage (pourvu qu'elle
gatisfasse a la relation V-2) importient peu : les valeurs moyennes obtenues
n'en dépendent en général que de facon tout a fait négligeable, a condition
qu'il v ait beaucoup d'atomes dans sg3 et que les propriétés statistiques du
milieu (densité des atomes ou des molécules) varient peu sur la dimension

so. On peut pour fixer les idées choisir une forme analytique simple pour

Wi(s):

W(s) = — e (V-5)

Cette forme a le mérite d'étre dérivable pour tout s et de correspondre a un
lissage régulier. (Il est préférable, puisque nous serons amenés a dériver
cette fonction de lissage, d'éviter les fonctions créneaux qui présentent une
discontinuité brutale sur leur frontiére).

L'opération de moyennage ainsi définie étant linéaire et commutant
manifestement avec les opérations de dérivations par rapport a r et t, on

obtient 2 partir de V-l et V-3

V.B = 0
- - 3B
VxE= - —
Jt
o - < ﬂ, >
{5t plr,c) (V-6)
£
~ -~ 1 8E 1 - -
v X B = — — <J(rft)>
e? t e c?
0

I nous faut donc expliciter maintenant les moyennes <p{r.t}> et <j(r.t}.
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ibutjons movennes des ¢ es et de cou

dipolaires et quadrupolaires du milieu

a) Séparation des densités microscopiques de charges et de courapts

bre" et '

e

En toute généralité, les distributions microscopiques de charge et de

courant s'ecrivent :

.o

Hy

:

il
it

> q, S[r-r (t)]
o (V-7)

JiL, ) S[F-F_ (t) ]

©

a3
\ o 4
oU les sommes portent sur toutes les charges o du milieu. Séparons ces
charges en deux categories :

(i} Les charges "libres” sans structure interne capables de se déplacer
indépendamment les unes des autres dans le milieu {élecirons de

conduction dans un métal..). Appelons qq| ces charges.

(ii) Les charges “liées” 4 un atome ou une molécule {noyaux,
electrons lies). ldentifions par un indice m chaque “entité” alomique,

lonique ou moléculaire (que nous appellerons pour simplifier "molécule”)
et nolons q; les charges elementaires de cette “entité”. On peut alors

decomposer V-7 sous la forme :

{r,t) + Py e (X E) (v-8)

{r,t) + 3.y, (r,t)

_o
"y
¢t

]

P

ltbre

3

i
!
et

it

ltbre
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avec
= = s[r-r_ (t
Plipre (Tot) unt’ [r T, )]
) St (v-9)
: " - v S[r-r_  (t)
Jltbre(r't) Z qch vo:£ [ 05{ ]
[+ 2
L ¢
,
Pl 1 (£, t) = Z Z q; 8[r-r -L7]
J m o {(V-10)

Iite (r.t)

2. 2 g% (v 8% s[E-F, 0" ]
\ m [+

Dans (V-10), rn , vy représentent la position et la vitesse du centre de
. 0
masse de ["entite” m et q‘; . t,‘; 1a position et {a vitesse relative de la charge

q; par rapport 2 ce centre de masse { par exemple position et vitesse des

électrons relativement au noyau dans un atome; voir Fig2).

b} Densites microscopiques de dipéles elecirique et magnetique et de

gquadrupole electrique.

Nous avons vu au Chapitre [II que le rayonnement d'une
distribution de charges et de courants localisee dans un volume petit
devant 2¢3 était commodément défini par la donnée du dipdle électrique et

eventuellement du dipéle magnetique et quadrupoéle électrigque associés a
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cette distribution. Rappelons que nous avons été ameneés a délinir pour un

systéme localis¢ m un dipdle électrique qui avec les notations de ce

Chapitre s'écrit:
Py = & ar T (v-11)
o
De méme le dipdle magnétique de m est:

—
m =
L]

PN | o

- ®
Z g L& x L& (V-12)
&

=
Nous définissons enfin le quadrupole électrique Q'm comme un tenseur dont la
composante ij est:

mt) n 3

/ o o
of =32 q L&« (V-13)
[+

A ces quantités, nous pouvons associer des densités microscopiques de

dipdle électrique et magnétique et de quadrupdle :

St = 2 F S[r-r ]
m
! RE = 2 M 8[r-r_] (V-14)
m
G0 = 2 8/ srr-r.)
mn

c) Valeurs movennes des quantités microscopiques.

(¥} Nous noterons ia différence avec la définition du quadrupole électrique adoptée
au Chapitre 111, ce qui explique Ia notation Q'au lieu de Q. Le tenseur défini ici
posséde une trace non nulle . La présente définition conduit dans Ia suite 4 des
expressions plus simples gue celles que I'on obtiendrait en adoptant la définition
du chapitre I11.
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Passons mainienant au moyennage de ces gquantités microscopigues a

l'aide de la fonction W(s). Généralisant les relations (V-4), on obtient

immédiatement :
{

<ptlbre (r't)) = &Z qa:e w(r"rua)
} ¢ (V-15)
ey e = v W ;“; )
I pee (T EDD Z %W, Vo, { =,
s &
\ ¢
/
@, Foes = 202 af Wir-r_-I%) (V-16a)
m [+ 4
<3'1 (r.t)> = Z Z q% (V. + 0%) W(p-r -1%) (V-16b)
1 & [ ] [ ] [ 3 [ -] -1}
\ m [+ 4
et de méme
Fir o = 2. p, W(r-r_)
m
] H(E.0) = 204 w(r-£,) (v=17)
m
# / o
S(r.t} = Z am W(r-—rn)
m

Dans l'opération de “lissage”, les fonctions & singuliéres ont partout été
remplacées par le facteur de forme W: on a ainsi remplacé des sommes de
distributions a support infiniment étroit par des sommes de distributions a
support "fini” sp. Il est clair sur ces expressions que les valeurs moyennes
obtenues ne doivent pas en pratique dépendre du choix de W - s par
exemple on change la largeur de fa fonction de lissage en faisant varier sg

dans l'expression V-5, la variation du facteur de normalisation 1/s¢3 est
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compensee par la variation du nombre de molécules 2 prendre
pratiquement en compte dans chacune des sommes (V-15) a (V-17),

Nous allons maintenant montrer que <pjielrt)> et <julet)s
sexpriment simplement a partir des distributions moyennes P, M et Q.

Effectuons pour cela le développement de Taylor, suppose rapidement
convergent pour ag << sg, de 1a fonction W(r-rm{: ) au point £-rpy :

- - — — - 1 az - -
Wir-r -{%) = Wiz-r ) - {%.9 w(E-r) + = 2 & Ly, —— W(r-r,)
- i3 ax! ox
+ e : (Vv-18)
Substituons ce développement dans les équations (V-16):
< () = 2 q* Wir-r ) -~ q% 0% ¥ W(r-r ) +
plie = o & n =
Mo (V-19)
FW(r-r )
1
DI -
2 i3 ax! ax?
EINCASERED) {0 T wEE) - qrid +En) (%7 wiE-i) ) +
m, &

1 - s W - -
It +c"}( LS, (f-f,) )+ } (v-20)
2 i axlaxj

Le premier terme dans (V-19) correspond 2 la densité moyenne de charge
‘moiéculaire”. Ce terme est nul si les molécules du miliev sont neutres
lZ,,!qm“} = 0). Si le milieu est forme d'ions de charges gy = Zq(qm") = (), ce
lerme peut étre ajouté i la contribution des charges libres (V-15). Nous
redefinirons donc les densités moyennes de charge et de courant "libres”

par les relations:
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Paacro =~ Z Qe Wlr-r_,} + &uq Wlr-r ) (v-2la)}
J a:e m
jmncro = 5 qo: Vo:{ w(r—ru{) + Z qw Vn W(r-’rm) (V-21b}
m

au les ge| sont les charges des particules libres "élémentaires” et les qp les
charges des ions et nous ne liendrons plus compte du premier terme de (V-
§9). Nous appellerons les quantités définies par les équations (V-21) les
densités de charge et de oourant “"macroscopiques’ du milieu. Elles
dépendent de la distribution des électrons libres dans le milieu, mais aussi
de celle des charges ioniques éventuelles; ainsi, le courant dans un metal
sera décrit par le premier terme de {V-21b) alors que celui d'une solution
ionigque sera decrit par le second lerme.

Le deuyiéme terme de (V-19) n'est autre que -V P(rt) et le

. . 1 =27
troisieme s'ecrit de facon oondenseeg V{V,O] ou ‘V'ﬁ est le vecteur obtenu en

iy
. =
contractant ['opérateur gradient et [e tenseur Q:

(9,85, = 29, o

G r.t)y = =V | Bir,t) - T.t) + ... (V-22)

Nous verrons plus loin que les champs moyens et densités moyennes de
polarisation définis ict varient spatialement sur des distances
caractéristrques de l'ordre de la longueur donde A du rayonnement. Il en
resuite que ,6::0:, est typiquement de lordre de 0’/1. Comme les
guadrupdles atomiques ou moléculaires sont intrinséquement de l'ordre des

dipoles electriques multipliés par ag le deuxiéme terme de {V-22) est en
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fait de l'ordre de ap/A fois le premier. On se limitera donc souvent au
premier terme (sauf bien sor si pour des raisons de symetrie il est nul) et
l'on ecrira:

p,,, (F.£)> = - V.PIr t) (V-23)

Considérons de méme [lexpression (V-20) donnant <jjelrtl>. La
contribution en vy, dans le premier terme a en fail €ié reporiée dans
l'expression de jmacro ( V-21b). En toute rigueur les autres termes de (V-
20) dépendent également de vy Il est facile de se convaincre cependant

gu’'en géneéral cette dépendance peut étre négligée, a condition que le milieu

materie! considéré sojt globalement jmmobile. vy est en effet la vitesse

d'entrainement de la "molécule” m, trés petite devant [a vitesse des
électrons légers 2 l'intérieur de chaque molécule décrite par les im“. La
vitesse d'entrainement est elle méme la résultante d'une vitesse d'agitation
thermique, trés faible a l'échelle des vitesses électroniques et, si la
“molécule” est chargée, d'une vitesse “induite” par la force
électromagnétique agissant sur la “molécule”. La vitesse d'agitation
thermique varie aleatoirement d'une “molécule” a l'autre et sa contribution
2 (V-20) est ainsi non seulement intrinséquement trés faible, mais en plus
moyenneée pratiquement a zéro sur {'ensemble de molécules a {'intérieur du
support de la fonction de lissage. Quant i la vitesse "induite” des ions, elle
est bien sUr trés faible devant celle des électrons et sera aussi
géneralement négligeable devant chacun des fzm“ dans (V-20). Notons
cependant que nous avons deéjd tenu compte de son effet essentiel en
'englobant dans [a définition du courant macroscopique dans le milieu

(équation V-21b). Si le milieu est en mouvement dans son ensemble avec la
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vitesse V, il est clair que le raisonnement précédent n'est plus valable. 1l
convient alors de remplacer tous les v par V dans (V-20) et il faut alors
tenir compte de la contribution linéaire en V a la densité de courants “lies”.
Nous excluerons pour linstant le cas de milieux en mouvement et nous

récrirons donc <jie> sous la forme:

,(T.t)> = 2 a & w(E-r) - 2 q* 5T T w(r-r,))
e Moo (V-24)

1 . o*W -
+EZ ag 2. T8 LS L8, = (r-r )} + ...

'
m,e i3 axi axJ

On reconnait 4 présent dans le premier terme de (V-24) la dérivée par

rapport au temps de P{r.t) défini par (V-17). On a en effet:

8 —d Ed —t e — A el L d b
pou P(r,t} = Z {q Z.':‘ Wir-r_ ) - qf (& (V_.V¥ wtr-r_))} {Vv-25)
o

soil en negligeant le terme en vy, Ce QUi €5t consistant avec les remarques
faites plus haut:
3 - e —- -
— P{r,t} 'zz qg® % Wir-r ) {(v-26)
at _— L] ] n
Intéressons nous maintenant au deuxiéme terme de {V-24). Utilisant

une lechnique déja rencontrée au Chapitre lll, réarrangeons le sous la

forme:

2 -t e (2.5 wiEi) -

m, o

B g

- 2 a’
m, & 2

| +
o~
——

gl

CX!

1

-P”'
o3
e
i~y

&

!

Ll

a

LR

l — — — e — & L e
- Z q: — {(W(r—r_).(f) 7™ + (= (Z: W(r—r_)}}
m, o 2

i)y (2D
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La i¢re  ligne de (V-27) se recrii sous la forme d'un double produit

vectoriel dans lequel on reconnait le rotationnel de la densité dipdlaire

magnétigue du milieu:

l — - - — — - :
Z q:‘ = V W(r-r_} x {C:‘ x t%:} = V x M(r,t) (V-28)
m, ™ 2

Quant a la 2¢m¢ igne de (V-27), elle correspond i la dérivée par rapport au
| "':#f
temps de - g(‘QQ :

Z v, W(F—E_) S (V-29)

d - b
3t (v‘af Y z q“ R L]
ot 2 i,

J
me Ot

e

Le 3¢m€ terme de V-2 4 est d'un ordre ag/Aq fois plus petit que le second.
[ fait intervenir la dérivée par rapport au temps de distributions cubiques
de charges {moments octupolaires) qu'il est cohérent de négliger dans la
mesure ol nous nous n'en avons déja pas tenu compte dans I'expression de

<pli¢> (voir V-22). Finalement, on écrira donc:

5oty = (B(F,t) -40.3(5.0)) + 9 x Rim,e) + ... (V-30)
ot 6

Dans l'analvse presentee €1, nous n'avons tenu comple que du
magnetisme “orbital’, associe au deplacement des électrons dans
les atomes ou molecules. 11 exisle aussi un magnetisme intrinseque
de spin electronique ou nucleaire. Nous admettrons quil faul
ajouter sa contrihulion a lexpression de b—f dans (V-30) pour
obtenir la densite totale des courants lies.

Nous avons donné ici une dérivation aussi rigoureuse que possible des
. . =2 - 2
relations existant entre <pjje>, <jlie> et P, M. Q. 11 est facile de comprendre

a Faide de modéles simples le sens phyvsiqgue des relations  (V-23) et (V-
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30). La figure 3 représente une lame diélectrique constituée de molecules
neutres polarisées le long de Oz. Si la densité et la polarisation sont
homogenes, il est clair que les charges liées ont une densité nulle dans le
volume, mais qu'il apparait une nappe de charges positives d'un coté et
négatives de l'autre, 4 la séparation avec le milieu extérieur (en z=+L/2 et
z--1L.72). Cette nappe de charge correspond a la variation brutale de P(r.t) et
sa densité { fonction & (z+L/2}) est manifestement égale 2 la valeur non

nulle de -VP{r.t) en z=+L/2 et z=-L/2. Si cette densité de polarisation

oscille dans le temps, il lui est de plus associé un "courant " oscillant dans le

milieu, manifestement égal a dP/dt. On comprend ainsi le sens du premier

terme des équations (V-22) et {V-30).

Y h v h

oot o oo

t t 1 1 T : 0 = 0 >
VOO Yo Y Fj Y
0N 00 0 0 : o,
R R N .

MV R R R R N -1 - [—/2_

¢ 3
Feg

Considerons a présent un cvlindre de matiere possédant une densite
homogene de dipéles magnetiques ("barreau aimanté”; voir Fig4). I y a

alors dans le milieu une distribution uniforme de petites boucles de courant
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associées a chaque "molécule”. Dans le volume, les éléements de courant
associés a deux boucles adjacentes se compensent et le courant moyen est
nul. Il reste cependant sur la surface latérale une densité superficielle de
courants non compensés, qui tournent autour de l'axe du barreau. Il est
facile de voir que l'aimantation moyenne M(r} posséde en raison de sa
discontinuité un rotationnel non nul sur cette surface latérale, et ce
rotationnel, orienté selon la tangente a la surface normale 2 l'axe du
barreau est précisément égal a la densité de courant non compensée. On
comprend ainsi le sens physique du dernier terme de (V-30).

B

M ¢

0 -
T
I
Fg4
\QZ
IMs v
A\",'a—y—_i:ﬁg_’h&
A,

V

37} Equations de Maxwell dans la matiere.
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En regroupant les équations (V-15), (V-22) et (V-30) dans (V-6), on

obtient immeédiatement;

B =0
" 38
X B o= o e
Jt
-t plﬂcl‘o (r't) l = - - 1 — Tk -
E = - — 9 IP(r,t) - =~ V. 0(r,t)
£ & 2
4 L]
-t 1 aE jllCl‘D 't) 1 b e 1 "
X B = — —— + — |P{r,t} - — V.Ql{r.,t)
c? Jt £ c? ¢ o2 ot 2
1 L — g
+ V¥ x M{r,t) {(v-31)
£ ct
[+]
Pour simplifier [formellement ces eéquations, on introduil
traditionnellement les vecteurs “induction” D(r.t) et H(r.) "dérivés” des

champs moyens E(rt) et B(r 1) et déeflinis par :

—p —_ e 1 —-  =f
D=E,o E + P - — 9.0
2 (V-32)
H=¢ ct B - M
]
On obtient alors :
7.8 = 0
- o8
Vx E= - —
Jt
L A -
v.D = (V-33)
RacCcro
- . - ab
V x H = 3j + —
nmacrao at
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Ces équations, qui ne font plus apparaitre explicitement que les densites
moyennes de charge et de courant "macroscopigues”, sont formellement
simples et rappellent beaucoup les équations de Maxwell microscopiques
“exactes”. Il faut bien comprendre cependant qu'elles cachent en fait toute
la complexité physique du probléme dans H et D qui dépendent de la
polarisation électrique et magnétique du milieu, elles-mémes dépendantes
des champs E et B qui vy régnent. Notons aussi que ces équations sont
valables pour un milieu immobile.

Si le milieu est en translation uniforme a la vitesse V, il faut, comme
nous lavons deja remarqué plus haut, lenir compte de la vitesse
d'entrainement des charges liees dans les équations (V-20) et {V-25). En y
remplacant v par Vet au prix d'une manipulation fastidieuse mais [acile,

on montre que <jjje> devient:

M=

Seule la derniere equation de Maxwell (V-31) est alors changée. Elle

devient:

Vx[H+Vx (D-¢ E]=3 +— (V-35)

1+ 9 x M (V-34)
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H et D étant toujours définis par les relations (V-32). Remarquons que cette
équation, établie en admettant la regle d'addition classique des vitesses
n'est valable qu'a la limite non relativiste V<< ¢ . Le cas d'un milieu matériel
macroscopique se deplagant a vitesse relativiste .

ne sera pas considére ici. Nous supposerons
d'ailleurs en général V=0 et n'avons signalé I'équation (V-35) que comme

un résultat que le lecteur pourra essayer de rétablir en guise d'exercice.

Pour traiter un probléme de propagation dans un milieu mateérie], il faut
expliciter les relations existant entre H, D, pmacro » jmacro d'une part et
E et B d'autre part, c'est a dire en fin de compte étre capable de relier les
densités macroscopiques de charge et de courant et les densités dipolaires
et quadrupolaires P, M et Q’aux champs movyens régnant dans le milieu E
et B. Nous nous limiterons a I'étude de milieux pour lesquels Ia densité de
charge macroscopique en volume est nulle { ce qui est généralement le cas
dans un conducteur ou un isolant localement neutre). Nous négligerons
egalement les contributions guadrupolaires, généralement petites devant
celle des dipéles électriques. Les seuls termes "source” du milieu que nous
serons amenes a considérer seront donc jmacro . P € M. Leur non nullité
dans un miliey donne correspond respectivement aux propriétés
conductrice, diélectrique et magnétique de ce milieu.

En I'absence de champ appliqué au milieu materiel, ces distributions
ont des valeurs d'équilibre que nous noterons jomacro . Po et My.
L'existence dun courant permanenl jgomacro $ans champ imposé
correspond au phenomene de supraconductivité, se manifestant dans
certains meétaux ou oxydes métalliques a basse température. L'existence

dune densité dipdlaire électrique permanente Py correspond au
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phénoméne de ferroélectricite, Le milieu est constitué de molécules
"polaires”, portant chacune un dipéle électrique permanent et ces dipdles
sont alignés dans la méme direction. Quant a un milieu pour lequel Mg est
non nul, i s'agit d'un ferromagnétique formé d'atomes portant chacun un
dipéle magnétique permanent (généralement lié au spin des electrons), ces
dipbles magnétiques étant alignés dans la méme direction. L'existence de
tels termes permanents non nuls dans un milieu correspond a des
propriétés collectives décrivant un ordre macroscopique & distance grande
devant l'echelle atomique dans ce milieu. Pour comprendre ces propriétés
d'ordre collectif, il faut faire appel a la Mécanique Quantique, a un niveau
qui sort du cadre de ce cours. Nous ne dirons donc rien de plus dans ici de

ces types de milieu et nous supposerons wljours
jO.macm =Py = My~ 0

[l est clair d'autre part que l'existence de sources permanentes dans un
milieu correspond a des propriétés statiques el nous nOUS intéressons ici
prioritairement aux propriétés dynamiques, associées aux oscillations des
densités de courant et de dipéle dans le milieu. If faut bien sur pour

trouver ces oscillations considérer la “réponse” du milieu au champ qui s'y

propage.

4) Considérations énergétiques,

Commencons par envisager de facon générale comment s'exprime le
principe de conservation de ['‘énergie dans un milieu matériel qui interagit

avec un champ électromagnétique selon les equations (V-31). La puissance
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fournie par unité de volume au point £ par le champ au milieu seécrit:

- = O e = {(v-36)

Le premier terme de (V-36} représente la puissance fournie aux charges
délocalisées, le second et le troisiéme décrivent les échanges d'énergie avec
les courants liés associés respectivement aux dipdles électriques et dipoles
magnétiques du milieu (voir V-30). Nous n'avons pas inclus, pour alléger
les notationsjla contribution quadrupolaire électrique dans (V-36) gue nous
supposons négligeable et que le lecteur pourrait rajouter sans difficuité. Les
différents termes de (V-36) représentent des valeurs moyennes spatiales
de quantités microscopiques, ces moyennes étant éffectuées autour de
chaque point r sur une dimension caractéristique sg. Nous noterons bien sur
gue seul Je champ élecirique E contribue aux échanges énergétiques, le
travail des forces magnetiques étant toujours nul puisque ces forces sont
normales au déeplacement des charges microscopiques. On peut réecrire [e

terme magnétique de (V-36) en utilisant la refation d'analyse vectorielle:

E.(V x M) = M.{V x E) + 9.(H x E) (V-37}

W= E.3 + E. — = M. — + V.{(M x E) (V-38)

("3 La puissance microscopique echangee par unite de volume entre [e
‘champ et 1a matiere est e.j. On peul toujours ecrire: e~ E + ( e-E ) el
§* Jmacro * OP/0L+ VX M + (j - jpacro- dP/3L- VI M ) . les quantites entre
parentheses etant les [luctuations des grandeurs correspondantes autour
de leur moyenne. Dans l'expression de ej . les termes “croisés” linéaires
en f;ucwation onl une intégrale nulle sur le volume de lissage. Quant a
lmtegrale‘du produit de 1a fluctuation du champ par celle du courant. cest
ppe quz'a.mne pelile sl y a heaucoup de particules dans le volume de
h.ssage . Qn peut donc pour evaluer la puissance remplacer les quantites
microscoplques par leurs moyennes el on en deduit I'expression {V-36)
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Incluons a2 present lexpression (V-38) dans une équation génerale de
conservation. La puissance fournie par le champ aux charges dans un
volume U, augmentée de la variation d'énergie du champ dans ce volume
est égale a l'opposé du flux d'énergie électromagnetique a travers la surface
S qui le limite (équationl-12). On peut donc exprimer la conservation de

I'énergie sous forme de ['égalité a zéro d'une intégrale étendue au volume

v
- - 2
- - 3P . OB S x B+ € oE? . €€ 5m?
j + E., o o= M, e+ x — -
Tuscro 3t 3t 2 3t 2 ot (V-39)

On reconnait sous le signe somme dans (V-39) la puissance échangée par
unité de volume entre les charges du milieu et le champ ( 4 premiers
lermes), fa dérivée de la densité d'énergie électromagnétigue moyenne
(5éme et 6éme termes) et la divergence du vecteur de Poynting moyen
(7éme terme). L'intégrale de volume du 4éme terme de (V-39) peut étre
remplacée par l'integrale de surface décrivant le flux de MiE a travers la
surface limite de V. Etendons V a un volume V' plus grand que Je milieu et
l'englobant tout entjer (voir Fig5). MxE est alors nul sur sa frontiére §' et la
conservation giobale de ['energie entre le champ et l'ensemble du miliey

materief se reduit a;

) : M.
aacro
ot gt 2 ot (V-40)
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Considérons maintenant une situation stationnaire: le milieu est irradié par
un champ dont l'intensité est en moyenne constante dans le temps. Ce peut
étre le cas d'un champ monochromatique, ou plus généralement d'une
superposition de champs monochromatiques. Le terme de wvariation
d'énergie électromagnétique dans (V-40) est alors nul et l'equation de

conservation se reduit a:

E.3 + E,. — - M, —

) &r = - ¢ of j.[ (Exg).;'.das'
mBcrao at at 0 sl

(V-

Les trois termes du membre de gauche de (V-4f) représentent
respectivement la puissance cédée par le champ aux courants
macroscopiques du milieu (effet Joule) celle qui est cédée aux dipdles
électriques induits ("pertes diélectriques”) et celle qui est fournie aux
dipoles magnetiques {"pertes magnétiques’). Le membre de droite de (V-
41) représente le flux changé de signe du vecteur de Poynting du champ a
travers la surface limite §' entourant l'ensemble du milieu. Notons que s'il
n'y a pas de difficulté a interpreter localement les deux premiers termes du

membre de gauche de (V-41) il nen va pas de méme du terme

magnetique: le terme V.(MxE) a une intégrale de volume élendue sur

l'ensemble du milieu nulle, mais une contribution en chaque point r dans le
mtilieu qui peut étre non nulle et s'ajouter au terme -M.0B/at pour deécrire
les echanges locaui d'energie avec les dipoles magnetigues du milieu.

L'equation (V-41} . a l'interprétation globale particuliérement simple. est

41)



331

celle que nous utiliserons dans fa suite pour analyser les mecanismes
énergetiques dans un milieu ot se propage un champ.

Il est possible de donner i I'équation geéneérale (V-39) une apparence
formelle plus simple, en y introduisant les expressions (V-32) des champs
derivés D et H. Regroupant les 2éme et § éme termegdans l'intégrale sous la

forme E.aD/3t, les 3éme et feme sous la forme H.aB/dt et les déme et 7éme

sous la forme V.(ExH) . on obtient:

J[E.S’ +E.i—+§.§3~+5.<é‘x§)Jdﬁ?=o (V-42)
- wacre at ot

La simplicité du résultat, formellement analogue 2 celui qui exprime Jla
conservation de I'énergie des équations microscopiques, ne doil pas nous
tromper: toute la complexité du probléme est cachee dans les expressions
de D et H qui dépendent de Eet B el des propriétés microscopiques du
milieu. La quantité E.aD/at + H.aB/st peut apparaitre formellement comme
la variation de la "densite d'énergie éleciromagnétique dans le milieu”. mais
celle quantité contient en fait sous une forme ‘“cachee” les échanges
d'énergie avec les courants microscopiques de nature dipélaire electrique et
la partie a valeur moyenne spatiale non nulle des echanges d'énergie avec
les courants microscopiques de nature dipblaire magnétique. De meéme ExH
peut apparaitre formellement comme le "flux d'énergie electromagnetique
dans le milieu”, mais il 5" ajoute en fait au “vrai” flux egc? ExB une guantité
- EXM dont la divergence, a moyenne nulle dans le milieu, represente en
fait une contribution locale a l'echange d'énergie du champ avec les dipdles
magnetiques induits. 11 vaut donc mieux, quand on a 2 etudier des echanges
energetiques, utiliser les formules(V-39) ou(V-41) qui font intervenir les

densités de dipéles induits plutét que (V-42) qui, bien que traiteusement
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simple, regroupe des termes d'origines physiques différentes de facon un

peu lrompeuse.

S) Approximation de la "réponse” linéaire du milieu alomique Les

susceptibilités linéaires. Caractére tensoriel de ces susceptibilités.

Il nous faut maintenant chercher 2 préciser 1a nature des relations reliant
fes densites de courant macroscopiques et de dipoles électriques et
magnetiques aux champs se propageant dans le milieu. Considérons pour
commencer le cas d'un champ monochromatique défini en chaque point r
du milieu par les amplitudes complexes E,(r) e it et B,(r) e-iwt Les
relations existant entre jmacro . P et M d'une part et E, et B, d'autre
part dependent des propriélés microscopiques, quantiques el statistiques
du milieu. Prenons l'exemple d'un milieu diélectrique. Nous avons déja vu
au Chapitre 111 comment on détermine au premier ordre le dipéle moyen
induit par un champ exterieur monochromatique sur un atome ou une
molecule. Le probléme que nous nous posons ici est plus compliqué. I
convient d'abord de déterminer ce quest réellement le champ moyen "vu"
par un atome du milieu, puis apres avoir calculé son effet, sommer les
contributions alomiques individuelles pour construire la densité moyenne
de dipdles P. Le calcul du dipole induit nous a montrée quen premiére
approrimation {a ‘réponse” du milieu a un champ monachromatique est une
fonction de méme frequence, dont l'amplitude est proportionnelle au
champ moyen vu par les atomes. Celte linéarité aux faibles "excitations” est
tout 2 fait générale. Quel que soit le modéle décrivant le njilieu, fmacro . P

el M sont des fonctions de E et B que lon peut si le champ est
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suffisamment faible calculer par "perturbation”. Les termes d'ordre zero de
ce calcul correspondent aux valeurs d'équilibre des distributions moyennes
correspondantes en absence de champ appliqué et les termes d'ordre un
decrivent ce qu'on appelle la réponse linéaire du milieu.

L'approximation de la réponse linéaire présente le tres grand intérét de
rendre le probléme du couplage champ-milieu simplement traitable par
analyse de Fourier. Si les champs ne sont pas monochromatiques, on peut
toujours, moyennant un troncage rendant les intégrales convergentes (voir

Chapitre IV) les mettre sous la forme d'intégrales de Fourier:

— -

E(r,t)::J. E(£) e '“' qo (V-43)

Pour déterminer la réponse linéaire du milieu 3 ce champ, il suffit de
connaitre sa réponse a chacune de ses composantes monochromatiques, que
l'on appelera respectivement jo, macrol(r) . P,(r) et M(r), puis de sommer
ces reponses sous une forme analogue a (V-43). Tout le probléme est alors
ramene 2 la determination de la réponse linéaire du miliey au champ
monochromatique Ey(rle-wl, By(rle-ivt, De facon évidente, la densité de
dipéle électrique et le courant macroscopique dépendent au premier ordre
de Ey, alors que la densité de dipéle magnétique dépend de B, La réponse
linéaire du milieu est donc définje par trois quantités complexes definies en
chague point r et dependant de la fréquence, qui sont en general des
lenseurs du deuxiéme ordre, et que lon appelle la “susceptibilité”
electrique x¢jj{w,r), la susceptibilite magnetique yMi(w,r) el la conductivité
électrique gijlw,r). On définit traditionnellement ces gquantités par les

relations:
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P (F) = g, X, (0,7} E! (F) (V-44a)
MO r) = X* (w,r) H () (V-44b)
i (r}) = o (w,r} E(r) (V=44c)

Ww.WICro [ 3} [

Avec les définitions (V-44a et b) , les susceptibilités éiectrique§ et magnétiques
sont sans dimension. La conductivité électrique s'exprime quant 2 efle en
ohm-1m-!. Remarquons que pour traiter de facon plus symétriq_ug %es effets _
électrigues et magnétiques, on attendrait plutdt pour 1a susceptibilité magnétique

{a définition:
Mo (r) = g5 T mg{@r) Byllr) (v-4ut)

qui relie ﬁ au champ_l;’et non au champ dérivé H (tout comme P estrelié¢ aE et
non éﬁ). La définition que nous adoptons est cependant celle qui est

traditionnelte. 11 est d'ailleurs facile de montrer que Yonay =X / (1-Y) et pour
des milieux non ferromagnétiques pour lesquels y et x° sont tres petits, les deux
déefinitions sont pratiquement identiques.

Le caractére tensoriel des susceptibilités el conductivité signifie que la réponse
linéaire du milieu n'est pas nécessairement paralléle au champ qui l'induit . Nous
avons ainsi montré au Chapitre [1 qu'un milieu dans leque! les

électrons se déplacent plus facilement dans la direction x que dans Ia
direction y aura généralement une polarisation dipélaire électrique orientee
dans une direction différente de celle du champ. De facon geneérale il existe
pour chaque type de reponse (dipéle éleclrique, magnétique, courant
electrique) un systéme d'axes appelés axes principaux du milieu pour
tequel le tenseur de susceptibilité correspondant est diagonal. Les champs
ortentes selon ces axes donnent lieu a une reponse qui leur est paralléle,
mats avec une amplitude complese qui peut étre différente suivant la
direction principale considérée. La réponse n'est en genéral pas paraliéle au
champ inducteur lorsque ce champ a une direction gquelconque en dehors
de ces axes. Nous ne dirons rien de plus des milieux anisotropes a
susceptibilité ou conductivité tensorielle et ne considererons explicitement
dans la suite que des milieux "symeétriques”, qui répondernt aux champs de
facon isotrope. Leur susceptibilité ou conductivité est alors un scalaire, noté

1lw.r), x™(w.r) ou o{w,r) et l'on a simplement pour de tels milieur:
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P(T) =& x*(0.F) BE_(D) (V-45a)
H (r) = x* (@, 1) §_(D) (V-45b)
i mscro () = 0le, ) E_(F) (V-d5¢c)

Nous expliciterons plus bas le calcul de fa réponse linéaire pour certains
modeles simples de milieux isotropes (conducteurs, diélectrigues isolants).
Nous commencons par établir un certain nombre de propriétés tout 3 faft
geénerales des susceptibilités linéaires (nous appelerons dans la suite
susceptibilité au sens large non seulement x¢ et y™ mais aussi la guantité
).

Remargue: Nous nous limitons dans ce chapitre av cas ov fes
susceplbiliies du milien sont indépendantes dy temps. Nous n étudierons
donc pas des milfevr fluctuants dans lesquels la densité ou 1z polarisabilite
moleculaire varient Nous avons étudie  sur quelgues eremples simples
/elfet de fluctuations temporelles de lindice dun miliey au chapitre 1V,

Nous ne reviendrons pas sur ces effels jcr

6) Caractere complexe des susceptibilites: echanges d'énergie egire

champ et matiere.

Une caractéristique essentielle des susceplibilités lineaires est leur
nature complexe: la reponse du milieu presente en geénéral un déphasage

avec le champ inducteur, décrit par {a présence d'une partie imaginaire des
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susceptibilités. Nous eécrirons donc, en separant les parties reelles et

imaginaires:

X (w,r) = x {w,r) + i X (@, 1) (V-46a)
B lw, r) = X {w,r) +1i X (0,1 (V-46b)
o(w,r} = o' (@, ) + i o"(w,r) (V-46¢)

La partie imaginaire de x® et x@ et la partie réelle de o sont
directement proportionnelles a l'énergie échangée localement entre les
champs et le milieu. I suffit pour s'en convaincre de revenir 2 ['equation
(V-41) et de l'appliquer a une situation linéaire et monochromatique, en
remplacant jo macrolf) . Polr) et My(r) par leurs expressions (V-45). En
revenant aux notations réelles des différentes quantités et en effectuant

une movenne temporelle sur une période optique, on obtient sans peine:

1 - - = - -
—-J [c'{w,r) JE (r)}]* + & w x* (w,r) |E (r)|*
2 V‘ (] 0 W

£ ¢
+ };wa"(w.ﬂ I}T (r)|*] &°r = - ’ J {Exg‘]r—;' d*s!
o] [ S' *

ce qui montre bien que les puissances echangées avec les courants
macroscopiques et les dipoles électriques et magnétigues oscillants sont
respectivement proportionnelles a o', ¢ et @~ Nous avons déja montre
au chapitre 11l que la réponse finéaire dipélaire electrique d'un atome
presentait une partie imaginaire liée aux processus d'amortissement des
charges: par exemple. les dipoles élémentaires subissent des collisions au
cours desquelles une partie de ['énergie d'oscillation est cédée a des degres

de liberté externes de l'atome (énergie cinétique d'agitation thermique). De
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méme, les electrons de conduction subissent dans un metal des collisions
avec le réseau d'ions positifs qui s'échauffe. 11 faut bien comprendre que
dans les régimes stationnaires que nous considérons ici, I'éenergie cédee par
le champ aux charges est “rendue” par celles-ci au "réseau”. 1l est donc

naturel que ¢, x¢'et ym" dépendent d'effets d'amortissement dissipatifs.

Nous reviendrons sur ce point pius loin.

7} Réponse linéaire 3 un champ avant une dépendance temporelle

quelconaue. Variation avec la [réquence des susceptibilités linéaires.

Relations de dispersion.

La dépendance en fréquence des susceptibilités linéaires decrit la
plus ou moins grande facilité des atomes, molécules ou electrons du milieu
a ‘repondre” aux champs qu'ils “voient” selon la fréquence de ces champs.
La reponse a un champ ayant une dependance temporelle quelconque fait
donc intervenir tout le “spectre de fréquence” de Ja susceptlibilite
correspondante (y compris les valeurs négatives de w). Par exemple, la

densite dipélaire électrique induite par le champ (V-43) s'écrit:

P(r,t) = £, J X {w,r) E (r) e 't du (V-48)
k0 4]

La réalité des quantités physiques E et P entraine évidemment la relation:

X (~w,T) = x** (w. L) (V-49)

On peut maintenant remplacer dans (V-48) E, par son expression en

fonction de E(t) (transformee de Fourier inverse):
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el on obtient la réponse linéaire sous Ia forme:

[

4] e )
P{t) = — Xt {w) E(t') el@tt =t gu qe*
21

soit en posant t'={-1;

£

Rand o A
P{t) = — j X* (w) E{t-1) e 1%* dqu dv
2T

On peut alors effectuer l'intégration sur  dans (V-52) et écrire:

=0

e E-O +00 —
P{t) = — J G(t) E(t-T) dv

en délinissant la fonction G{1) par:

Git) = j X" (w) e " dw

{(V-50)

(V-51)

(V-52)

{(Vv-53)

(V-54)

L'equation (V-53) montre un aspect essentiel de la "réponse” linéaire: celle

-ct depend 2 priori (lineairement) de la valeur du champ excitateur a tous

les instants (-1 differents du temps t o {'on considére 1a réponse. 1 est clair

cependant qu un systéme physigue réel ne peut répondre avan! d'avoir éte

excile (principe de causalité) et }'on doit donc avoir:

(V-55) G{1)=0 pour 10
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G(1). transformée de Fourier de la susceptibilité, porte pour des raisons
évidentes le nom de “réponse percussionnelie”. On a en effet d'aprés (V-53)

pour un champ excitateur en fonction 8(1):

P{t) = — G(t} {(V-56)
2T

et la condition{V-55) exprime simplement que la réponse a une percussion
ne peut précéder celle-ci. La réponse linéaire 2 une excitation quelconque
apparail ainsi comme une superposition de réponses percussionnelles
"causales”.

La condition de causalité (V-55) impose de facon générale uné relation
tmportante entre les parties réelle et imaginaire des susceptibilités. Sans
entrer dans les détails, nous présentons ici rapidement cet aspect
intéressant de la théorie de la reponse linéaire.

La fonction complexe x¢(w) ., dont les valeurs n'ont un sens physique
direct que pour les valeurs réelles de w, peut étre prolongée
analytiquement dans le plan complexe sous la forme d'une fonction y&(z)
prenant sur ['axe réel la valeur "physique” x®(w). Nous verrons plus loin des
exemples simples de calcul explicite de y¢{w ) qui se prétent a un
prolongement évident. y¢(z) ne peut évidemment posséder de pole sur l'axe
reel car un tel pole correspondrail a une divergence du dipéle induit pour
une excitation a la fréquence correspondante. Par contre, x€ présente des
poles en dehors de l'axe reel, en des points dont la partie réelle correspond
aux frequences de resonance des atomes du milieu et la partie imaginaire
aux laux damortissement des dipdles induits (ce résultat a déja eté
rencontré au chapitre [11. dans ['expression de la polarisabilité atomique,

qui est une forme de réponse linéaire). A linfini [x€(z)] tend vers zéro
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suffisamment vite pour que l'intégrale de la susceptibilité sur un contour
dans le plan complexe de rayon augmentant indéfiniment tende vers zero.
Nous ne présenterons pas d'argument général pour justilier ce resultat (ce
qui peut se faire a partir de considérations sur le comportement physique
de G(t) aux temps courts), mais le vérifierons sur toutes les formes
explicites de susceptibilités que nous rencontrerons plus loin. Calculons
alors [intégrale (V-54) donnant la réponse percussionnelle G(1) par
intégration dans le plan complexe, en compliétant l'intégration sur l'axe réel
par un contour a l'infini dans le plan complexe {Fig6). Envisageons deux
contours pour compléter I'intégration: le premier, C. referme le contour par
un demi-cercle de rayon “infini" dans le demi-plan supérieur (Fig 6a); le
second, C. compléte ['intégration sur l'axe réel par un demi-cercle de rayon
"infini" dans le demi-plan inférieur (Fig 6b). En raison du terme
exponentiel exp(-iwt) dans l'intégrale {V-54), il nous faut pour éviter la
divergence et pouvoir negliger la contribution du demi-cercle a l'intégrale

utiliser le contour C. pourt négatif et le contour C. pour 1 positif;

G{t) = .[ x® (z) e '*% dz ; Gt} = J xt(z) e '* T dz (V-57}
(T<0) c+ {(1>0) c-
AN /}
[——MO T>y»o0
C,
|
: | 0
o s > >
. v w . ¢ CA
- o) - . . -
s .
péies AT /
de Xe(i) a C.....rj/
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La nullité de G(1) pour 1<0 impose donc en general labsence de pdles de

y¢(z) dans le demi-plan supérieur : ainsi, en général la fonction y&{z) est

analytique pour Im(z) > 0. La causalité est alors automatiquement assuree.
Choisissons maintenant un point zg quelconque dans le demi-plan supérieur

et formons la fonction analytique (1/2inkye(z)/(z-zg), qui par construclion
possede le pdle unigue z=z9 dans le demi-plan supérieur. L'application du

theoréeme des résidus 2 cette fonction donne immédiatement par

intégration sur le contour C.:

*({z)
X dz {V~-58)

X (2 ) = e
° 2in Jo+  z-z

Supposons maintenant que le point Zg sapproche de ['axe réel avec une

partie réelle w, remplacons dans (V-58) zp par w +ic et faisons tendre ¢ vers

zero par valeur positive. On obtient alors immédiatement:

1 x° (z) dz 1 [+ x° (0"} dw'
= lim —— ———————— = lim e (V-59)
fmg 2AM Jot+  z-w-ig e=0, 2im J-w w'=-w-ig

+

Separons dans lintégrale (V-S9) les parties réelle et imaginaire de ia

fraction | /{w-w-ic};

1 w' —w €

- — = + 1 {V-60)}
W’ —Ww=1f {UJ‘_UJ}2+ 62 (wl_w)2+ EZ

Lorsque ¢ tend vers zéro, on reconnait dans le premier terme la
distribution P{1/(w'-w)). Quant au second terme, il tend vers ind(w-w). On

en deduil gue {V-59) se met sous la forme:

. 1 +o x* (w') 1
x® {w) = Ef* P — dw' 4+ — x* (w) {V-61)
1T - w'-w 2
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Ou encore:

+ (w')
X Aw) = — J © X e (v-62)

soit en separant les parties reelle et imaginaire:

) P Xt (w')
x® {w) = - e (0 ! {Vv-63a)
1T w'-w
. P xX* {w')
¥ (w) o= - - e s [T {(V-63b)
1€ w'—w

Ainsi. la causalite de la reponse linéaire entraine que la partie réelle de la
susceptibilité est égale a lintégrale (V-63a) construite sur sa partie
imaginaire et réciproquement la partie imaginaire est égale a lintégrale
(V-63b) construite sur sa partie réelle. Les relations trés générales (V-63)
portent le nom de relations de Kramers -Kronig. Elles montrent guune
susceptibilite lineaire satisfaisant au principe de causalité a une partie
reelle el une partie imaginaire non nufle. au moins a certaines frequences,
et precise la relation entre ces parties. Il n'y a en particulier pas de sens
phvsique a considérer des svstemes sans aucune dissipation gqui auraient
une susceptibilite purement reelle et ne presenteraient aucun échange
d'energie avec le champ a aucune {requence. Nous avons vu que la partie
imaginaire de x¢ décrit les phénoménes d'absorption d'énergie dans le
milieu. Nous verrons que la partie réelle décrit le phénomene d'indice qui

{ait que le champ a dans le milieu matériel une vitesse de phase différente
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de ¢ el dependant de w. Les relations de kramers -Kronig impliquent donc
gue la variation en {requence de lindice d un milieu tce quon appelle sa
dispersion) est reliee a ses resonances d'absorption (variation en frequence
de la partie imaginaire de la susceptibilite). Les resultats etablis ici pour la

susceptibilite dipdlaire électrique se genéralisent aux autres formes de

susceptibilites lineaires.

8) Les différents types de susceptibilités. Polarisabilite moleculaire

electrigue el magnetigue de mitieux polairesou non polaires. Diamagnétisme

et paramagnetisme. Magnetisme nucleaire.

Apres les considerations tres generales des paragraphes
precedents. nous abordons maintenant létude specifique de quelques
milieur particuliers. Nous commencerons par considerer le cas de milieyx
non conducteurs, pour lesquels ofw)= 0 et nous trailerons le cas de la
conductivite electrigue au §V-12 . Les milieuy dielectriques ou magnetigues
se subdivisent eux-méme en deux categories: les milieux “polaires” ou
chague molecule possede un moment dipolaire (électrigue ou magnetigue)
mirinseque qur soriente dans le champ macroscopigue du milieu. et les
milieux non-polaires dont les atomes ne portent intrinsequement pas de
dipoles. mais qui acquierent un dipéle induit dans le champ appliqué. Dans
Ce paragraphe. nous allons etudier simplement les caracteristiques de la
reponse lineatre de ces milieux a '‘échelle moléculaire. Nous aborderons le

calcul des suceptibilites Macroscopiques au paragraphe syivant,
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a) Polarisabilité électrique induite;

Commencons par considérer le cas d'un milieu non polaire, forme de
molécules dans lesquelles le centre de gravité des charges positives et
négatives coincide. Appelons E, le champ électrique monochromatique
appliqué a une molécule du milieu. Nous avons vu au Chapitre III que, a

'approximation linéaire, la molécule acquiert dans ce champ un dipdle

induit p:

p, =&, alw E_ (v-64)

p est lié au déplacement du centre de gravité de la charge électronique par
rapport aux noyaux produit par le champ appliqué, comme nous l'avons
analysé sur un exemple simple au Chapitre 11]. o ( w ) est la polarisabilité
complexe homogéne 2 un volume. Dans le modéfe classique de [électron

élastiquement lié, cw) est donné par {(cf 111-86}:

2
1
2 {(V-65)

0Lc {{w'wo b o=

me w§ - W - iTw

Nous avons montré que la Mécanique Quantique permet de calculer une
expression plus réaliste de aw) tcf 1I1-123):

: 2
2q w <3zl

2
N (w) = Z (V-66)

ﬁEU J U.)2 _ w2

qui apparail comme une moyenne de “réponses” d'osciliateurs harmonigues

classiques donl les fréquences sont les fréquences de Bohr wjf de la

molécule (dont l'état fondamental est f, les états excités j). La relation
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(V-66) ne tient pas compte de l'amortissement du dipdle, inclus dans le
modele classique. On admettra qu'il est possible de généraliser cette
formule en introduisant un taux d'amortissement yjf pour chaque
“oscillateur de fréquence wjr et I'on écrira:

<jtz{f>}?
2q® Z @ ¢l
HE

o {w) =
¢ o §J w - W - iT w
Z e 1t (V~67)
= . f” & e,(w,w’ f)
3
ou la force d'oscillateur fjy est définie par ([1I-125):
2m @ o [<3iz|£>}?
£ = (V-68)
Jt ﬁ

Il est instructil d'évaluer l'ordre de grandeur de la polarisabilité atomique
donnée par (V-67). Envisageons une fréquence @ petite devant les

[réquences de Bohr caractéristiques du systeme (@ « wjf). On a alors:

2q? [<ilz|f>(?
o (w) =~ Z e {(V-69}
He : W
o ] it

En général, un petit nombre de termes contribuent essentiellement a cette
somme. Pour ces termes, huwjr est de l'ordre de Ey, énergie de liaison des

electrons dans la molecule, et <j|z{f> est de l'ordre de ag, rayon de Bohr. On

a dong;

{V-70)

Or I'énergie de liaison electronique dans un atome ou une molecule est de

l'ordre de:



2
1
E |, = —— — (V-71)
at 81'['.& a
] b
Dot l'ordre de grandeur typique:
3 3 .
o {w K wH} ~ 16T a . ~ 5{)aQ (V-72)

Ainsi, loin de résonance, la polarisabilité moléculaire typique est de l'ordre
du volume de la distribution électronique de la molécule ( dont le "rayon”
est de quelques ag ) Cette polarisabilité devient bien sir beaucoup plus

grande au voisinage d'une résonance.

b) Polarisabilité électrique d'orientation moléculaire:

Considérons maintenant un milieu formé de molécules polaires. La
figure (7) représente schématiquement f'exemple de la molécule deau. Les
electrons des deux atomes d’hydrogéne ont une probabilité importante de
se trouver au voisinage de ['atome d'oxygeéne. Chaque liaison O-H est ainsi

polarisée, avec un dipdle élémentaire pointant de O vers H. 1l en résulte un
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spin nucleaire { terme Tooyaux 8aln) ¢ 16S 8n sont les facteurs
"gyromagnétiques”  de proportionalite entre les moments de spin des
noyaux et leur moment magnétique, environ 1000 fois plus petits que le
facteur g/2m décrivant le facteur gyromagnétique électronique). Le
moment magnétique “intrinseque”de la molécule correspond a la valeur
moyenne de I'opérateur(V«SB) dans l'état quantique fondamental du
systeme. La Mécanique quantique et le principe de Pauli nous apprennent
gue les €lectrons ‘sherchent a sapparier pour annuler si possible la
projection de leur moment orbital et de leur spin dans une direction donneée
(régle de complétude des sous-couches el couches ¢lectroniques dans la
classification périodique des atomes, regle de Lewis du doublet d'électrons
dans la liaison chimique}. Ainsi, si les sous -couches électroniques sont
“complétes”, le moment magnétique électronique intrinséque de J'atome ou
de 1a molécule est nul. On dit que le systeme es! diamagnétique. Lorsque les
sous-couches sont incompletes, il reste le moment magnétique orbital et/ou
de spin de l'électron ou des €lectrons non appariés: le systeme possede un
paramagnétisme électronique. Cest le cas des atomes 4 sous couche non
“fermee” comme H, les alcalins .. Méme lorsque le systeme est
diamagnétique électronique, il peut posséder un {petit) magnétisme
intrinséque nucléaire. Par exemple. la molécule d'eau posséde un
magnetisme nucleaire di aux deux prolons gui chacun portenl un petit

moment magnetique (Fig 8).
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Ceci eélant rappelé. lanalvse de la polarisabilité magneuque

“moléculaire” est semhlaﬂrle a celle que nous avons faile plus haut pour

{a polarisabilite électrique:

(«e} polarisabilité magnétigue induite;

Pour comprendre son mecanisme, considérons un petil modeéle atomigue
classigue: un électron tourne a la [réquence wg sur un cercle de ravon r
autour d un novau { Fig9a). Ce svsieme possede évidemment un dipdle
magnétigue intrinseque dans la direction Oz. Pour modéliser un svsieme
diamagnetique, il suffit de considérer deux elecirons lournant sur des
trajectoires identiques en sens inverse {Fig9b). Appliquons maintenant un
champ magnetique dans la direction Oz en le faisant croitre de U a sa valeur
finale B. A linstant {. {a variation du flux magnetique a travers [a boucle
decrite par lelectron de la fig 9a fait apparaitre un champ electrigue
tangentiel E( . Dans fa direction reperee par le vecleur unitaire n dans le

plan de la boucle. E; s'ecrit.
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- r JB . -
E = = = - (ezx nj (V-84}

t 2 gt

ce champ exerce sur lelectron une force qui fait varier sa vilesse

tangenuelle v 3

mo——— = - — — (& xn) (V-85)

el donc. a lissue du branchement du champ. la variation de vitesse de

|'eleciron est:

- qr - -
Ay = - — B (e x n}) {Vv-861}
t 2m z

fon peutl montrer aisement que le ravon de lorbite ne change pas. la force
centrifuge associee a la variation de vitesse tangentielle de l'electron etant
exaclement compensee par la force magnetiquel. Il est facile de voir gue ce
resultal se generalise aisement au cas des deux electrons de la figure 9b
formant un systeme diamagnetique. Chague electron subit la variation
tah:c)cmhr_“c de vitesse donnee par (V-86) (q etant negatif. lélectron
tournant dans le sens direct va plus vite, lautre moins vite). Or une
variation de vitesse Avycorrespond a une variation de moment magnetique
associé a chaque électron (qr/2)Avy le long de Oz. On a donc pour le systéeme

une variation globaie de moment magnétique Ax', donnée par:

q
o' = e Z ri| B (V-87)

ou la somme sur i porte sur les deux len general Z) electrons du svsteme.
On montre que pour un svsteme dans lequel les electrons tournent dans des

plans quelcongues. le magnelisme induil est toujours donne par une
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expression analogue a { V-87) dans laquelle on remplace ri¢ par la valeur
moyenne du carre de |'élongation de ['éleciron i dans [a direction pormalie
a ceile du champ magnetique. Pour un champ le long de Oz. la contribution
de I'électron i est donc proportionnelte 2 < x;2 + yi¢ >, L'équation (V-87)

permet de définir une polarisabilité magnétique homogéne a un volume:

a® 1,2
POLE R S S Z <X ey > (v-88)
dme c? v

L'analyse qui précéde montre bien que ce magnétime induit existe aussi
bien pour une molécule diamagnétique que pour uh systéme
paramagnétique ( le moment induit s'ajoutant alors au magnétisme
intrinséque) . II est important de noter que la polarisabilité magnétique
induite est négative: le raisonnement classique que nous venons de faire
permet bien den comprendre [origine: il sagit d'un simple effet
dinduction:; le sysiéme electronique tend 2 s'opposer a la variation de flux
magnetique induit a travers les orbitales électroniques lorsque e champ
magnetique perturbateur est établi. Le lecteur pourra montrer en guise
dexercice qu'une polarisabilité magnetique induile typique est environ 4
ordres de grandeur ((qzngof\c)z) fois plus petite qu'une polarisabilité

electronique induite typique.

Kemargue: [nlerpretition QUANLIQUE du dramacnetisme

K1 est trés instructit d anatvser Je diamagnetisme dans le cadre de /a
Mecanigue quantigue Frepons pour lixer les jdées le cas de [atome
dhvdrogene dont [électron est, dans [etat fondamental sur une ‘orbrtale” s
de momemnt angulare / = 0. Sifon ne et pas compte du spin, il s agit
dun sysiéme driamagnétique. Monlrons cependanl que dans un champ
exiérieur B, if acquiert un moment magnetique orbital non nul [/ nous faut

pour bren comprendre revenr d [a définition dv moment magnelique
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orbital dun systéme quanitique . Pour un sysiéme lié consliive par une
particule de charge g gravitan! aviour de [origine, le momen! magnelLique
est décrit par lopérateur ¢/ (r X v/ ou r etv sonl les opéraleurs posilion
et vitesse de la parucule. kn champ nul on peut remplacer [opérateur v
par p/ m ou p est/opérateur impulsion de la charge el on lrouve bren
que Je moment magnéLique est proportionnel av momen! angulaire r xp ,
dont la valeur dans 1état fondamental de [ Hydrogéne est nulle. Par conlre,
s/ latome est dans un champ magnétique extérieur dérivanl dun polentiel
vecteur A, il faut bien faire attention 4 la définstion de / opérateur vitesse:

nous savons que si fon appelle H fe hamilionien du sysiéme , on a (f equ

B3/ :
dr/dt<oF/ op-1/m(p -gA{r)/

el /a2 vitesse n est plus proporlionnelle @ fimpulsion p mais 3 p - gA/ Le

moment magneLque du sysieme devient alors:

L o~g/2m(rxlp-gAr)) -g/2m{- ¢ /2m(r xAlr))

La valeur moyenne du moment magnelique dans [etal [s de [Avdrogene

devient donc:
A = (G 2m) <ls [rxAlr )] Is>

O, pour un champ magnelrque statigue B, on peut chorsir fe potentie/

vecreur:
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Air/=(1/2)(8rr /.

On en decuit donc:

H> = -(E/m )< Is/rx(Brr)/ls>

saul aprés un remaniement éviden! dv douvble produst veclorel

<p >=~@rdm) (<Is [ri! Is> 8 - <Is/(cBlr /1s>)

Chorsissons pour are Oz /a direction du champ B . Le vecteur (r.B/) r est
alors srmplement (2 ﬁi’_‘)r, opérater dont seule /a composanie z< .BJ.}

a une valeur moyenne non npulle dans /€tar 1s. On a donc finalement en

notant que ré- 7<= ¥é «
<Azx= AE/MAm) <15 [2ep2 [ s> B,

On retrouve amss lous les résultats €1ablis classiquement ( comparer a
V-88) Nous navons consideére iy que [a reponse dramagnelique @ un
champ stalique.  Nous naborderons pas le probléme du calcul de /2

polarizabilite dizmagneugue dynamique d un sysiéme quantique,
(B) Polarisabilité magnétique d'orientation:
Elle n'existe que pour les milieux paramagnetiques eélectroniques ou

ceur qui possedent un magneétisme nucléaire intrinséque. Les dipoles

magnetiques s'orientent dans le champ magnetique appligue, et a basse
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frequence ce phenomene domine }e magnetisme induit. Lequilibre
thermodynamigue du sysiteme est comme dans le cas electrique decrii par

la loi de Boltzmann. L'énergie magnétigue W s'écrit:

« B
o

W=~ 1.8 (V-89)
ou gy est le moment magnétique intrinséque “moléculaire”. Unpe
caracteristique importante de cetle énergie magnétique est quelle est
quantifiée: on sait que fa projection sur une direction donnee du moment
cinétique d'un systéme quantique ne peut prendre gue des valeurs dgrétes
en unités de 41 {(moment angulaire orbital) ou de /2 ( spin). La projection
du moment magnétique le long du champ, qui est simplement
proportionnelle au moment cinétique, est aussi quantifiée. Envisageons le
cas le plus simple possible d'un moment cinétique 1/2: cest le cas par

exemple des protons des molécules d'eau. On appellera p, le moment

magnetligue intrinseque, proportionnel ay moment de spin I du proton:

;: = g T (V-90)

W =+-g B I = w I {(V—-91)

ou
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@y =Rnbo

est la "pulsation de Larmor” du proton et vaut -2.68 10% rad.s ! pour un
champ de 1Tesla. On notera que cette fréguence est négative. Appelons n.

et n.les fractions respectives de protons ayant leur spin oriente le long du

champ ( état propre «4/2 le long de Oz) el opposé au champ (etal propre

-#/2). En champ nul on a évidemment %, =n. el autant de spins pointent le
long de l'axe de quantification Oz que dans la direction opposée ( Fig 10a).

Dans le champ Bpez, ona:

Fhe 72k 1
e o B
T, = {(Vv-92}
o 2kt ~Hw 2k T
a a B + e Q B

wq étant négatif, on constate que plus de dipbies pontent le long du champ
que dans la direction opposée (Fig 10b) et la valeur moyenne <> du dipdle

dans la direction du champ est positive et vaul,
g, # g, # hwo

g, > = (v, - m ] =- th
2 2 2k T

(Vv-93)

Pour un petit champ magnelique. on obtient par un developpement limite;

gl #’
N B (V-94)
: 4k T °

ce qui correspond a la polarisabilite magnetigue d ortentation (posiuve):

O:ID) T er—— (V"‘95}
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g 10

On trouverait un resultat analogue pour un systéme paramagnétique
électronique, en vy remplacant gy par le rapport gyromagnétique
electronique, 103 4 104 fois plus grand, et en remplacant la somme de
Boltzmann (V-93) par une somme de 2] +]1 exponentielles au lieu de 2 (
dans le cas d'un moment angulaire électronique J). Le lecteur pourra
montrer qu'en ordre de grandeur, aor{M) est pour une molécule
paramagnétique eélectronique environ 104 fois plus petit que la
polarisabilité électrique d'orientation d'une molécule polaire ( 1010 fois plus
petit pour un systéeme paramagnétique nucléairel). La polarisabilite
paramagnétique éelectronique est par contre beaucoup plus grande que la
polarisabilite diamagnétique {surtout a basse température), ce qui explique
que les propriétés diamagneétiques sotent géneralement, dans les substances

paramagnetiques, masquées par le paramagnetisme.

(y) Principe de la resonance magnétique nucléaire.

goucfe
s receplui
A B,
82 [
p Fig I
omebuce Tt ~*;’_“(‘
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Nous sommes maintenant en mesure de décrire qualitativement le
principe d'une expérience de résonance magnétique nucléaire (RMN).
Supposons que le milieu étudié posséde un magnétisme nucléaire ( il s'agit
par exemple d'un echantillon d'eau). Placons le dans un champ magnétique
Bg orienté le long de Oz (Figl!). Il v acquiert une orientation magnétique

<pz0> = 0 (V-94). Irradions a présent simultanément ce milieu a l'aide d'un
champ magnétique oscillant Bjcos{wt) ey orienté normalement i Oz Ce
champ est produit par une petite bobine alimentée en courant alternatif
(Figl1). Le hamiltonien des protons dans le champ total Bpe, + By(l) ey

s'écrit:

H = w I - g, B1 coswt Ix (V-96)

Il apparait ainsi comme l2 somme d'un hamiltonien indépendant du temps
Ho, diagonal dans {a base des états propres de I,. et d'une “perturbation” a
la fréquence w proportionnelle 4 Iy. La séparation en énergie des états
propres de Hg est 4wy proportionnelle 2 By La perturbation oscillante
possede un element de matrice non nul entre les niveaux d'énergie propres

de Hp . On a en effet. d'apres les propriétés bien connues d'un spin 1/2:

CRIT 1+ = kg (V-97)
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On retrouve ainsi tous les ingredients du modele etudie au chapitre [{]
dans le cas des phenomenes dipdlaires electrigues: le systeme de spin est
soumis 2 une perturbation oscillante qui couple deux etals propres
d'energies différentes. On peut alors reprendre, mutatis mutandis . les
mémes calculs et 'on trouve que la valeur moyenne de fix + i Ly présente

une composante tournant a la fréquence du champ, y,e™'@t, qui manifeste

une variation resonnante lorsque la condition:

(V-98) o =-CJ,

est satisfaite iz + Lfy> sletut:

_cwt

_t'b.}td _
(V-99) <f«t3_-rt,/~l-g>::/,lwc, ~ @%nwgi) if':2;> e

ou y represente le tauy damorussemen! des dipdles magneétiques sous
l'effet de leur couplage au reseau dissipatlif. Comment détecte-t-on celle
résonance’ Le dipdle magnetique tournant induil rayonne a son lour un
champ magnetique oscillant qu'il suffit de detecter en disposant une bobine
receptrice au voisinage de l'echantillon (voir Figll). Le courant induit dans
celle bobine par {a variation de flux alternatif produit par l'échantillon
subit une variation resonnante lorsque la condition (V-98) est remplie. 1
sagit ainst d'une experience de diffusion resonnante, de nature dipélaire
magnetique. Le signal mesure est bien sur proportionnel au nombre de
protons. Ce type d experience est un moyen d'analyse puissant en chimie et
biochimie { il permet au choix de mesurer la densite de substances

paramagnetiques. des lemps damortissement par l'analyse de la largeur
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des raies des champs magnétiques etc..) Disons guelques mols de
l'uLilisaLio)n de la méthode en diagnostic médical. Le principe de la methode
est de réaliser une carte en trois dimensions de la densité de protons dans
un organisme vivant. On le place dans un fort champ magnétique {bobines
supraconductrices de plusieurs Teslas) présentant un gardient connu. On
peut alors faire correspondre 2 chaque point r de l'organisme la valeur
—gnBo(r)= wolr) de la fréquence de résonance des protons en ce point. On
irradie alors le systéme avec un champ radiofréguence dont on varie
la fréquence . Lorsque cette fréquence cocrespond 2 la

condition de résonance en un peint, on détecte un signal induit dans la
bobine réceptrice proportionnel a la densité des protons en ce point. Un
ordinateur reconstruit la carte de densité et par suite I'image de la région
de I'organisme irradié par ordinateur a [issue du balayagg) La technique
n'est pas dangereuse {pas d'irradiation par des rayonnements ionisants) et
trés precise. Elle peut d'ailleurs fournir d'autres renseignements que fa
simple image {mesure des temps de relaxation des spins qui donnent des
indications sur la nature physicochimique de leur environnement). Les
frequences typiques utilisées pour ces expériences sont de l'ordre de [a
centaine de Mégahertz ( un champ de 3 Teslas correspond a une fréquence

angulaire de rotation des spins des protons de 8§ 108 rad s-1 ).

9) Calcul des susceptibilités a partir_des polarisabilités moléculaires.

Notion de champ local.
Il semble a premiére vue que pour calculer la susceptibilité

moléculaire, il suffise de multiplier la réponse moléculaire moyenne

{decrite par {a polarisabilité moléculaire) par la densité N du miliev au

't En fait la techmigque de RMN medicale est en weneral legérement
ddferente de celle decrite ici. Le magnetisme est induit en tmpulsion ¢t
non en regime stationnaire: une impulsion de radiofréquence crée un
moment magnetique transversal au point de Pechantillon oG la condition
de resonance est satistaite et I'on detecte le champ transuoire rayonne par
ce moment pendant qu il samortil.
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point considéré. Une telle demarche revient en fait 4 considerer que le
champ appliqué en movenne i chaque molecule est le champ
macroscopique défini au §V-1. Si comme nous fe verrons plus bas, ceci est
vrai a suffiseamment faible densité. il n'en est pas de méme pour le champ
electrique dans un milieu relativement dense. Du [ait de son interaction
avec ses voisines, 1a présence d'une molécule en un point tend en effet 2a
modifier autour d'elle la repartition des autres particules si bien que
l'environnement d'une molécule est statistiquement différent de celui d'un
point arbitraire dans le mifieu. Reprenons pour bien comprendre ['analyse
faite au § V-1 . Cherchons 2 déterminer le champ moyen “vu” par une
molecule au point r, que 'on appdlera le champ local Ejoelr). Pour cela, nous
commencons par séparer les charges du milieu en deux parties: celles qui
sont "loin” de r, pratiquement 2 une distance de l'ordre de A ou plus, qui
creent en r un champ microscopique eyyin(r), et celles qui sont dans le
voisinage de r ( 2 une distance inférieure 2 3} qui y créenl un champ
MICroscopiquUe evpisinir ). Le champ epin englobe evidemment le champ des
sources extérieures au milieu. Quant au champ evoisin, cest le champ des
dipoles moleculaires microscopiques du voisinage du point r, qui peut se
calculer par la formule de ['électrostatique, méme si le champ est oscillant
(champ d'un dipdle dans la région r < &), Pour déterminer le champ local
en r . il f[aul en principe définir autour de r un volume de "lissage” V{r)
petit devant A3 el moyenner sur ce volume le champ "vu" par toutes les
molecules m qu’il contient. La movenne du champ lointain s'effectue sans
difficulte, comme pour le calcul du champ mxcroscopique. Elle donne une

contribution que l'on appellera Ejy;, On écrira donc;

E c(;) = E + <e > {V-100)
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en definissanl <e@vyyisins> par:

—

Z Z e (V-=101)

mey(r) DA

1}

<1k

Evolslns

€Xpression ou € p,y représente le champ produit sur la molecule m par une
autre molecule n appartenant au voisinage de r { 2 une distance inférieure
a 4). (Nous considérons ici une fonction de lissage en “créneau” pour
simpiifier le raisonnement. Celui-ci serait inchange si I'on prenait un lissage
regulier du type de celui décrit au §V-1). Le nombre d'atomes NV étant trés
grand. on peut utiliser des arguments statistiques_pour evaluer la moyenne

ad wnl b de volume, )
de (V-101). Appelons Pc(p) la probabilitévde trouver une molécule a la

distance vectorielle p d'une molécule prise au hasard dans le milieu. Pclp)
est une probabilité conditionnelie: 1a presence d une molecule en un point
affecte la probabilite d'en trouver une autre dans son environnement. On

peut alors recrire (V-101) sous {a forme simple:

E  (r) = El“n +j pc(;) e, (-p) &®p (V-102)

ou en(p) est le champ dipdlaire electrostatique produit par une molécule a
la distance vectorielle p. Le signe - dans Fargument de eg exprime le fait
quune molecule n 2 [a distance p de m "voit” m a la distance -p. La loi de
probabilite Pc(p} etant paire. on peut cependant oublier ce signe - dans la

suile,
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Si maintenant au lieu de calculer le champ moven 'vu par une
molecule on cherche a determiner simplement le champ moven

macroscopigue au point r, il est immediat que [on doit evaluer, au lieu de

(V-1021. 1a quantité:

F(r) = E o) e (p) d%p (V-103)
E{r) = E _,, * J- P(p] e, {(p) d%p
panr st de \fo‘uh‘_f;,)

ot P(p) représente la probabilité ‘de trouver une molécule 2 la distance p

d'un point quelcongue du milieu, qu’il y ait ou non une molecule en ce

point. Pour un mileu homogéne ., on a simplement Pip) = N. "On a donc en

comparant {(V-102) et (V-103):

r) - E(T) J. [pc(é‘)u Plp)] e, (p) &p = J [PC(E?) —M] e, (p) d'p

(V-104)

La quantité Pclpi- P(p) décrit les corrélations entre les positions des
molecuies dans le milieu. Du fait de ses inleractions avec ses voisines. une
molecule aura bien sur un environnement proche statistiqguement différent
d'un point quelconque du milieu et ceci explique bien la difference entre

champ macroscopique et champ local.



Fig. (2

R, B

Lintegrale intervenant dans le calcul du champ macroscopique est
facile a evaluer: il s'agit de calculer le champ produit en son sein par une
distribution homogene de dipdles " électrostatiques” paraliéles; considerons
pour cela {voir Figl{2a) une sphére de ravon R arbitraire de centre 0
uniformement polarisee ( densite de dipdle P). Une telie sphére est
equivalente a deux distributions uniformes de charges décalées 'une par
rapport a l'autre d'une petite distance a: I'uﬁe de densité + P/a est cenirée
au point a/2 - a P/2P et fautre de densité de charge -P/a est centrée au
point -a/2 (voir Fig 12b) ( 1l faut bien sOr considérer ce modeéle 2 la limite
ou a tend vers zerol. Le champ produit a la distance r du centre d'une
distribution uniforme de charges de densité p est simplement donné par le
theoreme de Gauss. Il est égal a pr/3ep. On en déduit immediatement le

Champ au point r de la double distribution decrite plus haut:

..__P - a - a P; E
E = R e | B (V-105)
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Ainsi. le champ produit en son sein par une distribution homogene de

dipdles P est opposé 4 cette polarisation et vaut -P/3ep  Reportant ce

resultat dans (V-104). on obtient:

—

P

+ J pC(E) EO(;‘) ae (V~106)

0

Il nous reste a evaluer le champ moven produit sur une molecule par ses
voisines. Ce champ dépend de la statistique décrite par Pcip). On a

evidemment P¢{0) = 0 et on s'attend a ce que P¢ tende vers N lorsque

ip| tend vers linfini (perte de la corrélation a grande distance). Nous
avons represente sur les Fig (13 a et b) deux cas correspondant soit a un
milieu desordonne ( liquide ou gaz), soit a un milieu ordonne (cristal). Dans

le premier cas Pc(p) atteint sa limite sur une distance rg de quelques

dimensions atomiques, alors que dans le second. les osciilations nombreuses

de P¢ autour de N decrivent ia regularité de l'arrangement alomique.

Tf’c_(?)

P
(’t /or\ Gllune_
QD.,QQ e ‘Wo(e'wéw>
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Nous vovons que pour un milieu désordonné. il nous faut calculer le champ
produit en son centre par une distribution a symetrie spherique dans
laquelle on a supprime les dipdles voisins du centre, a l'interieur d'une
sphere de petit rayon rg 11 est facile de voir que ce champ est nul: En effet
le champ total. produit au centre de la sphere par une distribution
homogene de dipdles s'étendant de r=0 jusqua un rayon arbitraire R est
indéependant de R. I est donc¢ aussi bien égal au champ produit au centre
par une distribution de rayon rg. La contribution des dipdles dans la
couronne spherique comprise entre rg et R est donc nulle. Ainsi, en
excluant dautres molécules de son entourage immeédiatl, une molécule
guelconque du milieu s'arrange pour annuler la contribution de toutes ces
voisines au champ local qu'elle "voit™l Pour un milieu ordonné, la situation
est pius compliquee. On peut effectuer facilement le calcul explicite pour un
cristal cubique. On montre encore que le champ produit en un point du
reseau par les dipdles portes par les autres points est nul par symetrie.

Nous admettrons que l'on a en general:

IPC (p) e (p) d’p = 0 (V-107)
el donc:
- - - - Pir)
loc (I‘) = E(r) + (v__lOB)
3¢

P etant parallele a E. nous vovons que le champ local est plus grand que le

champ moven. P tendant manifestement vers zero avec la densité du
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milieu N. nous vovons aussi sur (V-108} que la difference entre champ

local et champ macroscopique s'estompe lorsque le milieu est "dilue”.

10) Calcul de fa susceptibilité d'un milieu diélectrique.

Nous pouvons a present achever le calcul de [a susceptibilité lineaire

pour un milieu diélectrique. Appelant comme au chapitre IIl, o (y) la

polarisabilite atomique {classique ou quantique) de chagque atome, on aura:

P (r) = g, N(F) x{w) B (r) (V-109)

w. loc

ou Nir} est la densite movenne au point r. En remplacant Ejc par son

expression (V-108) et en résolvant I'équation linéaire en P,,(r), on obtient :

. - N(r) olw) . -
P (r)] = ¢ E (r) (V-110)
w 0 Nir) eafw) “

3

1 —
ce qui correspond a [a susceptibilite fineaire:

- N(;) a{w)
X*lw,x} = (V-111)
Nir) o{w)

3

a etant un volume, y¢(w. r) est bien sans dimensions. Aux faibles densités
( N« 1) on écrira plus simplement (ce qui revient a confondre champ

local el champ macroscopiquet:

X (w,r) = N{r) alw) (V-112)



369

Remarques: Ordre de grandeur du champ Jocal dans les mieur

drelectriques, para- ou dia- magnelgues.
Notons que pour un miiev diélectrique @ peut élre lom de résonance

de [ordre de quelgues dizaines de ag’ (o equ V-72), si fe milieu est dense
N peut étre de lordre de 1/ 200ap”. Ainsi Nar peut dire de [ordre de [unité
et fa prise en comple du champ local devienl tres importante pour fe calcu/
ae y¢. Dans un milieu paramagnétique ou dramagnéligue, No2 est toufours
lrés petit devant / (voir les comparaisons d ordres de grandeurs faites plus
haut) et le champ magnéligue local est daps ces milleur loufours
Identiliable au champ macroscopigue pour fe calcu! de 4@,

/1 peut egalement sembler, lorsqu on considere fa formule (V-111), que
1z susceplbilité diverge ou devient négative lorsque le milreu est dense el
que la polarrsabilité a devient irés grande, lorsquon sapproche dune
resonance moleculaire par exemple. [En fan, i faur alors tentr comple du
fan que 12 polarsabilite molecularre elle meme est glors en loule rigueur
une fonction de la densite & les molécules vorsines se pertvrbent
mutuellement, ce qui aflecle leur reponse” inlrinséque au champ local Le
{rartement simple developpe rcr ne s applique plus alors et 1a relation (1-
/117 nest alors plus valable La suscepubiité induite reste cependant

linie dans tous les cas. Nous ne trarterons pas 1o/ 1a sicvation ou Na o7,

Explicitons maintenant ¥¢ pour les differents modeéles d'atomes que

nous avons considere au Chapitre 11l. Pour un ensemblie classique

d’electron elastiquement lie. a la [imite des faibles densites.nous avons:

Ng* 1
* {w) = {v-113)

mE’o w? - W - 17w
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(On aura de meme pour un milieu quantique:

2 1
X (w) = Na Z f (V-114)
Q me : It 2 2 :
o 3 w - Wt - 1TJ'w

3 f

ou [s est donné par (V-68). On peut encore écrire de facon explicite:

w 1<z ]8> ]2
{(v-115)

2Ng?
x? (w) = Z
¢ # e

z

. z -
wy - W - w
o ] 't 1‘TJf

Les formules correspondantes pour un milieu dense sobtiennent sans

difficulté (il suffit d'injecter I'expression de a dans la formule (V- I,_O)).

L'expression de la susceptibilité (V-115) iliustre sur un cas particulier
les considérations générales du §V-#: la susceptibilité est une fonction
complexe de la frequence, sa partie imaginaire etant liée aux phénoménes
dissipatifs. Elle présente des résonances au voisinage de +wjr el -wjr Le
prolongement analytique x¢(z) de x®{w) posséde un péle associé a chaque
resonance. I est facile de calculer ces poles en resolvant l'équation du

second degre:

{(v-116)

Compte tenu de l'inégalite yir «jr (amortissement tres lent a l'echelle des

periodes optiques) , on peut donner |'expression approchee des poles:

wx tow - ir /2 (V-117)
I it
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On constate bien que la partie reelle de ces poles correspond aux
frequences propres du milieu . alors que leur partie imaginaire est le taux
damortissement de la composante dipdlaire correspondante. Ces poles
appartiennent tous au demi-plan Im(z}<0, ce qui correspond a la condition
de causalité et la susceptibilité (V-115) obéit donc bien a4 la relation de
Kramers-Kronig. (Notons que la décroissance en 1/2 a [infini de y®¢(w)
permet bien comme nous lavons suppose au §V-# de negliger Ia
contribution du contour semicirculaire de l'intégrale de Cauchy).

Au voisinage de la résonance @=wjf, 12 susceptibilité peut s'écrire sous la

forme approchée simple:

Ng? [<jlzff>]®
xg (w o~ ) ‘ (V-118)
ﬁao w o Tow s lTJf/Z

avec les parties reelles el imaginaires se presentant comme des fonctions

de Lorentz "en dispersion” et en "absorption™

2 w - ow
xqe(wmw”) /xha I<jlzif>|*? {Vv-119a}
_ 2 2
0 (w” w} + ij/4
e qu - \ ij/.?.
X, {wmwf) {:1:‘ {<Jjlzif>] {V-119b)
& (w - wl? + ¥ /4

I f 1

On obtient alors immediatement a partir de (V-47) l'expression de la
puissance eleciromagnetique recue par lunile de volume du milieu

(suppose diluel:
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Ng? 7”/2

q -
Wox = [<jlz]f>|® w E? (v-120)
2%

_ 2 2
(w” w)*e o+ T“/tl

On constate que cette puissance subit une variation résonnante de largeur a
mi-hauteur YJF en unités de pulsation (yjf/2n en unités de frégquence).
L'interpretation en terme de photons de cet échange d'énergie résonnant
est instructive: Supposons que le champ soit constitué de photons d'énergie
416 . La puissancelr20) représente manifestement le nombre de photons
absorbés par unité de volume et de temps multiplié par Hw . Appelant
1/Taps la probabilité d'absorption d'un photon par un atome eilpar unité de
temps, cetle puissance s'interpréte comme étant égal a NHw 1/Tqaps €t 0n a

donc:

. 7
1 q® [<jlzif>|? IR
= , ! Ei (V-121)

T 2 - 2 2
abas 4% (w” w} + ij/‘l

Ainsi, les atomes ont une probabilité par unité de temps d'absorber wm
prolow  incident qui est proportionnelle a lintensite  du champ et qui est
resonnante pour w=wjr On peut alors faire |'analyse microscopique suivante
du mecanisme d'echange denergie entre les alomes et le champ: sous les
effets competitifs de leur interaction avec l'onde electromagneétique et des
processus damortissement. les atomes du milieu sont en permanence
maintenus dans une superposition lineaire de |'etat de base [ el de l'état
excite j. correspondant a une probabilite stationnaire non nulle P; de
trouver un atome dans ietat j. Pour maintenir cet etal stationnaire. il faut
donc gque fe champ fournisse aur atomes un flux d'énergie que ceux-ci
restituent av ‘reseau” responsable de leur amortissement. Chaque atome a
une probabilite P d'étre excite et, s'il I'est une probabilité par unité dc

temps {/T; de retomber a ['état de base en restituant I'énergie Huw;r au
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reseau. T; sappelie le ltemps de relaxation du niveau j { la restitution
d'energie des atomes au ‘reseau’” s'effectue sous forme d'énergie d'agitation
thermigue. de lumiere diffusée ..). Ainsi, {a perte d'énergie moyenne par
unité de temps et par atome est Hwjf .Pj (1/Tj) et par unité de volume du
milieu elle est N hwjr Pj(1/Tj).  L'énergie cédée aux atomes par le champ

est bien sure égale (régime stationnaire). On a donc le bilan énergétique:

1 1
(NP ) -— Hw = N [ ] fw (v~122)
J T It T

3 ubs

ou encore, compte tenu de (V-121}:

a® f<ilzlEx|? Ty st .
P = . . Ew (V-123)

, =
2 _ z 2
4+h (w’ wlt + 1’“/4

£

L'equation(V-123) montre gue la fraction d'atomes maintenus en regime
permanent dans {'état | est elle aussi une fonction résonnante de w.
proportionnelle egalement a l'intensité du champ. Notons que a la limite de
I'approximation lineaire ou nous sommes. Pj «l et NPj«<N. Ainsi, le nombre
d'atomes par unité de volume dans ['état fondamental est en réegime
stationnaire tres voisin de N { (1-P;} N en toute rigueur). Sous la forme (V-
122). le bilan d'énergie est particulierement clair: N atomes par unilé de
volume dans [état fondamental absorbent par unité de temps N/Taps
photons tandis que NPj atomes par unite de volume dans l'état excité
restituent par unite de temps NP;(1/T{) quanta d'énergie au réseau.

L'equilibre energetique d'un tel milieu absorbant est illustré sur la Fig(14).



En d'autres termes, l'absorption résonnante d'énergie electromagnelique
par un milieu di¢lectrique provient du fait gue le champ maintient les
atomes dans un etat de désequilibre relatif, une petite fraction des atomes
gui en absence de champ seraient dans ['état de base étant mainienus dans

un état excité d'énergie plus grande.

{1} Notion d'inversion de population. Possibilité d'amplification du

champ dans un diélectrique.

Supposons maintenant qu'au lieu denvover fe champ sur un
milieu d'atomes initialement dans I'état de base f , on dispose d'atomes qui,
en absence de champ sont tous dans l'etat excité | et qui sous {'effet d'un
mecanisme de "pompage onl tendance a revenir dans cet etat. Le calcul de
la polarisabilité d'un tel milieu pour un champ de fréquence @ = wjf
seffectue de facon tout a faitl identique a celui que nous avons fail au
chapitre [11. a ceci pres qu'il suffit d'échanger les réles de j et {. L'équation

(V-115) est donc au voisinage de w= wjf remplacée par:

X () _ 2Ng® . f<ilz|f>)? v
3 e Y T L (V-124)
{(couple de N Wi @ 17w

niveaux 3if)
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qui s'ecrit encore:

2 - 2
Ng [<alzlf>] (V-125)

*lw vw ) = -

£ .

© ! 'ﬁao w - W - 17 /2
1f Jf

soit, pour la partie imaginaire y¢"(w):

Ng® . ] ij/2
i<ifzlf>i {(V-126)

it el 2
o (wjf w) <+ ij/4

x;-(wmwjf) = e

et pour la puissance échangée avec le champ:

T /2
Ng® it
W= = —— <Gz w EZ? (Vv-127)
24 AT 2 “
(wJf whe o+ 7'“/4

Cette puissance est maintenant négative ce qui veut dire gue cest le milieu
qui fournit de ['énergie au champ! En d'autres termes, chaque atome a 3
present une probabilite |/ Tey par unité de temps d'émettre dans le mode

du champ un photon d'énergie tuw:

1 1
[ ] = [ ] (v-128)
T T

*®/atome dans %5 /atome dans

l'étar 3 1'état £

On appelle emission induite ou encore emission stimulée ce phénoméne.
putsque la probabilite demission dun photon est proportionneile a
lintensite du champ incident. cesi-a-dire en [in de compte, au nombre de
photons deja presents dans le mode. Il faut bien distinguer ce processus de
l'emission spontanee. qui a lieu méme en I'absence de champ dans le miljeu.
On notera que I'emission stimulee est up elfet classique qui ne nécessite pas

la quantification du champ pour étre caicule. contrairement 2 I'émission
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spontanee par un atome. Cet effet d émission stimulee a pour consequence

une amplification du champ incident: le flux du champ sortant du milieu

est alors globalement positif!

Pour que cette amplification ait lieu, il faut réaliser une situation dans
laguelle les phénomenes dissipatifs tendent a inverser les populations des
niveaul guantiques par rapport a la situation normale de [‘équilibre
thermodynamique (dans lequel on a bien sir toujours plus d'atomes dans
fetat [ que dans J'état j). On sait réaliser de telles situations artificielles
d'inversion de populations dans les milieux atomiques en mettant en
oeuvre des mecanismes de “pompage” ramenant les alomes du niveau {
vers le niveau j. Nous décrirons certains types de pompage au chapitre
suivant lorsque nous etudierons un modele simple de {aser. On appellera
1/Tr le "taux de pompage” du niveau f vers le niveau | induit par ce
mecanisme, Cest bien sur ce pompage qui est la source d'énergie de
I'amplificateur optique ( tout comme cest le mécanisme damortissement
des atomes qui est le reservoir” de l'energie cedée par le champ dans les
milieux absorbants habituels {voir Chapitre VI) . La figure (15) illustre
I'equlibre energétique d'un systéme atomique fortement inversé: l'émission
de photons est compensee par [a restitution d'énergie aul alomes SOuS

ieffet du pompage.

} NJ’>>NF

:_:l"“ /Lf (?CMP‘%‘:) 53 K
lem le




e

{w

ar7

Insistons bien sur le fail que le processus demission slimulee est
parfaitement symeéirigue du processus d'absorption correspondant. Le
processus d'absorption par un atome dans l'état f a la méme probabilite
dans un champ extérieur donné que le processus d'émission stimulée par
un atome dans [état j. Ce n'est que [‘état stationnaire des atomes qui
détermine le sens des échanges, l'absorption étant proportionneile au
nombre d'atomes dans I'état inférieur de la transition et I'émission stimulée
au nombre datomes dans l'état supérieur. Dans le milieu absorbant
considére plus haut . la densité d'atomes dans 1'‘état f Nr~N est beaucoup
plus grande que fa densité des atomes dans [‘état j et l'absorption est
importante, ['‘¢mission stimulée négligeable. Dans un milieu amplificateur
ou Nj est beaucoup plus grand que la densité des atomes dans létat
d'énergie inférieure ['émission stimulée est le phénomene essentiel.
l'absorption trés faible. On montre de facon plus generale gue dans un
milieu ou les populations prennent sous leffel des mécanismes de
refaxation des valeurs d'equilibre Nj et Nr quelconques la partie imaginaire

de la susceptibilité s'écrit au voisinage de {a résonance W=Wjf

(Nf—NJ) gl T”/2
mw”) o —-—-~%-;———---- I<ilz{f>{? {(v-129)
o (w - w)? o+ T":f/d

et les echanges d'energie entre la matiere el le ravonnement resultent du
bilan des processus dabsorption et demission stimulée dont les
importances relatives peuvent étre comparables. L'equilibre stationnaire

d'un tel systeme est alors décrit sur la figure (16} Cest maintenant la
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somme algebrique des energies mises enjeu par les processus d'absorption

et d'émission induite qui est compensée par les processus responsables de

{a relaxation ou du pompage.

‘T, .5??; g

Tem| s /%

m

16
Figl6

e

Toute lanalvse développée ici sur les milieux diélectriques se
geneéralise immeédiatement aux milieux magnetiques. Il suffit de remplacer
la polarisabilité dipdlaire électrique a par la polarisabilité magnétique. La
encore. fa suceptibilité possede une partie imaginaire resonnante pour les
fréquences de Bohr atomiques correspondant a des effets d'absorption ou
d'amplification, le signe des eéchanges d'énergie dependant de letat

stationnaire du systéme en l'absence de champ.

Remargue: Nous venons de remarquer que [8misston indurte est
un phenomene de champ classigue © il nest pas besoin de quanidrer /e
champ eleciromagnelgue pour le comprendre.  [f faul cependani traser
quantrguemen! le auhiey atomique pour en rendre compte. Silon lrarte ce
mirlieu comme une collection d oscillareurs classiques, on obirent 1oufours vn
effer dabsorptron. Un miltev amplificatevr correspond formellement i
/exssience dune force o oscillateur negauve: le svstéme est prépare dans
un elar excire j susceplible deffectver des ransitions vers un niveau
denergie inferievre [, correspondant 3 une fréquence de Bobr wry négative

el donc a une force d oscillateur negauve. L mmierpréetation probabilisie de 1a
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force doscallateur esi alors perdue el i/ nV a pas dimage classigue

sausfaisante pour fe miiev alomique.

12} Conductivite électrigue d'un métal ot d'un plasma.

Comme autre exemple important de milieu matériel, considerons a
present un metal constitué d'un réseau regulier d'ions positifs dans lequel
se deplacen! des électrons. Il est habituel de considérer les electrons
comme des particules sans interaction se déplacant librement dans le
reseau (modele de Drude). Ici encore, la justification de ce modéle simple
est donnee par [a mecanique quantique qui explique comment les électrons
peuvent se mouvoir comme s'ils étaient libres dans le polentiel périodique
des noyaux. La theorie quantique permet de calculer la densité N des
eélectrons “libres” dans le métal et leur "masse effective " m* qui est
differente de celle d'un électron dans le vide. Avec I'apport de [a mecanique
stauistique, elle permet aussi de décrire comment ces electrons sont
‘amortis” par des collisions avec les imperfections ou les vibrations du
reseau dions positifs, ces phénomeénes dissipatifs etant décrits par la
donnée d'une constante damortissement Y, que lon peul en premiere
approximation considerer comme elant independante de la frequence.
Nous supposerons donc connus ces parametlres phenomenologiques pour
calculer la conductivite du metal. suivanl ainsi une démarche analogue a
celle qui nous a permis d'analyser la susceptibilité d'un diélectrique.
Considerons donc un gaz delectrons (charge ¢. masse m'} de densite
movenne N . sans interactions mutuelles. Supposons le mouvement des
charges amorti avec une constante y. Le mouvement de chaque éleciron en

presence du champ E,, e iwt sera
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nz + itz o= g E_ e !t%! (V=130
Cetle équation admet la solution stationnaire :
q E 1
z = e twt (V-131)
m* 2 .
“W" - 1TWw
D'ou [a densité de courant
. . Ng? 1
J, ® 7iw Ngz = — ~- E e twt (V-132)
m T - iw w
et la conductivité
Ng? 1
o{w) = ——— (V=-133)
mn™ Y - iw

On trouve une conductivité dépendant de la fréquence. essentiellement
réelle a basse fréquence (w«y )}, tendant 2 devenir imaginaire pure a haute
fréquence. Les échanges d'énergie étant liés a la partie réelle de o, on voit
que [effet joule est important a basse fréquence et tend 2 diminuer lorsque
la fréequence augmente. Ceci est vrai tout au moins dans le cadre de ce
modele simplifié, ol I'amortissement des electrons est indépendant de la
fréequence ( dans une description plus realiste du métal. il faudrait tenjr
compte du fait que y dépend de w, surtout pour les hautes fréquences telles
que w > Y). Nous avons admis implicitement dans ce modéle que le champ
macroscopique est egal au champ local. Ceci est coherent pour un modele
d'électrons sans corrélations. Nous admettrons gue cest une bonne

approximation et ne considererons pas le probleme des interactions



381

electroniques. Un ordre de grandeur realiste des parametres esl
N=5 1028 m-3, m*= 10-3Ukg y= 5.1013 s-! 4 la température ordinaire. On
trouve alors a basse fréquence {w<y) 0= 2.6 107 ohm-! m-1, ce qui est un
bon ordre de grandeur pour un metal typigue. La conductivite decroit
lorsque la température augmente, essentiellement parce que y augmente
avec l'agitation thermique du réseau.

Un métal possede, en plus de sa conductivite électrique une
susceptibilité électrique provenant de fa polarisabilité des tons du reseau.

Nous verrons pilus loin qu'il faut en tenir compte pour étudier la

propagation du champ dans le metal

Le modéle présenté ici sapplique aussi, moyennant de petites
modifications 2 un gaz d'électrons et d'ions “sans interactions” ( modéle
simplifi¢ de plasma). 1l suffit de faire m*=m dans (V-133) en prenant pour

m la masse des électrons libres. 11 faudrait aussi ajouter la contribution a o
provenant du mouvement des tons. Ceux-ci ont cependant une masse M»m

et cette contribution peut en général étre négligee.

13} Propagation du champ dans un milieu matériel isotrope et

homogene 4 ‘réponse’ fineaire.

Nous decrivons ici fa propagation dun champ électromagnétigue
dans un milieu isolrope a susceptibilité scalaire linéaire et indépendante
du temps. Nous supposerons de plus le milieu électriguement neutre en

lout point et negligerons toute distribution quadrupolaire électrigue. Les
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équations de Maxwell dans un tel milieu s'ecrivent, pour une composante

monochromatique du champ a la fréquence w.

7.B_(r) = 0
g r) = iw B (r)
J v oxE w (V-134)
v.D_{r) =0
_v.- x Ew(;) = B‘U.IGCPO - iw Dw(r)
avec.
D (r) =¢ [1+ x*(w,r)]E (£)
- ° el "‘:)-4- b (V_l35)
H (r) =g c® [1 4 x'®(w,r)] B_(r)
et
et E = olw, 1) Eu(?) (V-136)

Ww.macro

On définit alors traditionnellement les permittivités électrigue et

magnetique du milieu par les relations:

£ (w,;) = 1+ x'(w,;)
. _ (V-137)
P {w,r) = 1 4 x'°"{w,r)
et les champs derives Dy(r} et Hy( r) s'ecrivent:
D (r} = ¢ & (w,r) E (1)
w 0 r w
o - 1 - {v-138)
H {r) = B_(r)

oo {w, )
r

0

Les equations (V-134) et {V-138} décrivent la propagation dans un milieu

isotrope lineaire quelconque, avec des susceptibilites complexes pouvant
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varier dans l'espace. Par souci de simplicite, nous restreindrons le probleme
2 un miliey homogéne, dont les susceptibilités sont constantes,
independantes de r. Les équations (V-134) ont alors la méme invariance
par translation que dans i'espace libre et elles admettent de méme comme

solutions particuliéres des ondes planes monochromatiques. Nous écrirons

ces ondes planes sous [a forme:

i

E (£} = Eo et (kr-wt) (V-139a)
B (r) = fa'o gl (kr-wt) : (V-139b)

ou les vecteurs Eg et By satisfont les relations:

E .k =B .k =0
o 0
el
ks E L
B = — x E (V'-llll)
0 w 0

Les relations (V-140) expriment la transversalité du champ magnétigue et
du champ électrique dans le mifiev  si ¢, est constant, E est proportionne!l a
D dont la divergence est nulle daprés (V-134) et le champ électrique a
donc aussi dans un milieu homogene une divergence nulle). La relfation (V-
1411 est une consequence de (V-134b). Ces solutions en ondes planes sont
particulierement simples el interessantes dans la mesure ou une sofution
quelconque peut étre développée sous forme d'une somme de telles ondes .
Notons tout de suite quen general la source du champ est extérjeure au
milieu et qu'un élement essentiel du probieme de la propagation dans un

milieu matériel consiste a raccorder les ondes planes dans le milieu aux

(V-140}
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ondes se propageant dans le vide a l'exterieur. Nous reviendrons sur ce
probleme au § V-14. Nous traitons ici deux cas particuliers importants: cefui
d'un milieu isolant diélectrique et celui d'un milieu conducteur. Nous

supposerons ces milieux non magnétiques (gp{w) =1).

a) Miljeu diélectrigue non conducteur

On a olw) ~ 0 et fes équations (V-134 ) dans lesquelles, e (@) = 1 + y&(w)

est suppose indéependant de r,s'écrivent:

( V.B_ = G.ﬁw = E?.ifu (V-142a)
| $xE_ =iwB_ (V-142b)
- - iw -
VxB, ==~ —¢ (@ E_ (V~1d2c)
2
C

On elimine alors le champ magnetique suivant la methode habituelle en
prenant le rotationnel de {(V-142b) et en wutilisant la relation

V1 (VE)- V(V.E) - AE~ - AE (puisque VE <0). On obtient immeédiatement:

AE + — ¢ {wl E =0 (V-143)

On remplace alors dans (V-143) le champ par son expression {V-139a) et

on obtient [a relation de dispersion:

kP = — & (w) (v-144)
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Distinguons maintenant le cas des milieux i susceptibilité

essentiellement réelle a la fréquence w des milieuy dissipatifs pour lesquels

{a suceptibilité a une composante imaginaire non negligeable:

(i) milieu non dissipatif { e réel):

Dour un tel milieu. on a simplement:

£ {w) {V-145)

el k est un vecteur d'onde réel. L'onde piane a la méme structure que dans

le vide, avec un vecteur d'onde de module (w Jer{w))/c. On appelle la

quantité v eel@) l'indice n(w) du milieu 3 fa fréquence w:

niw) = |& {w) = Jl+x'®) {(w) (V~146)

Pour un milieu dielectrigue constitue de molecules de polarisabilile reelle

@' on obtient. compte tenu de (V-111) et (V-137):

1+2No' {w) /3
niw) = J {(V-147)
1~ (Na' {(w}} /3 .
Si le milieuw est dilue { Na' ««1), {V-147} peut étre approchée par:
N o' (w) .
niw) ~ 1 4+ — (V~148)
2

On retrouve bien dans ce cas la définition simple de l'indice telle que nous

f'avons etablie au Chapitre 1l et utilisee au Chapitre IV. L'indice est
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evidemment relie a la vitesse de phase de l'onde dans le milieu. Pour un

vecteur d'onde parallele a I'axe Oz, ['onde plane s'écrit en effet:

[wn(w) ]
i Z-wt
e

C

—

E_(r) = E, (V-149)
et sa phase se propage avec la vitesse v, dépendant de la fréquence:
v, = c/n{w) {(V—-150)

Donnons enfin les expressions du champ magnétique et du vecteur de
Poynting de l'onde dans le diélectrique transparent. D'aprés (V-141), (V-

1451 et {(V-146), on obtient tout de suite:

E {V-151}

et

{(Vv-152)

i

o

o
l\}] T

o N

|[S| = & ¢ = £ ¢ nlw)
o ¢

Le rapport entre l'amplitude du champ electrique et celle du champ
magnetigue nest plus egal a c. mais a la vitesse de phase ¢/n de {'onde dans
le miieu. 1l en resulte que le vecteur de Poynting est proportionnel a nE? .
Il est enfin instructif devaluer l'ordre de grandeur de [l'indice pour un
miliey dense (ransparent aux frequences optliques. La polarisabilité
moleculaire est alors essentiellement de nature induite. Nous avons evalue
lordre de grandeur de @ au § V- 8 et trouvé (équation V-72) une valeur

de lordre de 100 ag3 . Une valeur approchée de [a densité d'un solide ou
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-

d'un liquide est N = 1/ (200 ap3) {distance intermoléculaire typique de 3
angstroems). On a alors Nez05etnz (1 +05 /7 (1-{05/3))1/2 ~13 ,ce

qui est bien un ordre de grandeur raisonnable de lindice d'un verre ou

d'un liguide transparent!

{ii) milieu dissipatif {e~(w) complexe):

On écrira maintenant;
g () = e'(0) + 1 e"(w =1+ x (w +1i x" (w (V-153)

L'équation (V-144) montre que k est alors lui méme complexe. Nous
choisirons pour fixer les idées une onde se propageant le long de Oz et nous

ecrirons k sous la forme:

k = + (k' + ik") El (V-154)

ou k" est suppose positif. (V-154) correspond aux solutions en ondes planesa

vecteur donde complezxe:

EL(!’) = F el LKk r-wt) e- k"2 (V-155a)

0+

}

e

E;{r

e-g(k'zoutl ek"l (V“ISSb)

0 -

Considerons pour commencer le cas k™0 L'equation (V-155a) décrit une
onde se propageant de gauche a droite et satlenuant eiponentiellement
dans le milieu. L'equation (V-155b) decrit une onde se propageant de
droite a gauche en décroissant lorsque z decroil. c'est a dire en s'atiénuant
encore dans sa direction de propagation. Londe est donc Loujours

exponentiellement atténuée pour k" »0. Ces conclusions sont inversees pour
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L* < 0 : l'onde est exponenticllement amplifiée dans sa direction de
propagation. Nous nous limiterons dans la suite 4 la solution contenant le
signe + dans (V-154) et décrirons des ondes se propageant de gauche a

droite. La résolution de F'équation (V-144) est immédiate et donne:

K'+ik® 1 T ien
N o= e = I (a'+ Js 2 4g 2) + (V~156)
ko E [E'+ |€-2+ 8.2)3'5

avec kg= w/c {nombre d'onde du champ de méme fréquence dans le vide).

La quantité n- (k' +ik")/ kg est ce qu'on appelle l'indice complexe du milieu:
On constate que le signe de k" est celui de ¢ , donc celui de x€"
['atténuation exponentielle du champ pour ¥¢ > 0 et son amplification
exponentielle pour y¢ <« 0 traduisent la conservation de l'énergie du
systeme champ matiere. Dans le premier cas, le champ {ournit de |'énergie
au milieu: le flux algebrigue du vecteur de Poynting "sortant” d'une tranche
guelconque du milieu doit étre négatif (voir équation V-41 ou V-47). ce qui
est bien le cas st 'onde est attenuee le long de sa direction de propagation,
Dans le deuzieme cas , ce sont les atomes qui fournissent de [‘énergie au
champ et le vecteur de Poynting a un flux positif "sortant” d'une tranche du
milieu. Nous avons vu au § V-10 et V-1| que ces phénomeénes d'absorption
ou damplification sont relies au bilan de processus eélémentaires
d absorption et d'emission stimulée de photons par les atomes. On pose
souvent:

l kaﬁn 1

— = k" = (V-157)

2R o oy

et on appelle zp la longueur caracteristique d'absorption du champ dans le

milieu. La variation en z de lintensité est en effet en exp( -z/zg) et la
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longueur zg est celle pour laquelle lintensite est divisee par e lorsque le
milieu est absarbant. Un milieu amplificateur a avec ces conventions une
longueur caractéristique d'absorption negative. La valeur de zg depend des
caractéristiques du milieu (densité, polarisabilité complexe de ces atomes)
et de la valeur de w. comparée aux fréquences d'absorption ®jf Un milieu
“transparent” pourra avoir une longueur d'absorption de plusieurs km: c'est
le cas de l'atmosphére aux frequences visibles, de fibres optiques de bonne
gualite dans le proche infrarouge. Un milieu trés absorbant pourra atténuer
le champ sur quelques longueurs d'onde.. La méme variation d'ordre de
grandeur existe pour les milieux amplificateurs.

La quantité k'/k, décrit quant i elle toujours la variation de phase du

champ. La vitesse de phase du champ est donc:
c ko c JE
v k [
(a'+ Ja' 2w 5-2)3‘5

Les equations (V-156), (V-157) et {V-158) se simplifient pour un milieu

(V-158)

difue (1xe!| «1). On a alors:

RS e 1t s ] e (V-159)

On peut dans ce cas expliciter ['indice complexe:

) No' (w) Na' (w)
i D T —— -
5 2 (V~160)

12

n(w)

ainsi que le coefficient d'absorption:

1 . 2TN
;m = 2Z2K" = kO Xt {w) = Nk a"{w) = — o (w) {V-161}

a Q
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et la vitesse de phase de l'onde:
o) ko

<
i
R
R

he k' xet ((0) Na' (OJ)

Pour un milieu dont la polarisabilité est de nature induite, on peut a
présent décrire qualitativement les variations avec la fréequence des parties
réelles et imaginaires de l'indice, Il suffit pour celd de reporter dans I
expression (V-159) les expressions (V-119): fa partie réelle de l'indice, qui
détermine la vitesse de phase de [onde, varie comme une somme de
fonctions de Lorentz "en dispersion” { Figl7a) alors que la partie
imaginaire qui détermine le coefficient d'absorption du milieu, varie comme
une somme de fonctions de Lorentz "en absorption"( Fig17b). La largeur des
résonances est déterminée par les constantes d'amortissement des dipdles
du milieu. Les parties réelles et imaginaires de lindice sont reliées entre
elles par les “relations de Wramers ~ (voir§7). Nolons que le sens de
variation de l'indice réel change de signe lorsque la fréquence de l'onde
s'approche d'une fréquence d'absorption. La dispersion des vilesses de
phase avec la frequence est dite "anormale” lorsque l'on se trouve dans la
region ou la dispersion a un signe oppose a celui d'un milieu transparent

loin d'une fréquence d'absorption.

Dispersian

L hngd et

- NN

£
£
/
8\

(V-162)
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b) milieu conducteur: cas d'un métal .

Considerons a présent un milieu metallique conducteur non magnetique
ayant une conductivité o (@) et une permittivité ¢ ®) ( la permittivité est
liee a la susceptibilité électrique des jons du réseau cristallin).

Les equations de Maxwell s'écrivent alors:

<i
Wy
[
<
o
t
<

J 6 X E = iw g
o o (V-163)
olw) 1@ g {wl)
Vv x B = - Eu
£ ¢t c?

et. apres une manipulation analogue a celle faite plus haul. on trouve

'equation de propagation du champ electrique:

- w 1w o{w) "
Ja) Eu T & {w) + Eu = 0 (V—-164)
c*t £ ¢t

0

Cherchons une solution de cette equation en onde plane. On obtient la

relation de dispersion:

kP = e g (W) 4 e {V-165)

r

w? ilwo(w)
ct £ c
4]
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Le nombre donde K est en general solution d'une equation complexe qui

nest pas essentiellement difféerente de (V-144). 11 est clair que la

separation entre g et £ n'a rien de fondamental puisqu'elle provient en {in
de compte de la séparation entre charges lices et délocalisees faite plus
haut et il n'est donc pas €tonnant que les relations de dispersion des ondes
dans un metal et dans un diélecirique prennent des formes semblables.
Quoiqu'il en soit et pour la simplicité de la discussion physique nous
supposerons & réel (de l'ordre de l'unité) et o complexe, donné par la
relation (V-133). Distinguons le régime basse fréquence pour lequel w <y du

régime haute fréquence w »y.
(i) Champ basse fréquence (w <y J-.

Il s'agit typiquement de champs radiofréqguence ou trés infrarouges pour

lesquels w « 10 13 - 10M s-1  suivant le metal. La conductivité est alors

essentieliement reelle el peut s'écrire:

g x — {(V-166}

La relation de dispersion se met alors sous la forme:

. Ng®
kK =g k|14 i ———— (V-167)

' n'T £ ¢ w
Q r
On voit dans (V-167) apparaitre la quantité sans dimension Ng2/{m*gpe,y)
que 'on peut mettre sous la forme wpz/ yw en introduisant ce qu'on appelle

ta fréquence plasma dv meétal wp définie par:



N T
S S (V-168)

@p est un paramétre intrinséque du métal, qui ne dépend que de sa densité
électronigue, de sa permittivité et de la masse “effective " de ses électrons

de oonductioxff)on récrit alors {V-167) sous [a forme:

k* = ¢ k: 1+ i — (V-169)

Un calcul d'ordre de grandeur élémentaire montre gue pour le meétal
typique considéré au §V-12, on a wp~ 1016 5 -1, c'est 4 dire @p»y. If s'agit 13
d'une inégalité généralement satisfaite dans un métal. On a donc a fortiori,

pour le régime basse fréquence considéré ici:

w: » Tw (v-170)

et la relation de dispersion s'écrit simplement;

kK~ i e k: — {v-171}

Le carré du vecteur donde est imaginaire pur. La valeur de k s'obtient
immedialement:
Ng?

= % k. (1+31)
2Tw °

(V-172)
2 ve w

(1]
Le signe +/- correspond comme plus haut aux ondes se propageant de
gauche a droile ou en sens contraire. Ne considérons que {'onde allani de

gauche a droite { signe +). Elle s'écrit:

*)

wp tel quil est defini par (V-1681 depend de w par 'intermediaire de & .

On pourrait egalement adopter fa definition legérement differente

wp?= Nq2/ m*en qui rend wy indépendant de w. I faudrait alors modifier
€n consequence loules les formules qui suivent {voir V-181 que nous

avons exprimee en fonction des deux définitions possibles de Wp ).
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- Ng?
E* (r) = E; expi k, {1+i) {——— z — Wt
2m" Te @

(v-173}

et decrit une attenuation de l'amplitude du champ sur une longueur

caractéristique & définie par:

1 Ng? w ow n
= f— = .= (V-174)
5 2n* Teocz 2¢, ¢ €.CA

§ s'appelle I'épaisseur de peau du métal a la fréquence @. Une conductivité

typique 0 £3 107 ohm-1 m-} correspond 4 une épaisseur de peau
Sien mm) = (2.10%) (R en mm )1/

(expression o0 & et A sont tous deux exprimés en mm). Ainsi le champ ne
penetre que tres superficiellement dans le metal aux basses {requence (le
regime basse fréquence s'étend jusqua wz 10132 1011571, c'est 2 dire pour
L<Znc/w > 0.2 2002 mm suivant le métal). L' atténuation du champ sur
l'epaisseur de peau est bien sOr liee a la dissipation par effel joule.
proportionnelle 2 la partie réelle de o (voir équation V-47). Remarquons
egalement que ['existence d'une epaisseur de peau tres faible aux
fréequences radioelectiqgues explique que dans les circuils electrigues
oscillants (et en particulier dans les antennes) les courants restent localises
a la surface des conducteurs,

(ii) Champs haute fréquence.

On considere a présent le cas ou w » y {lumiére proche inf{rarouge, visible
ou ultraviolette). La conductivite est alors essentiellement imaginaire pure:

i Ng?
{V-175}

g ™~

-
m w
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et la relation de dispersion (V-164) s'écrit:

. w? Nqg?
S
c m e ¢
(V-176)
Er
= — {w‘-—wﬁ)

Le carre du nombre d'onde est maintenant réel. Deux cas sont a considérer

suivant le signe de w-wp.
(@} A "moyennement” haute fréquence ( y « & « wp), k est

imaginaire pur:
i
k o+ — ,a {w? —w? ) {(V-177)
o) r °

et l'onde s'ecrit {(pour un vecteur d'onde le long de Oz):

EX(r) = E |, exp[?,&r (@ -w?) z ~ iwt} (V-178)

La structure de (V-178) est différente de I'équation d'une onde qui se

o

propage avec atlenuauon, pour faquelle k a une partie imaginaire et une
partie reelle (comparer avec V-165). Nous voyons qu'ici le champ oscille

avec la méme phase en tous les points guel gue soit z. Il n'v a donc pas

propagation. La différence de structure de la solution est manifeste
forsquon calcule le champ magnetlique associé a E, (a l'aide de Ia relation
(V-141)) k etant imaginaire pur, Je champ magnétique est exactement en
quadrature avec le champ elecirique. En conséquence. le vecteur de
Poynling moyenné sur une periode oplique gy ¢ ( Ey, ¥ By,” + E, " 1 B,) est
nul partout. 1l n'y a pas denergie eiecho:fe:gneLique enlrant ou sortant
dune tranche du milieu. ce qui est bien en accord avec le fait qu'il n'y a

aucune disstpation ( ¢ imaginaire pur).
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La solution (V-178) avec le signe - represente un champ qui satienue
avec une phase constante jorsque z augmente. La solution (V-178) avec le
signe + représente un champ d'amplitude exponentiellement croissante
avec z. Pour comprendre le sens physique de tels champs, il ne faut pas
oublier qu'en fait. la conductivité n'est jamais rigoureusement imaginaire
pure: il existe méme pour ® grand un petit terme réel proportionnel a vy
dans l'expression (V-133) de olw). De plus la permittivité () n'est pas
rigoureusement réelle, el toute partie imaginaire décrivant les pertes
di¢lectrigues des ions du milieu peut étre resommeée avec [a partie réelle de
¢ dans [‘éguation V-165. Si l'on rajoute ces petites conmtributions 2
I'équation de dispersion (V-176), k acquiert une petite partie reelle k. et

s'écrit approximativement:
i
ko~ (k + 2 e (wPew?) ] (V-179)
r C r p

Les solutions decrivant ['onde dans le milieu sont donc en fait:

~y - -
E-{r} = Ef exp[t ik z% ler(w:—wz) z - iwt] {(v-180})

C

el representent une onde allant de gauche a droite ( avec un vecteur d'onde
reel kptres petit ) et s'attenuant dans son sens de propagation et une onde
allant de droite 2 gauche ( avec un K, trés petit également) et s'atténuant
aussi le long de sa direction de propagation. Les solutions (V-178)
correspondent aux limites de ces solutions physiques lorsque la dissipation
du milieu tend vers zero. Pour donner un sens physigue a ces solutions

exponentiellement amorties. il faut bien sir traiter un probléme physique
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complet, en tenant compte de l'entree du champ dans le metal (voir plus

bas).

{B) A "trés haute " fréquence (w > wp),

k est reel et l'onde se propage sans atténuation avec un nombre d'onde:

1 I ra 2
k = - & (w¥=w?}) = — VE u)m%gﬁ. {(Vv-181)
c ™ P C- r 6-0

correspondant a un indice réel:

il

n{w) {v-182)

el a une vitesse de phase:

C

Vo {(V-183)
Jar (1—w: Jw?)

La fréquence plasma du métal apparait ainsi comme une “f[requence de
coupure” le champ électromagneétigue se propage dans le métal au dessus
de cette frequence. alors qu'il ne peut se propager a plus basse fréguence.
Bien entendu les formules (V-181, V-182 et V-183) correspondent a un
metal idéal sans aucune perte. Dans un milieu réel. k possede une petite
partie imaginaire et 'onde est legerement attenuee.

L'atténuation tres rapide de |'onde dans un meétal ideal sans pertes
au-dessous de sa frequence de coupure doit étre discutée dans le contexte
des relations de passage décrivant comment le champ “entre” dans le meétal

{voir § V-14). Nous pouvons en dire quefques mots ici. Nous avons vu quil
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n'y a dans le cas ideal pas de pertes par effet joule et, pour une tranche du

milieu, pas de flux entrant a gauche ou soriant vers la droite du vecteur de

Poynting. Cela signifie qu'a I'endroit ou le miliey commence (z=0} le flux
d'energie incident ne peut pénétrer dans le métal {qui s'étend en z> 0) et se
trouve totalement réfléchi vers les z négatifs. Nous verrons effectivement au

$V 14 que le champ est réfiéchi avec un coefficient de réflexion dont e module
vaut 1. En fait ce coefficient posséde une phase non exactement égale an,
correspondant a un petit déphasage entre le champ incident E; et le champ
réfléchi Er. Le champ transmis dans le métal immédiatement 2 la droite du plan
z = 0 est égal a2 E; « E; et n'est donc en général pas strictement nul (il correspond
a l'amplitude Ey. de 'équation (V-178)). Ce champ de phase indépendante de z
(si on néglige les pertes) ne se propage pas, décroit trés vite avec z dans le
milieu, et il ne lui est associé aucun transport moyen d'énergie sur une période
optigue (E et B sont en quadrature). On dit qu'il s'agit d’'un champ évanescent.
L'origine physique de la réflexion totale du champ sur une surface meétallique au
dessous de la fréquence de coupure a déja été entrevue au Chapitre [1: nous y
avons etudié un gaz d'électrons libres et montré qu'au dessus d’'une certaine
densité N (dans le langage du présent chapitre nous dirons: pour une fréquence
de plasma assez élevée ou encore a fréquence de plasma donnée pour une
fréquence w assez faible), le gaz ne transmet pas le champ, mais le réfiéchit. Cect

est dU au rayonnement vers l'arriere de la couche de charges excitées par
le champ incident dans le plan d'entrée du métal. o étant imaginaire pur, la
densité de courant est sur la surface en quadrature avec le champ incident
el rayonne un champ vers l'avant en opposition de phase exacte avec ce
champ. Nous rediscuterons ce probléeme au paragraphe suivant. _
Pour un metal typique. wp est de ordre de 1016 2 1017 s-L Ainsi, une
feuille metallique réflechira la lumiere visible et transmettra {‘ultraviolet
plus ou moins lointain et {es rayons X.
Remarguons qu'au dessus de sa {requence de coupure, un métal ideal

sans perles propage le champ avec une vilesse de phase qui peut élre



399

supérieure a ¢ (équation V-183). Ceci ne contredit pas le postuiat de

celativité. Un signal électromagnétique transporiant de l'information est en
effet un paquet d'ondede [requences difféerentes:
E(t) = J. E (w) expfik(w) z - wt] dew (V-184)

Le maximum d'un tel paquet s'obtient a un instant { pour la valeur z; de z
qui rend la phase de |'exponentielle compexe stationnaire par rapport aux

variations de @, soitl:

EE g - t = 0 : {(V-185)

dw °
ce qui montre que le paquet d'onde se propage avec la vitesse de groupe:
v = z [t = — (V-186)

b ! dk

La refation de dispersion (V-181) se dérive alors pour donner:

wVE (ledi)

dk

dw

1
- {(V-187)
o

w? —w?
=4

et la vitesse de groupe vy du signal constitue par le paguet donde est donc
(=)

bien toujours inférieure a ¢
i
v = c¢ }1—(»2 /ot {v-188)
9 I Ve (, + & o{é..)
¢ <& dw

['etude presentee ic1 peul s'adapler sans grandes wmodiications a la

propagation du champ dans un plasma . On y retouve la méme notion de

"1 Dans {V-188) le facteur Vi (| + tw/2¢c) dep/dwt est superieur a | car
dep/dw est positif: nous sommes loin dune {requence dabsorption du
reseay ionique t constante dielectrique essentiellemnt reelle} el fa
disperston est alors normale avec une dérivee de la susceptlibilite par
rapport a la {requence positive { voir Fig [72). Dans une region de
dispersion anormale 4 variation capide de ¢ par rappor! a o la vitesse
de groupe n'est plus un concept utile (K varie trop vite en {onction de ).
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fréquence de coupure. Une différence qui peut élre impormamle est
fa possibilité de separation physique des charges de SIgnes
coplraires , avec apparition explicite de la densite de charges dang
les équations de Maxwell.l Une telle séparation des charges produil des

forces de Coulombd importantes tendant 4 les rapprocher et induit des
oscillations de la densité de charges. Nous n'étudierons pas ce probléme ici
et nous nous limiterons aux cas ol f'on peut négliger I'apparition de termes

de densité de charges tibres non nulles dans les équation de propagation.

14) Relations de continuité des champs a la séparation de deux

milieux Réflexion sur des surfaces diélectriques et meétalliques.

Nous abordons maintenant {'étude des relations de passage du champ
d'un milieu a un autre. En général, les sources du rayonnement sont situées
a i'extérieur du milieu ol l'on étudie la propagation. Ii nous faut donc
savoir comment les champs se raccordent entre le vide oU ils se propagent
depuis la source et le milieu matériel. De facon pius générale i est
important de savoir décrire le passage du champ entre deux milieux
différents. eh d'autres termes connaitre les coefficients de reflexion et de

transmission sur une surface matérielle separant deux milieux.

=]
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Appelons | el 2 les deux milieux separes par une surface T sur laquelle
on définit en chague point une normale orientée n de 2 vers I{voir figure
18a). Appelons E;D;, B; et H; les champs dans les milieux i= 1.2

immédiatement de part et d'autre de X. Ces guantités sont reliées par les

relations:

1 {V-189)

ou les £ et frj sont les permittivités électriques et magnétiques des deux

milieux,

Supposons que les paramétres {indice, conductivité) varient du milieu |
au milieu 2 sur une épaisseur faible e quon appellera l'epaisseur de
['interface, Il se peut que l'interface porte une densité
de charges macroscopique et soit le siége d'un courant parallele a celle-ci.
On appellera densité surfacique de charges el courants macroscopiques les

quantites :

- (Vv-190)

Utilisant les équations de Maxwell (V-33) mises sous forme intégrale .
calculons les flux des vecteurs D et B a travers la surface latérale d'un petit
cylindre de section unité. de hauteur e el daxe parallele 2 m (Fig!8b). Ces
flux sont respectivement égaux a (D;-Dy).n et (B;-B2)ln. Le théoréme de

Gauss donne alors:
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(D ~D).n=o0 (V-191a}
1 2
(B - B ).n=0 (V-191b)

Ainsi la composante normale de B est continue a ['interface et. s'il n'y a pas
de charge macroscopique de surface, il en est de méme de la composante
normaie de D. Calculons maintenant ia circufation de E et celle de H le long
d'un petit rectangle a cheval sur la surface de longueur unité et de largeur
e {Fig 18c). Appelons u le vecleur unitaire tangent a fa surface ef normal
au rectangle. Le coté du rectangle paraliéle a la surface est défini par le
vecteur uxn et les circulations cherchées sont simplement (uxn).(E;-E2) et
{uxn).(H;-H2) que lon peut également écrire u. (mx (Ej-Ez)) et
u.nx (Hj-H2)) Le théoréme de Stokes appliqué aux équations (V-33)

donne alors:

u.(n x (El— E)) =0
o . L .. (V-192)
u.{n x {Hl—— H}) = u.K

soil puisque le vecteur u est arbitraire:

r—;x{El—Ez)=o
- . . . (V-153)
n x (H~H )} =K

Amnsi la composante tangentielle de E est continue a linterface et, si le
courant de surface est nul. il en est de méme de la composanie langentielle
de H.

Les formules (V-191} et (V-193) complétées par les relations (V-189)
permettent de determiner comment le champ se raccord_e entre les deux

milieux. Remarquons que l'expression de ces {ormules depend de la facon
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dont on deécrit l'interface. Si la variation des susceptibilites est trés rapide,
on peut faire tendre e vers zéro et considérer deux points infiniment
voisins de part et d'autre de fa séparation. On a alors d'aprés (V-190}
Omacro- 0 €l Kmacro = 0 et les composantes normales de D et tangentielle de
H ne subissent pas de saut entre ces deux points. On peut également
assigner a e une epaisseur finie non nulle (par exemple I'épaisseur de peau
dans un metal séparé du vide extérieur). Il v a alors un courant de surface
dans cette épaisseur et la composante tangentielle de H subira des
variations entre un point extérieur infiniment voisin de la surface el un
point intérieur au metal, "sous” I'épaisseur de peau. Les deux points de vue

sont bien sUr équivalents pour analyser le passage du champ d'un milieu a

[autre.

al Cas de linterface entre deux diélectriques non magnetiques sans

pertes:

Appliquons les formules générales au probiéme du passage du champ
entre un miliey parfaitement transparent | d'indice reel ny= vEri et un
milieu 2 également transparent d'indice reel n2=verz .~ On supposera pour
simplifier les notations jry = ur2 = [. L'interface est le pilan z=0 et le champ
arrive dans le milieu incident avec le vecteur d'onde k; laisant ['angle 9;
avec alvoir Fig 19) Les champs electrigue et magnetigues de l'onde

incidente sont:

—

E exp i{gl.rwwt}

—

E (r)

I

{(Vv-194)

—

B (r)
1

1l

e~ -

X El exp i(gl.gwwt)
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Nous allons monirer qu'il existe une solution des équations de Maxwell
associant a ce champ une onde plane réfléchie dans le milieu | de méme
fréquence, de vecteur d'onde k¢ faisant un angle 8, avec n , de champs E;
et By et une onde transmise dans le milieu 2 de méme fréquence et de

vecteur d'onde k¢ faisant un angle 8¢ avec n, de champs E; et By nous
donnerons les expressions de toutes ces quantités. Tout d'abord les

relations de dispersion imposent les relations:

(V-195a)

el w
k = n -— {V-195b)

Exprimons maintenant la continuité de la composante tangentielle du
champ electrique en un point r du plan z=0:

n E e ! +F e - FE e vt =0 (V=196)

Cetle relation devant étre satisfaite quel que soit r du plan z=0, cela

impose les identités:
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r =k .r =k .r (V-197)

=i

Les équations (V-197) montrent que k;-kr et k;-k{ sont normaux a ia
surface 2=0. donc colineaires a n: kp et k| sont ainsi contenus dans le plan
d'incidence defini par k;j et n: c'est la premiére loi de Descartes. Choisissons
maintenant r dans le plan d'incidence. On a kj.r=k;r sin 8; ; kp.r=k,r sin 6r :
ki r=k¢rsin 8¢ On déduit alors de (V-195) et (V-197) les lois de Descartes

pour l'angle de réflexion et ['angle de transmission:

B = 0 {V-198a)
n, s:LnEl1 = n, sin@t (V-198hb)

Distinguons a present deux cas de polarisation particuliers ilfustres par les
{igures {20a) et (20b) : (a) le champ électrique incident est perpendiculaire

au plan d'incidence et (b} il est contenu dans ce plan. Il est facile de vair

Le

Fyg2o B>

que les champs electriques reflechis et transmis ont fes méme proprietes.
Dans chacun de ces cas. on oblient en exprimant la continuite des champs

electriques el magneliques tangentiels deux equations qui permettent de
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catculer les deux inconnues qui restent 2 determiner: les amplitudes du

champ électrique réfléchi et transmis. On trouve apres un calcul simple:

(i) pour un champ électrique perpendiculaire au plan d'incidence:

( n cosB - n cosH
t i z t
E = BE
i n cosB + n cosB i
< ! ' z t (V-199)
IZnl c:os;Bl
E = E
t n cosB8 + n cosH 1
1 H 2 t
(11} pour un champ électrique dans le plan d'incidence:
{ n cosB8 - n cosB
2 i 1 1
E = E
r n cosB8 + n cosB !
1 ¢ ! ! t (V-200)
2nX cosBl
E = E
t n cosB + n cosé !
2 i 1 t

Les relations (V-199) et (V-200) portent le nom de relations de Fresnel.

Pour les rendre explicites, il faut bien sir y remplacer cosf; par son

expression en fonction de |'angle d'incidence, tiree de {V-198b):

n
1
cosf = {1 - — sinzel {(Vv-201}
n

Pour une ncidence normale, les deux polarisations sont equivalentes et les

relations de Fresnel se reduisent a:

! z {V-202)
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Lorsgue ny < n2 , l'angle de transmission 6y est toujours réel ainsi que le
vecteur ki le champ electromagnétique passe toujours effectivement du

premier milieu au second.
Pour ny » np, il existe un angle d'incidence limite 8; may au dela duguel

8 et k¢; deviennent imaginaire:
ei'max = Arc sin { DZ/I'I] )

I1 est facile de se convaincre que la solution des équations de Maxwell
dans le milieu 2 est toujours donnée par les formules qui précedent, dans
lesquelles cosBy et ky; sont imaginaires purs. Le vecteur d'onde k¢ 2 une
composante imaginaire le long de Oz et réelle le long de la surface, ce qui
correspond a une onde evanescente dans le milieu 2. se propageant le long
de la surface, mais s'atténuant exponentiellement pour z < 0 dans le milieu
2 d'indice le plus faible . L'onde réflechie est alors dephasée par rapport a
l'onde incidente, mais de méme amplitude (voir equations V-199 et V-200

dans lesquelles cosBy est imaginaire pur). Cest le phénoméne de réflexion

totale.'Ce phénoméne est analogue 2 celui que l'on observe pour un métal éclairé
sous incidence normale par un champ de fréquence inférieure 2 Ja fréquence

plasma { voir page 398 et 411).

On peul a partir des relations de Fresnel calculer le coefficient de
réflexion R et le coefficient de transmission T de [intensite du champ.
Limitons nous au cas ou la reflexion nest pas totale (onde plane transmise a
vecteur d'onde reell. On remarque alors que le vecteur de Poynlmg de
l'onde incidente est proportionnel a ny Ei. celui de l'onde reflechi a
niEe? et celui de londe transmise a nyE. Le flux du vecleur d'onde
incident a travers | unite de surface de separation est donc proportxonne[ a
n1Ei2cos8; celui du flux refléchi a nyE-2cos B, et celui du flux transmis 3

n2E2cos8;. On a donc:
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{(Vv-203)

En particulier pour une incidence normale, on trouve:

(

R

]

nl- J:'l2 2
(Vv-204)

{in + n )*
1 2

et on verifie bien dans tous les cas la refation R+T =1 (milieux sans perte).

Le lecteur déterminera en guise d'exercice ce qui arrive au vecteur de

Poynting du champ transmis dans le cas d'un vecteur donde transmis

complexe ( réeflexion totale).

Rermargue !

Cn nole gue fe coefficient de

reflerron du champ s annule lorsgue celui-cr est dans Je plan dincidence

(Fig 20b) et Jorsque [angle d incidence est tef que cosby v/ cosb; = np/ny . On

monlre dlors sans peine gue /angle dincdence est tef que:

n‘!
g 6, =;i

1 sagnt de ce quon appelle [angle de Brewster Si le farsceay incident

1 esl pas polarisé, ou polarise dans une direction faisant un angle avec fe

plan dincidence, seule fa composante du champ perpendiculaire av plan

dinadence sera réfléchie pour / angle dincidence de Brewster. On dispose
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amnsy dun moven simple de polariser lotalement de /a lumicere fou de

supprimer (a réffexion sion dispose de lumiére incidente polarisee)

b) Reflexion sur uge surface métallique

Sans chercher a résoudre complétement le probléme de ia réflexion sur
une surface métallique, envisageons quelques situations simples, dans le
cas d'un champ incident normal 2 {a surface. Nous appellerons toujours E;.
Er et E; les champs incident réfléchis et transmis. Commencons par
considérer le cas basse fréquence ol la conductivité est essentiellement
réelle. Pour un métal parfait, de conductivité quasi infinie et lorsque
la fréquence tend vers zéro, le champ doit étre nul dans le conducteur ,
faute de quoi le courant y serait infini. On a donc dans le conducteur E; = 0,
doun x E| = 0 et la composante tangentielle du champ électrique s'annule
2 la surface. On a donc necessairement Ei + E- = 0 et le champ est
totalement réfléchi. En fait, o n'est pas infini et nous savons d'aprés I'étude
du §V- 13 que le champ penétre sur I'epaisseur de peau. En conséquence E,
est legérement inferieur a2 E; et un coefficient de reflexion un peu inferieur
a | est obtenu. La difference entre les puissances incidentes et refléchies
correspond evidemment aux pertes par effet Joule dans {'épaisseur de peau.

Une facon eélegante de calculer le coefficient de reflexion
explicitement consiste 2 remarquer que le metal a a basse fréquence un

indice complexe donne par la relation tiree de (V-172):

= (1+i)x (V-205)




dans laquelle on a défini le parameétre sans dimension x (grand devant 1)

par:

Ng? o
= = (V-206)

2m* €, Tw \ 28, w

En introduisant cette valeur de nz dans [a relation de Fresnel (V-202) avec

nj =1, on obtient pour une incidence normale:

B 1 - x {(1+1) .
= E (V-207
r 1+ x (1+1) ¢ )

La réfiexion introduit ainsi un déphasage et une atténuation de l'onde 2 la

réflexion. Le coefficient de réflexion est:

(1~x}? + x*?
R = ~ 1 - 2/x% (V-208)
{1+x)? + x*

SOit:

(V-209)

Ansi, plus la conductivité est grande. plus le coefficient de réflexion est

proche de {'unité.

Dans le cas d'une incidence oblique. le méme lvpe de calcul montre
que la reflexion métallique transforme une onde polarisée linéairement en
onde polarisee elliptiquement.

Considérons enfin le cas d'un métal eclairé avec un champ de fréquence

beaucoup plus grande que vy, dans le cas ou les perles sont négligeables
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{metal “ideal” a conductivité imaginaire pure). Au dessous de la frequence

de coupure wp ., le métal a un “indice” imaginaire pur (voir V-177) .
Introduisant cet indice dans (V-202), on trouve un coefficient de reflexion
dont le module est strictement égal a 1. C'est cependant en géz_néraj u\n nombre
complexe, correspondant a un déphasage du champ a la refl_exxon et alia
pénétration d'un petit champ évanescent dans le métal { voir page ?98). Lg
réflexion totale de l'énergie sur la face d'entrée du métal est bien sor oonsnax_ne
avec le fait que le champ posséde, 4 la méme approximation ol o est imaginaire

pur, un vecteur de Poynting moyen nul dans le métal. Bien entendu, on ne
peut  négliger tout afait la petite partie réelle de o et il Vv a

de petites pertes. Surtout, le modéle de meétal que nous avons choisi
{électrons libres avec amortissement décrit par une constante y et
permittivité réelle ) n'est guune approximation de la realité a haute
frequence. Les métaux réels polis sont en genéral de bons reflecteurs (R»
090 2 0,95 ) mais certainement pas des réflecteurs parfaits. Au-dessus de
la frequence plasma. enfin . on trouve un indjce réel, inférieur a ['unité. Le
metal se comporte comme un miliey transparent qui réfléchit une partie du
champ el en transmet une autre. On peul encore dans la limite de validité
de notre modéle de conducteur utiliser, pour une incidence normale, fa
relation (V-202) avec lindice donné par (V-181). Notons enfin que sous
incidence oblique, on se retrouve dans le cas ou [a réflexion totale devient
possible { arrivée de l'onde sur un miliey d'indice inférieur 2 l'indice du
milieu d'origine}. Sous incidence assez grande, le metal réfléchit totalement
les ondes qu'il transmettrait sous incidence normale. Un phénomene
analogue s'observe dans les plasmas. Un exemple intéressant est celui de la
reflexion des ondes courtes sur la ionospheére qui est un milieu jonise
conducteur: les ondes emises par des emetteurs radio sont lransmises sous
incidence normale vers l'espace. Sous incidence rasante, elles se
refléchissent sur ia couche de plasma ionospheérique, puis sur la terre et

sont ainsi guidées sur des distances tres grandes autour de la terre.
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Kemargues en guise de conclusion: lien avec fes chapiires [V et V/

Nous avons dans ce qur précéde appligué fes equations génerales de
Marwell dans la maticre 4 [8tude de problémes de propagalion simples.
dans un miiey [sotrope et homogene, aur Susceplibilités independantes dy
lemps. Les égqualions (V-139) et (V-135) s appliguent bien sir de facon
plus génerale 2 un milrey linéaire gueleonque, méme si nest pas
homogene. On trouve alors que larrivée diune onde plane sur le milieu
donne lev dans celur-</ § [/ apparilion dondes non planes dont [z
distribution des vecteurs donde dépend de /s dépendance spatiale de
lindice dv miliev. On retrouve alors dans un poinl de vie différent fe
phdnoméne de diffusion décrit au chaprire [V {2 diffusion du champ dans
des directions différentes du champ iacident ne se produit que si lindice
presenle un caractére spatialement non untlorme. Nous avons également
décrit au chapiire [V un phénomene de changement de /réquence au cours
de la diffusion lré a [existence de fluctuations lemporelles de /indice. Nous
ne [e lrouvons pas ici car nous avons consideré un ailteu dont /a reponse
€Sl staljonnarre, ndépendante du emps.

Far souci de simplicité nous avons décrir jcy /a propagation de champs
monochromaliques coherents dont / amplitude et /a phase sont firées If est
clair que /analyse developpée dans ce chapiire sélend sans oemne i /a
propagation de champs incohérents gaussrens. Il suftit par eremple de
decrire un tef champ par son de veloppement de Fourier el
detudier la propagation de chacune des composanies de Fourter aléstomre
AU champ (/7 propagation dans e miieu linéaire s apparentant i une
operalion de filtrage linéaire)

lnsistons bren égatement sur [z limrtation essentielle de ce chapiire:

nous avons considéré des mifreur repondant lindairement aur champs



413

meidents. Lorsque [les champs sopr suffisamment inlenses. celie
approrfmation n est plus satisfarsante. Les dipdles induils dans le milrev ne
sont plus proportionnels au champ local er des effets pon linéaires

[mportants se manifestent. Nous décrivons certams de ces effels ay

Chapiire VY









